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Cette relation a la forme d'une équation

a

(19) f l?(y)cotg% (x—y) dy = P(const)
0

qui est équivalente 4 I’équation

f{[COFg%(x—y)+1]j¢(2)c§tg—§(y—Z)dZ}dy=Pa

0

d’ol il résulte par I’application d’une transformation déja utilisée la relation
a
~ab@)+ [ be)da=P.
0

Or, cette équation n’admet que la solution
(])(x)=const
c. 4d. quil existe une relation linéaire

n

(20) Z K, 4, (y) = const.
y=1

En vertu de nos hypothéses on doit avoir

K=K, =..=K,=0

ef par conséquent le systéme (14) n’admet que la solution nulle, d'ot il
résulte que le déterminant (15) est différent de zéro.
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Quelques remarques se rapportant aux noyaux
iterés dans I'espace & p-dimensions

Uwagi dotyczqgce jader iterowanych w przesirzeni p-wymiarowei
Par ’

R. HAMPEL (Varsovie)

A. Remarques prélimingires
Nous nous occuperons de la limitation plus précise des noyaux itérés
du noyau:

& K(4,B =145

r

ou H(4, B) est une fonction donnée de deux points:

B (& €5 6p)

A (20q, Xy 0 Xp);
dans le domaine @ A p dimensions, borné et intégrable dans ce domaine.
La fonction H{4,B) remplit dans le domaine 9 la condition:

(2) 0<H(,By<W

o W est une constante positive; r désigne la distance entre les points
A et B _
r=|ABJ;

P e
nous supposons enfin
a<<p.
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Puisque le domaine @ est borné, on peut supposer a CEh<a < b
i=1,2,..p; on admet H(A4,B)=0 & l'extérieur de Q et on substitue
au lieu de @ un cube 4 p dimensions dont les arétes (suffisamment gran-
des), égales a (b—a), sont paralléles aux axes des coordonnées et qui
contient le domaine @ dans son intérieur.

Nous donnerons d’abord la borne supérieure effective du premier
noyau itéré borné; ensuite nous abordons d'une maniére plus détaillé le
probléme qui se raméne i la solution d’une équation diophantienne du
second degré.

1l faut mentionner d'abord quelques définitions et propriétés concer-
nant les fonctions I'(«) et B(a,p) d’Euler,

Pour les études ultérieures il suffit de prendre la définition

oo

. I (o) = f e xo1 dx
by
dont le prolongement analytique dans tout le plan d’une variable com-
plexe avec poles du premier ordre (==—k) est donnée par Gauss:
“nl
[ (14 %) =lim — """
n~yoa
T+
k=1
On a:
. 1 .
B@o=BEa= [ £ a—pt g 1OLO)
5 o)
Plat)=al(a) [(a)-I(1l—a)=—"—
. sinma
Fiin == 0,8556 ... pour a==1,4616...
51
(3) lim ey =1lim Y ——Igk=c=0,5772..
k—yoa koo T

¢ — constante d’Euler — Mascheroni
e <er<1l p.ex. ¢y =1; 62=—§~—}~lg2 ete.
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' V
o — :0 -3
wa e (k)

on a de pius:

2 rE= P4 = — (140530 001
Toin <T(14+2) <1 pour 0Lagl
lim [ﬁ.lg—l‘ (“)] =c; M)=—¢; I'@)=1—c
et enfin:
4) —i——c<1“(oc)<~01? pour 0<<a<<l

on peut écrire aussi

(4Y) Max [—i———c, 1] < I'(2)<< %
e NoT (= L) V(1 1
b= Hel el = C+S;;(S+1 a+S)

B. Limitation effective du noyau itéré

On peut effectuer la limitation du noyau itéré soit par la transfor-
mation homothétique (Hadamard) soit en s’appuyant sur le théoréme
connu que la moyenne géométrique ne depasse pas la moyenne arithmé-
tique (Cauchy). Choisissons la derniére méthode. i

On a
KB =48 4 BE) i=12,..p
T
0-<H(4,By<W;, a<p; a<bi<x:i<b
P %
redB=| $m—tpl
i=1
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Prenons le premier noyau itéré:

. : H(4,T)H(T,B)
@ =| —re rpe 4o
) K®(4,B) f AT* - TB*
_ ff H(xi, t;) H(tir E’) dt, ... dt,
AT*. TR+ T
p fois
en désignant par H (x;, £;) = H (5, %9, ... Xp; L1,y o bp).

D’aprés le théoréme de Cauchy on peut écrire:

) AT2 = Y (ei—t)2 > ]/H (o0 — £)?
x—~1 i==1
c.ad.:
1 < 1
AT ;. P &
p n (o0 — ti)p
i=1

et une inégalité analogue pour ~l—a. En substituant dans (5) et intégrant
séparément on aura: TB

dt;
@ -3

oei— ] [t — & [

m WWAE\—~]ﬁ

i=1

1
lorsque -;—.gi—, K®(A4,B) est borné ou infini comme lgr; supposons

e 1 )
F>—:2—, une substitution connue:

ti=xi0i4 & (1—oy)
et I'extension des limites d'intégration

a—&,- b”“gl
x,»—-ii ’ x,~——E,~
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4 oo donne:
+ea

' 2 L . ‘
) sz)(A,B)<l:a—.{f d; | T— 12.2_1
Y=ol o4 T gy 7

a
lorsque 3- —l-)——-—l < 0 nous n'itérons plus; dans le cas contraire nous conti-

nuons le méme procédé jusqu'a n qui satisfait aux inégalités:

8) n-—;———-(n—1)>0; (n-f—l)%——_n<Q

c.ad
<n<< i
p—a p—«a

A

il est clair qu'il y a toujours un nombre entier unique satisfaisant & ces
conditions.
En désignant le plus grand nombre entier contenu dans x par E (x),

on a: .

. x—1<E@x)<Lx
posons:

— @ p
o) = -t

lorsque pia est un nombre fractionnaire (non entier), et

: ‘ N a l @ p
(10) TLE-—E[p_ ]-—-p_a<p_a

23 .
lorsque —a est un nombre entier.

Remarque: il est facile de donner une seule formule pour les deux
cas, notamment:

o
e S
nE—E(p—a)+1 E
. I;—:(;
ou
o a o ‘
nE=E[p__a] +1-E[E(p_m)—~p__a+1]
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ou en passant a la limite:

Lo
A/ R
—E[“ —lim | —P—%
- nEWE(;_p__a)—i»l }1122 KN ete.
p—a
Mais la plus simple formule c'est:
' o
ng=—F (——p——a)'

Une induction facile nous donne:

(11)

Décomposons le facteur du premier produit de la fagon suivante:
400

0 1 © oo
| =]
§ 25—
¥ |1—q| oo 0 1

On obtient la limitation du premier terme du coté a

(12)

droite de (12)
eﬂ substituant t—l—_—l_—g, le second terme s'exprime immeédiatement par
les fonctions I' ou B, dans le- troisiéme nous substituons f == —
On obtient ainsi aprés des caleuls faciles:
+oo
s =] g

(13) ds

o

_l_

S'i" — Al "y o ¥ ‘
J [1—o| ? I.(AS-T;—b—I—l)

s glths) ofsevg—o] dpoog
. ( > 1 5 4(S—|—1)p ['{S§—§ p

o
el T
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On peut remplacer les dénominateurs de ces expressions par I'pin =0,8556...,
mais il est facile de démontrer que les arguments de tous les dénomina-
teurs sont <C1, on peut donc.les ometire d’aprés linégalité (41).

On a en effet:

0< 8 Sa1=1—8 -'(1———‘1) <1
p p

<sia(i=3)<r sl

0<1<1.
p

i)

Le produit des inégalités (13) s’écritv donc sous la forme:

oo
= |- do ’
(14) I - = <
§=1 : S o ——(§—) -~
e T e
n—1 a : o\
ez -] fo-s) ez
=1 p P
+r(1 “) I‘(S—S i)}me ; By=1
P p GRS
L’équation (11) peut étre écrite en se servant du symbole Bn sous
la forme:
wr P
(15) K®(4,B) ¥ []
T i=1 - n ‘;'—("—1)
P [ i — &i]
3
En itérant encore une fois j'obtient en supposant n=F _a)»—}—l
(c. & d. que pj—a n’est pas un nombre entier) I'inégalité
b
n W dt; '
(16) K"(4,B) <—p— Exs -By+ n - -
p = \x;—;til P lfi—,—ii'p
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Puisque on a maintenant:
o o
n-——mnh—1)+ —<1
p ( ) p

on ne peut pas. étendre les limites d’intégration a l'infinie mais I'intégrale
est borné; nous donnerons maintenant sa borne supgérieure en fonction de %:

@

on a:

n=1fn-—%+(rl—1)—*

Dy <l——.
p

Décomposons V'intégrale comme auparavant:
b

b om b
fti : _ + + )
SO |
a i " 2 Ex' e

En augmentant respectivement les intégrales derniéres nous obtien-
drons successivément:

[<J e
f<(bwa)’1 ‘(—1 p) (b— >a_

[ i —t:]

P "

L

Ib—~a|7‘

N

sinm « ~—

o[ lb~8|"

f f ®
-———til " < 1

En ajoutant les inégalités précedentes, on obtient:

b °
dt; ; 2 o o]
— <|b~«a|*’~[——-+F<—«)-1‘(1-m—) .

‘ti——'EiIF | P P/

(18) f .
oy lwi—te|
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En substituant I'inégalité (18) dans (16) on peut obtenir la limitation

désirée. "
On obtient une limitation analogue quand —
nombre entier. p

=E

o

est un

p—=a

On peut aussi obtenir la limitation cherchée du noyau itéré en se.

servant d'une autre méthode.
On a notamment les inégalités suivantes:

b

dt 4.0 .
(19 ¢ = T <1-h—j lorsque h-j-<<1
oli:
(20) 0 = Max [(b—a), 1]

b '
dt 4 1 1 1
y == - < -
@1 e f | —t]* - [t —¢} [x—g|t (h +j—1 + 1—h * 1———j)
lorsque h+j>1

et enfin:

- . 3
“‘zf et [t—E |x—tf e h(1—h)

e est un nombre quelconque satisfaisant aux inégalités:
Min [h, j].

Pour démontrer l'inégalité (19), remarquons que l'on

(23) D<e<

a4t =4t

2 b 2

lorsque h+j=1

a

. , 6

at dt |t—&l‘“‘”+”]2 :

o o= [+ [<] gt fgtx_w‘[ Ty R
) o x+
e

o — ¢4+ 4.0
+[ 1—(h+)) J’“+5<1—(h+'ﬁ
b4t
car |t—¢|<<|x—t| pour: a<<t<<—— +
b
b= lx—t] +E<t<b.
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- Passons & l'inégalité (21).
En substituant t=1x:6-4£(1—0) est en étendant les limites d’inte-
gration 4 -+ o> nous obtiendrons comme auparavant:

(25) Cy <<

on peut écrire:

HI;H—i fll___clh |c!1

finalement nous obtiendrons:

4

oo 4 - A too
[¢] .
f 11—o"|s { + f +f+
-5 —to 1 i 3
-7 B 7
mais
f f y
o] "*’ htj—1
‘car on a:
lo]<<|1—s|  pour 'c<——~%-
ensuite
1 1
*3 0 hy
2°da 4
—— — < —
f1 T f\l—«w fw 1—j
)
de méme
s .
2 boo
do 4 2
- — ; < L e
,fll—oi’-lc,i’ 1—h 3f htj—1
7 . 2 ‘

(26) €y << lx_'__e‘h+i'“1
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Pour Uintégrale (22) j'obtiens successivement:

- Jla—eF  [b—xf .
f f { IJC—-E|E € + 3 T)-1 (lrh)]
c.ad
U S l’z;_@ ,_L*]z L. 20-(1—h+:
P x—t L e h(1—h) jx—E&|* < h.-1—h)
e 0
|x—E&* eh.-(1—h)
car-on a:

h2

max [h(1— R =" < L. -‘3—

€= Min [h, j] <
Prenons d’abord :
o 1
P2
le noyau K® (4, B) est borng; en appliquant la formule (19) on aura:

1)

1 1
T P
. PLWP 2 ip e
(1) K@ (4,B)<|2IH 0 =K[:.-_P2@;]"
p.p e P
14 p
o 1
) o=
En appliquant d’abord la formule (22) nous obtiendrons
ERY
P
4-w'.-w'.0
(28) KO (4, = — | — 2
[x—¢f° T TR 1 _a_)
p’’p p( P

et ensuite la formule (19) nous donne la limitation :
3

4.W". 08

K®(4,B)<

3a

(29)
~ Fetboihe)
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1 ... [e - a 1 . T
En posant =y Min |—, 1——~p— =g on obtient la limitation
finale: p ;
8p 3 2p
2P W8
(30) K®(4,B) < . Tt

pt

Prenons par exemple b—a=1=0, W=1. On a donc dans ce cas
1

pour le noyau logarithmique (%=a—):

pour une dimension (p=1)

K®4,B)<2®

K®(4,B)<2® pour deux dimensions (p=2)

) 24
K® (4, B)<§—2 pour trois dimensions (p==3) etc.

Passons maintenant au cas général.
Jomets d’abord dans les calculs les facteurs tels que: 4, W, @, p
qui se repétent que j'écrirai seulement dans la formule finale.

" En appliquant la formule (21) autant de fois qu'il est possible et

_ensuite la formule (19) dans le c pia ou les formules (22)

et (19)- dans le cas — ——E , j'obtiens pour le premier icas:
n=FE
c.ad
o I P i n—1l a _n
< n < —f—  gu:i e <z
p—o p—o n p n-
1
K(n) (A B) < dn . ¥ 1 1 __1__
T —(n—l) 11 * 2 .
7 1)1 1(1 p) 1
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En appliguant ensuite la formule (19) on aura:

et — D (1—3‘-)-!- (l+1)—°‘—

RECHATE

n—1
n”“-p-” (—~P+n+n
I
nln!l(na—pn+p)

A

(dy, dy, ... dnyt désignant les constantes positives convenables) nous aurons
la limitation cherchée en supprimant —[? et écrivant au lieu de dn1 sa
valeur égale a:
ngt
w0
ST

2
P~

L3

! n+l P

. n i B . n2e
(30) K" (4,B) < £ -8-n

n—§

p * -nl(np—na—a)(na—np+p)
Au lieu de supprimer —I% nous pouvons calculer d'une maniere

plus précise le produit:
n—1

” (—B+In+n).
I=1

On obtiendra:

n—1 n—i n—1
(31) g (—B+ ln—x—n)mg [n+1(n—1)] <g {'n(H %)}':
' nn—l (4+ n u—-l

2

n n
car Uexpression I{n-—1I) atteint son max. égal a —- pour l=—2—~ ona.
donc une autre borne supérieure (moindre): -
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. Ltj_—l ; , r
4. W " O (44 npt
(n+1)
(32) K" A4,B)< p—
p’ ) (np—noa—aj(na—np+p)
o . y
Prenons le cas _a=‘Ep__a cad
L__n
p n+1

On peut admettre que n > 2, car le cas n=1 a été discuté plus haut.

On obtient la limitation du noyau K® (4, B), comme auparavant, en
se servant de la formule (21); on applique ensuite la formule (22) au
noyau K+ (4, B) et enfin la formule (19) pour obtenir la limitation du
noyau K®+2) ’ :

Finalement on aura la formule: °

w2 \ 1»
4rt W P82 (n-1)5 . p2n—t

(33)  K"(4,B)<

n

2.0
p°n!

ou en se servant de la formule (31)

n+2
W P L0 (nd 1) it (44 p)nt

n

p’-(n)?

(34) K" (4 By <

C. Etude d'une équation diophantienne

Nous nous occuperons maintenant du nombre de solutions entiéres
(en «) positives 'de I'équation diophantienne du second dégré :

n ou gl
n+1°

o
p n+

(35)

L
Admettons N, a+1<p<<P ou N et P sont des nombres po-
sitifs donnés. Désignons le .nombre des solutions entiéres et positives de
Péquation (35) par T., le nombre total des sclutions 7T sera égal a NP.

124 .
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Pour que o soit un nombre entier, il faut et il suffit quon ait:
p=0 (mod n+1) car les nombres n et n--1 sont premiers entre eux.

»
Pour n==1; a== 12.7 ; P=1,2,...P on a donc E—zzi solutions entiéres. Pour

. P .
n=2; oc--:%»- pilya L~3~- solutions entiéres et P—E—SIi fractionnaires

et ainsi de suite. Pour n =N l'équation a:N]‘Z_hl- p donne E solu-

P
tions entiéres (positives) c. 4 d. on a: N+1

N1 P N1 p
(36) ngé:E(-—k—)=}§E(Tc—)—P

» .
(formule analogique 4 la formule T (p)= 2 t(n) donnant le nombre de
diviseurs de tous les nombres n < P). n=1
En appliquant 4 la formule (36)

la formule connue de Lejeune
Dirichlet (Hermite): :

(37

G

E(x) EWx) . _
DE(¥)=2 Y B(E)-wvEy
& k k ] :

dont la démonstration géometrique est immeédiate, on peut écrire I'équation
(36) dans une forme équivalente mais plus commode dans l'application:

EYNHT p .

9. i)\ — P—(EV P

(38) n_z%Lh)z(mm
Remarque: La formule

B (x)

el

donne le nombre des points 4 coordonnées (U, V) entitres et, positives
pour lesquelles on a: UV < x, c. 4 d. situés sur ou a Tintérieur de 'hy-
perbole équilatérale du premier quadrant dont I'équation est: UV =x.
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En finissant, considérons les cas suivants:

I. N borné, P borné

@) N<P; )

I. N non borné, P non borné
a) N<<P;
m N boiné,, P non borné.
IV. N non borné, P borné.
I a) N<<P.
I. On conclut de la formule (36):

N>=P.

§) N=P

N+1

N N+l
j?i_l_ Z’ ElE)—p L
= k_ﬁl__l<£= = k < = k
N N P T N.-P T N
" mais on a:
)
Zrzlg(N-}—l)—f-ck; c<<ep<<l
c.ad.: k=1
N
IgN+e<< Z 7 <l N+1)+1<lgN+2
car on a: '
lg-N—N—I—_—l<1 pour N>1
il vient donc: Y 7
gN 2—c¢ T, 1N 1
,,___—-—.-_._<—~<.__. —
N N T N ,+N
et finalement: ‘
(39) E_l_g_]_\’{
L B) N>P
on obtient de méme qu’auparavant:
P_2—c_1gP 2 ¢ _T. _lgP
N N N N N TN
c. ad: ’
gP T, 2
(40) 02—
N T N °
126
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Remarque: on cbtient de la formule (40): Z];”\<0 pour P=1, on a

donc nécessairement T\ = 0; en effet a=~$- et il n’y a pas de solutions
1

entiéres; pour P>>2 il y en a au moins ume:

n

o=n=p—1>1.

II. N et P non bornés

a) N<P

on conclut directement de la formule (39)

(41)
14

T, lgN

T o(1)

B) N>P.

D'aprés les formules (36) et (38) on peut écrire:

N1

42) Te= ZE

£)- St Salf)-r-em

puisque E (%):0 poﬁr k=P+1, P+2..N-+1 donc:

car on a.

de méme :

& \k

T,=2.P [W (—1«)—1}+ O (/P)

EVP

S 0-m<$eii)<3

s

1 =]

O P—(EYPP<2yP

on aura donc une formule asymptotique :

(43)

i

P
k

T,=P-1gP+2P(c—1)+OWP

)
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le nombre ¢ désignant la constante d’Euler-Mascheroni; il ex1ste une
estimation plus précise de l'erreur:

(439 Te=P(gP+2c—2)+0(PY) .
1 L1
(44) Z <M< ER

(Voronoi, Sierpinski, Van der Corput, Landau, Jarnik)
on a de plus:
T. lgP
45 oo =0(1).
(45) TN (
1. N borné, P non borné.

On obtient immédiatement:

(46) Pig(N —{—1)-I—c,v+1 ]—~ <Te <Pig(N+1)+cy,,—1]
: T, T
Te= T; HE=01)===
(47) T Q(P) 7 T (1) T,

(en désignant par Ty=T —T, le nombre des solutions fractionnaires en «).
IV. N non borné, P borné.
On a: ‘
(48) Pg(P—2)-<T.<PlgP. c.ad T.=0()
(49) Ife=o(1); Ty=T—T,=O(N).

v

Le nombre des solutions entiéres est borné, p. ex.: pour 1< p<l3=P
‘on a seulement deux solutions entiéres:

1) p=2; a=1; n=1; 2) p=3; o=2; n==2.
(Les dérivées de la fonction de Green dans le plan et dans lespace)
Il est facile de prévoir ce résultat (7. = (1)) car pour n > P toutes
les solutions de 1’équation:
' n-p
50 0 === e
(50) n-+1

seront nécessairement fractionnaires, pui.équ’on a:
(np, n+1)<<n-1.
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