38 Antoni Plamitzer

Nous constaterons facilement, que les points différents A=ua;u ...
de la ligne gauche unicursale C® d’ordre 6, située (N°12) sur la surface
" ¢ ge transformeront en les points A4',... de la conique C’ "2 située- dans
le plan o et passant par ses points principaux T%, V*. Sila courbg &
(reg. N* N* 15, 16 et 17) — se décompose: a) en la droite §s'=g0/ lesll
et en la ligne gauche unicursale C° d’ordre 5; b) en deux droites s“, 5?
et en la ligne gauche unicursale C* d’ordre 4; c) en trois Elroites st, i", §*
et en la ligne gauche C* d’ordre 3, alors: les courbes (%, (' et C"* se
transformeront respectiv. en la conique ("%, qui passe: par les points
principaux. T*, V¥ et dans le cas: a) par le point §, b) par les points
SY et §¥, c) par les points SV, S* et §¥. Mais les points différents de
la courbe gauche T* d’ordre 3, située (N°18) sur la surface 6, se trans-
forment en les points de la série (f), dont la base ' passe par le point
principal F'#. Par analogie les points de la ligne gauche ¥* d'ordre 3,
située sur la surface U* se transforment en les points de la série (v'),
dont la base v’ passe par le point principal,T*. Enfin les points diffé-
rents de la conique T2, située (N° 19) sur la surface W*, se transforment
en les points de la série (£), dont la base est t'=V*§", et les points
de la conique V?, située sur ¥¥, se transforment en les points de la
série (v,) dont la base est v/ ==T*S5".

Léopol,. juin 1941. — Cracovie, octobre 1946:
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d'une droite en elle-méme qui dépendent
de quatre parametres essentiels

Przyktady grup przeksztatcen prostej w siebie, kiére zalezq
od czterech parametréw istotnych

Par

T. WAZEWSKI (Cracovie)

Considérons un groupe de transformations

E=0E, 1, .., 1) (1)

. .
ol & est un point variable sur la droite et ty, ..., f, désignent les para-

métres. .

Supposons d’abord que ¢ soit une fonction analytique des variables
& t,, ..., tp. Depuis Lie on sait que, dans ce cas, le groupe peut dépendre
tout au plus de trois paramétres essentiels. Si done p>=3 les parameétres
t;, .., tp ne peuvent pas étre essentiels.

Supposons maintenant que ¢ soit de classe (" dans un ensemble 7
composé des points &1y, ..., 7, tels que ¢ appartient & un intervalle ouvert
A et (f,.., 1)) appartient & un ensemble ouvert & qui fait partie de l'es-
pace cartésien a p dimensions.- .

Ceci veut dire que ¢ posséde des dérivées partielles (relatives i
& ty,..., tp) de tous-les ordres qui sont continues dans 7.

Nous dirons que le groupe (1) jouit au point &* (appartenant i A)
de la proprieté [, (i*) lorsque ce groupe envisagé dans un voisinage
quelconque (donc arbitrairement petit) de &* dépend de p paramétres
essentiels ty, .., 1, .

Dans le présent travail nous construisons (cf. Théoréme 1 du §5) -
l’exemple d’un groupe (1) de classe’ ("* qui jouit de la propriété W, (5¥)
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en un, point &* de lintervalle AY). Il peut méme arriver que l’ensemble
E* de tels &% soit de mesure positive de Lebesgue (Tréoréme 2 du § 5).

En appliquant la méme méthode on pourrait ct?l:xs:uruireﬁges exem-
ples du groupe (1) de classe C* qui jouit de la proprle‘te W, (&) (p qucl-
conque mais fixe, p>>4) aux points & appartenant & un ensemble [
de mesure positive de Lebesgue. .

Dans nos exemples Iensemble E* n’est nulle part dense, c~d.-d. il
ne renferme aucun intervalle aux extrémités différentes. Cette observa-
tion conduit au probléme suivant présentant un intérét en vue de cer-
taines applications.

Probléme. Supposons que le groupe (1) soit de classe €= (o.u,‘ plus
généralement, de classe C? avec p fini). Est-ce que dans tout V01s1-nag(e
d'un point quelcongue & (appartenant a 4) il existe un intervalle p?lrtlel W,
tel que le groupe (1), .envisagé dans 9, dépende au plus de trois para-
metres essentiels?

§ 1. Lemme 1. Considérons I’équation différentielle
dx _ 1.1
dt =&

ol la fonction g(x) posséde la dérivée g’(x) continue dans un intervalle
ouvert ®. Nous supposons que pour deux points a et b (a<<b) de cet
intervalle on ait
gl@)=gb)=0; g(x)>0 lorsque a<x-<b. (1,2)
Désignons par ¢ (&, ) I'intégrale de P'équation- (1,1), telle que
b€, 0)=¢ 13)
ot sott d<&«-: b, (1,4)
Nous affirmons que I'on a les propriétés suivantes

m. §(& 1) existe pour —ro<{t<l+ov et l'on a
a<<$ (€ f)<<b lorsque —ov-<lt=- o, (1,5)

By, G 6) # 06 1) lorsque L 7 by,
my . Si ) (E, ty) > (E: t,) alors f,~ tO'

1) Cet exemple constitue la réponse & un probléme posé par M. S. Goiab.
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Démonstration. g’ (x) étant continu, il passe par tout point de l'en-
semble plan P défini par les relations xe®, — ~o < ¢<z & o, une inté-
grale unique de I’équation (1,1). On a (cf. (1.2))

Y a, h==a, d(b, )=b pour —n~ct< b~
On a, en vertu de (1,3) et (1,4)
v{a, 0) <9 (&, 0) -9 (b, 0)
donc, en raison de l'unicité, on aura
a=4la, )< 1) <d(b, §=b (L6)

pour chaque intervalle «-<f<Cf dans lequel U(, ) existe. Mais linté-
grale ¢ (§, f) pouvant étre prolongée jusqu'd la frontidre de I'ensemble P,
Tintégrale ¢ (5, f) existe forcément dans l'intervalle — ow < f < 4~ et
elle y satisfait aux inégalités (1,6). La propriété =, est donc é&tablie.

k En vertu de (1,5) et (1,2) on aura

o
) d;(%f) =g(E H =0 pour —oc<f 4 oo (1,7

la fonction ¢ est done croissante en f au sens strict et la propriété =, a lieu.
La fonction inverse de la fonction ¢ (&, #) (ol & est fixe et £ varie

dans l'intervalle — oo << ¢<< + ~) est donc aussi croissante et continue,
ce qui entraine la propriété =,.

Lemme 2. Désignons par ¢ lintervalle —oco<<x <= - o . Soit ©
un ensemble ouvert faisant partie de ¢ et désignons par Comp (L) l'en-
semble complémentaire de &, c.-a-d. Comp(Q)=g— Q. Nous affirmons-
quil existe une fonction bhornée h(x) qui est de classe C= dans q (c-a-d.
posséde les dérivées partielles de tous les ordres dans q) et telle que

h(x)>>0 dans @, (1,8y

h{x)==0, d:[];(,?") =0, (n=1,2,..,>) dans Comp (8).  (1,9)

Démonstration. L'idée directrice de la démonstration est identique
a celle de la démonstration d'un lemme analogue relatif au cas de l'es-
pace i deux dimensions inséré dans un travail antérieur de M.S.K. Za-
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remba et de l'auteur’). La ,,méthode des trois pavés” de ce travail de
vrait étre remplacée, dans le cas présent, par une méthode de deux pavés.

Définition 1. @ étant un ensemble linéaire ouvert, nous désigne-

rons par
h(2; x) : (1,10

une fonction bornée h (x) de classe (= jouissant de propriétés (1,8) et (1,9).

Définition 2. Nous dirons qu 'une suite dmtervalles ouverts @y

=(a,, b,) tend vers p lorsque a, sx et b, > .
On sait que chaque énsemble ouvert linéaire Q est somme dun
nombre fini ou dénombrable d'intervalles ouverts, dits intervalles com-

posants de &. On dira que Q se condense sur x lorsqu’une suite par-

tielle de ses intervalles composants tend vers x.

. e ‘

Lemme 3. A tout point x on peut faire correspondre quatre (ou

plus généralement N, ol N est fini) ensembles ouverts, bornés et dis-
"

joints @ (i=1,2,3,4) dont chacun se condense sur x.
Soit, en ef:fet A, A, .. une suite d’intervalles ouverts et disjoints

tendant vers x. Il suffit de poser R =A + A+ 4,4+, Gy=4+
+A0+A10+--., Ezq:Aa‘!‘Av"‘Aﬂ“l"“: 534:A4’|‘A8+A12+'“~

§ 2. Remarque 1. Considérons l'équation différentielle
S=ew @1

‘et supposons que g(x) est de classe C= dans Uintervalle - = wlx -l
(c-3-d. y posséde des dérivées continues de tous les ordres) et que
g(x) soit borné dans cet intervalle.
Soit ¢ (¢, f) lintégrale de (2,1) passant par les point w==%, {=0.
Voici quelques propriétés bien connues ou faciles A établir %) de la
fonction ¢ (E f), propriétés que nous utiliserons dans la suite.

) T. Wazewski et S. K Zaremba. Sur les ensembles de condensation
des caractéristiques d’un systéme d’equatmns différentielles ordinaires. Ann. de la
'Soc. Polon. de Math. T. XV, p. 25 et 26.

%) On peut, au besoin, consulter le manuel de M. E. Kamke. Ditferential-
gleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) et en parliculier les pages 82, 135, 195.
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P]. La fonction $(, 1) est définie et de classe C=* dans le plan .
— oo il 4 o, —oe<Cf< 4 = tout entier.
P,. $(50)=2¢ lorsque — o~ <&+ .
P,. Si L=0@, 1), =9, f) alors & =9, 1, + ).
" Autrement dit, on a pour tous les &, t, ¢, lidentité

GE o+ ) =0 (0 E, 1), 1)

P;. En posant, en particulier, f, =1, f,=—1 on voit que les
équations : :

L=, 1), (2,2)

S=9E, —1) (2,3)

sont équivalentes, ce qui exprime que, pour un f guelcongue mais fixe,
les transformations (2,2) et (2,3) sont inverses l'une de l'autre. On a

F=00=0 G, - 1.

949G, 1) PR
P;. 9E == 0 pour ¢ et t{ quelconques.
P lim 96 fH=—=,

lim ¢, )=+ .

Eites

P.. En vertu de P; et P;, pour un f quelconque mais fixe, la

transformation
52 =4 (‘51, 1)

constitue une homéomorphie qui transforme la droite —- o < §; Lt
en la droite — oo =Z§, <7 + o toute entiére.

§ 3. Paraméires essentiels d'une famille de transformations. Posons
pour abréger U= {(u,..., u,,). Soit

G (¢, U)y=1d(t, u,,...; tp) (3,1)

une fonction définie dans l’ensemble des points (t, U) vérifiant les rela~
tions fed, Uel, oft A est un intervalle ouvert et & un ensemble faisant
partie de l'espace cartésien & p dimensions. Considérons, dans la fonction
), la variable { comme variable indépendante et les variables uy, ..., up
comme paramétres. Nous obtiendrons ainsi une famille I' de fonctions
¢ (, U), d’'une variable f (variant dans A), famille dépendant des p para-
métres uy, ..., w, (variant.dans ).
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Nous dirons que &(f,U) =% (¢ Us) lorsqu'il existe un point tel,
tel que ¢ GU)#Y (i U,).
Nous dirons que
o, U)o (t, Uy) lorsque vooo

dans le cas oil cette relation a lieu pour tous les feA.

Nous dirons que les parameétres uy, .., tp, dont dépend la famille F,
sont essentiels lorsque les propriétés su1vantes ont lieu:

R,.  est un ensemble ouvert et non vide faisant partie de l'es-
pace cartésien & p dimensions.

R,. O(t, U)ot U, lorsque U, -»U,.

R,. U,~U, lorsque (L, U,)-0(t, Uy).

R,. ${t, U) 5= (t, Uy) lorsque U#U, Ue®, UjeQ.

Nous dirons que la famille des transformations
{: q"(i: Uy, "'v‘ u’l’) <3v2)

dépend des parameétres essentiels uy,..,u, lorsqu’il en est ainsi de la
famille I des fonctions (3,1).

Remarque 2. La méme famille des fonctions (ou des transforma-
tions) ne peut pas dépendre i la fois de p et de ¢ paramétres essentiels
lorsque p == ¢ .

Supposons, en effet que la famille (3,1) puisse étre écrite sous la

forme v
o (t, V) =@ (t, Uy .0y vq)

ou V varie dans un ensemble ouvert @, et f varie dans le méme inter-
valle A1).

Supposons aussi que les parametres (uj,‘.., wp) et (v, . 0y soient
essentiels. o

Soit UeQ. Il existe alors un point unique I ¢, (nous le désignons
par A (1)), tel que ¢(t, Ul==¢(f, ) dans A. .

En s’appuyant sur la définition précédante des paramétres essentiels
on. démontre facilement 'que la transformation V==X (U) établit une
homéomorphie entre l'ensemble ouvert £ de l'espace i p dimensions
et I'ensemble ouvert €, de l'espace & ¢ dimensions, ot p=z ¢. Or ceci
n’est pas possible en vertu d’'un théoréme bien connu de M. Brouwer.

P Cec1 veut dire qu A chaque U€Q correspond un I'€%;, tel que (£, U):-9(t, F)
dans A et & chaque V€&, correspond un U€& pour lequel cette identité a lieu,
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Paramétres essentiels au sens local.

Nous dirons que les paramétres (i, ..., up) de la famille (3,1) ou (3,2)
sont essentiels (au sens local) au point t* (ou #*ed) lorsqu’il existe une
suite d’intervalles A, ='(x,, f,), tels que 19 t*ed, (CA, o, t% B, t¥,
2% si l'on envisage les fonctions (3,1) exclus1vement dans l’mtervalle A,
(v quelconque mais fixe) alors les parameétres Uy, ..., Up sont essentiels
pour cette famille de fonctions.

Il est évident que cette notion ne dépend pas du choix particulier
des intervalles 4A,.

Remarque 3. Il est évident qu’une famille de fonctions (3,1) ou
de transformations (3,2) ne peut pas dépendre, au point ¥, a la fois
de p et de ¢ paramétres essentiels au sens local lorsque ps ¢ (cf. la
Remarque 2.

Remarque 4. Si les paramétres u,..,u, -de la famille (3,1) sont
essentiels (au sens local) en un point x¥ ¢4, ils sont évidemment essen-
tiels au sens intégral relativement & l'intervalle A tout entier.

11 peut cependant arriver quune famille (3,1) dépendant de p pa~
rameétres essentiels relativement a A4 peut dépendre de ¢ paramétres
essentiels (¢ << p) lorsque I'on envisage cette famille dans un intervalle
convenable & faisant partie de A.

§ 4. Lemme 4. Soient 2 (i=1,2,3,4) quatre ensembles ouverts,
bornés et disjoints dont chacun se condense sur un point £* (cf. Défi-
nition 2 du § 1). Les ensembles &; existent en vertu du Lemme 3.
Considérons quatre équations différentielles :

g?/“ll“”’ ®) 1 (équation Ej) (i==1,..,4)

ol la fonction h (£ x) est définie par la Définition 1 du § 1. (La fonc-
tion h (2, x) existe en vertu du Lemme 2). Soit

i (8 1) : (4,1)

i, 0) =3, (4,2)

') Il faut remarquer que la variable, dont dépend la fonction inconnue x,
n'est pas la méme pour toutes les équations E;. Elle est f; dans I"équation E, Cha-
que équation F; est envisagée indépendamment des autres.
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Posons enfin
T4

(&, 1) = l y b (&, ¢ l)] —3¢&. (4.3)
if1 &

Nous affirmons que la fonction ®(%, 1, by, f;, t,) est de classe Ce-

0 1]
dans l'espace a cing dimensions tout entier, que 6}: -0 partout et que
la classe de transformations )

S b (&, by T by, L) (4,4)

v}

constitue un groupe de transformations qui transforment la droite
—oo <2 4+ & en elle-méme. Ce groupe dépend des quatre paramétres
t, ty, t, £, qui sont essentiels ') dans chaque voisinage du point &¥.

‘Démonstration.. Soit I' un intervalle borné, tel que
Q4 Qo+ &+ 2, C I,

On a h(®;, x)=0 lorsque x n’appartient pas a I' (cf. Définition 1
et Lemme 2). Les fonctions h (%, x) sont bornées et de classe C* dans
Vintervalle — oo «Zx <0 4+ oc. Les fonctions ¢; (&, #) jouissent donc des
propriétés P, ..., P; intervenant dans la Remarque 1 du § 2.

-On en déduit immeédiatement les suivantes propriétés Qi ..., Q;
relatives a la fonction (4,3). '

Q,. La fonction ¢ &, 1,1, t,) est de classe (' dans lespace
a cing dimensions tout entier. : )

Q.- 9(,0,0,0,0)==¢. S

Q. Si &L=d(, fn fv, ta: td) =10, ty, s, T, 1,) alors

by Ty By o D)
Pour le prouver rappelons que (cf. Définition 1, Remarque 1 et

Lemme 1) .
) h(Q;, x)==0 dans & - (45

h($, x)==0 dans Comp (&)%) (4,6)

donc, en vertu de (4,3),

p] Cf la définition en question. du § 3. On peut dire que lcs paramditres
ty, fy, fy, 1, sont essentiels (au sens local) au point E¥.

%) Comp (&) désigne I'ensemble complémentaire de &; c.-d-d. lensemble

— o0, 4 ov)— ;.
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D (E, 1y, by, 4y, t J=0:i(% 1) dans (4,7)
Yt by, 4, t) =% dans Comp (&, + @, + 2, + 2,). (4,8)

De ces relations résulte Q,. Il suffit a cet effet de ramarquer que,
si & e alors §,6Q; et & eQ; (cf. (1,5)).

Dans ce cas Q, se raméne & P,. Dans le cas oil
$e Comp (& + &, 4 2, + Q,) il suffit de se servir de (4,8).

Qq. La transformation & =1¢ (&, —1t,, —ty, —1t,, —f,) est inverse
de la transformation & == ¢ (¢, t,, t, 1,, 1,). .

( i‘:»l'i’—t") >0 partout.

Qs

&
Q- PGty . t) > 4 =~ lorsque £+ o2, §(E, 1, .., 1) > — o= lorsque
for—oo, ’
L’image de la droite —eov-<li<l< o par Pintermédiaire de (4,4)
constitue la droite toute entiére. ‘

Q. Les transformations (4,4) constituent une homoémorphie trans—k
formant la droite en elle-méme.

La classe de transformations (4,4) constitue donc un groupe. Il reste
a prouver que ce groupe dépend de quatres parametres essentiels £, ..., 1,
dans chaque voisinage de &*.

Soit £¥ —e<<§-<&" 4= un voisinage arbitraire de &*. Ce voisinage
sera désigné par 5. Comme chacun des ensembles &; se condense sur £*
donc (cf. Définition 2 du § 1) il existe un intervalle composant de ;, —
nous le désignerons par 0;=/{(a;, b)), tel que 0;(¢. .

Il suffit de prouver 'que les propriétés R,, R,, Ry, R, du § 3 sont
vérifiées relativement & l'intervalle 2.

Les propriétés R; et R, étant évidentes adressons — nous i la pro-
priété R,. Supposons, a cet effet, que dans 2. on ait

PEEY, LB B E O, L ). (4,9)
11 suffit de prouver que
IS (=1,2,3,4) (4,10
Soit i :
a, <&l by, c-a-d. £ e,

8. Prace Matematyezne t. 47, 113


GUEST


10 T. Wazewski

De (4,7) et (4,9) il résulte que
by €, £,9) > 4y (&g, 1,0). (4,11)
En vertu de la Définition 1 du § 1 on a v
h(Q,x)=0 pour X=gqa, et pour x==ay,;
h(R,x)>0 pour xe®,.

En s’appuyant sur la propriété =, du Lemme 1, on conclut de (4,11)
que % +#®  La relation (4,10) a donc lieu pour i==1.

La démonstration des cas i==1,2,3,4 est analogue.

Il reste la propriété R,. Supposons que

(b, B, b £) = (6, 1, 1, 1), (4,12)

I1 suffit de prouver que l’inégalité

subsiste en un certain point &ed.
En vertu de (4,12) l'inégalité
ikt ‘ T (4,14)
a lieu pour un certain indice (17 4).
Supposons -en particulier que
t-t, (4,15)

et choisissons le point £, 0, comme tout a I'heure.
En vertu de la propriété =, du Lemme 1 on conclut de (4,15) que

thy (En Hb (‘m ) '

donc en vertu de (4,7)
D&, 1y, ) b (&, Ln iy f ).

L’inégalité (4,13) a donc lieu pour le point &; appartenant & &.
Cette inégalité est donc établie lorsque linégalité (4,14) est vraie pour
i=1. Les cas i==2,3,4 pouvent &tre établis d’une facon analogue. .

De ce lemme résulte immeédiatement le théoréme suivant:
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§ 5. Théoréme 1. 1l existe un groupe de transformations de la
droite — oo << + =~ en elle-méme

E=14(, t, ta, ty, 1) ©(5,1)
qui depend de quatre parametres essentiels 1, %,, £, {, dans tout voisi-
nage d'un point &*. Ce groupe est en méme temps tel que la fonction ¢
posséde partout les dérivées partielles continues de tous les ordres rela-
tives aux variables &, t,, £, f,; f,. On a en outre partout 1'inégalité

g'g =0. : (5,2)

Lemme 5. Soit P un ensemble parfait, borné qui est de mesure
positive de Lebesgue et qui est partout discontinu (c.-a-d. ne contient
aucun intervalle aux extrémités différentes) ).

Nous affirmons qu’il existe quatre ensembles ouverts, bornés et
disjoints &;(i=1,2,3,4) dont chacun se condense sur chaque point de P.

Démonstration. Rangeons les intervalles contigus (ouverts et bor-
nés) de P en une suite infinie A,, 4,,

R 1 .
Soit e= i Couvrons P au moyen d'un nombre fini de segments

ouverts de longueur inférieure a =

-G(l,s), 5(2,8), ..., o(n(e),e)

dont chacun contient certains points de P. Chacun de ces intervalles
renferme un nombre infini d'intervalles Av.

Soit e==1. Nous choisirons dans s(i,1) quatre intervalles disjoinfs
de la suite 4, 4,,.... Désignons les par Alya{z==1,...4).
Nous nous arrangerons de facon que A';q = At lorsque i+ j.

1 : o
Pour g==," nous définjrons pareillement les intervalles A%+ en pre-

nant, en outre, soin que A'u# A%y pour izt j. Nous posons

IR

\ T
wom S, we= 33
i

') Un tel ensemble P existe. Il est homéomorphe de I'ensemble parfait dis-
continu de Cantor.

e
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m; (==1,2,3,4).

NSk

11 suffit de poser La==

v/

<

]i]n rapprochant les Lemmes 4 et 5 nous obtenons immédiatement
le théoréme suivant. :

Théoréme 2. 11 existe un groupe de transformations (5,1) jouissant
des propriétés indiquées dans le Théoréme 1, un groupe qui dépend de
quatre paramétres essentiels dans tout wvoisinage de chaque point &*
appartenant & un ensemble P possédant la mesure positive de Lebesgue.
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Quelques démonstrations uniformes pour tous
les cas du théoréme de I'Hépital. Généralisations
Pewne jednolite dowody twierdzenia L'Hépitala
Par

T. WAZEWSKI (Cracovie)

Le théoreme c¢lassique de 'Hépital relatif aux fonctions f(x) et g(x)

définies dans un intervalle ouvert A dont une des extrémités est égale

d ¢ se répartit en plusieurs cas.
D’abord lé symbole

: lim f(x)

e

lim g (x)

xfe

peut prendre une des cing formes

0’ G+~ — o’ e’ — ot

Ensuite ¢ peut constituer lextrémité droite ou gauche de A (deux
cas) et ¢ peut étre fini ou infini (deux cas). Enfin la
o ) .
g
peut étre finie, égale & -+ ~ on & - o (trois cas), Cette classification
comprend en somme 5.2.2.3==60 cas différents. ‘
On peut réduire certains de ces cas a quelques cas particuliers dont
chacun exige ensuite une démonstration a part. Cette fagon de procéder
exige trop de temps en comparaison avec sa valeur instructive. Clest
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