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Deux intégrales (9') sont donc évidemment continues si le point M
traverse la surface S, c. & d. on a

tim W (08, = W (P, == (M, ) — f f »!’«t(rij;ﬁ cos 5. d s, .
N

Mais on sait bien qu'on a
; w(P1) v (Pt : ,
}'{1511’ S‘[———r—ﬂ-—cos?.ds::ff»rﬂg«-cosgo,,(lai%cp,([’(,,'t)
g

ou le signe supérieure 4 concerne la valeur limite intérieure i la sur-

face . Nous avons donc la discontinuité suivante du potentiel retardé
de double couche:

li ffd H(P”i_%) d "J“(P’t_%)
i Janl T e = ) e et bt
i T

0

.

Varsovie, décembre 1947.
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Surface d'ordre 6 ayant une courbe gauché
double d‘ordre 6 et de genre 3

Powierzchnia rzedu széstego z krzywa skoéng podwéing
rzedu széstego i rodzaju trzeciego

Par

ANTONI PLAMITZER (Krakéw)

Dans le traité présent jétablis les méthodes d’engendrement pro-
jectif d'une surface curviligne W6 d'ordre 6, ayant une courbe gauche
double R, d’ordre 6 et de genre 3. A cet effet je prends dans trois
espaces collinéaires, qui n’appartiennent pas au méme faisceau, des sur-
faces homologues du second degré comme bases pour trois gerbes colli-
néaires. Je démontre que les triplets des plans homologues de ces gerbes
se coupent aux points de la surface étudiée W6, La courbe double R,
de cette surface est le lieu géométrique des points d’intersection des
triplets de droites homologues de ces trois espaces collinéaires. On sait,
que les deux de ces trois gerbes collinéaires déterminent la congruence
(2,6) ‘du second ordre, de la sixidme classe et de la seconde espece.
Parmi les droites de cette congruence et les plans de la.troisiéme gerbe
jétablis la correspondance (1,1), et les points d’intersection des éléments
homologues de cette correspondance biunivogue sont les points de la
surface étudiée WP. Pour trois congruences je construis 12 droites com-
munes et je montre, quelles sont les trisécantes de la courbe Ry® et
qu'elles sont situées sur la surface ¢, Je donne une généralisation des
méthodes projectives mentionnées ci dessus d’engendrement de la surface e

en utilisant un faisceau d'espaces collinéaires. Ensuite j'examine les cour-
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bes gauches unicursales des ordres supérieurs, situées sur la surface ¢,
A Taide des faisceaux projectifs des plans, dont les bases sont — dans
les trois espaces collinéaires — les cOnes homologues circonscrits a ces
surfaces du second degré, je construis les ensembles oo® des courbes
d’ordre 6, les gerbes (co%) des courbes d’ordre 5 et 66 faisceaux (~?) des
courbes d’ordre 4, ainsi que 220 courbes d'ordre 3. Prenant les géné-
ratrices homologues des surfaces dur second degré comme axes des fais-
ceaux projectifs des plans, je construis deux systémes (~') de lignes
gauches d'ordre 3 sur la surface W*® et deux groupes a 12 coniques.
Je cherche les points d’intersection parmi les 12 droites de la surface W,
la courbe double R,® et d’autres courbes envisagées.
sections planes de la surface W*.
planes de la surface W,

Je construis enfin deux transformations

1. Notations. Etant donnés trois espaces quelconques 5, S et ¥,
ol iFk##l; 1=1,2,3; k=1,2,3; 1==1,2,3, jétablis les collinéations
générales

Yow X v N 1)

et je suppose, que ces espaces collinéaires n’appartiennent pas au méme
faisceau*) d’espaces collinéairés. Soient les plans w;, o, 0y ..., les points
B;, By, Bi; ... et les droites ci, ¢k, ¢i;... les éléments homologues de -ces
espaces collinéaires. Les deux espaces %;% 3k, citées au (1), possédent le
tétraédre coincidant, dont chaque sommet Sy est le point coincidant de
ces espaces. >

Dans I'espace I; prenons une quadrique reglée non développable @2,
qui ne passe pas par les sommets Sy du tétraédre Oy et qui n'est tan-
gente & aucun des plans de ce tétraédre. Si nous désignons par le sym-
bole (27) ou Q2(a;,B;,...) la gerbe du second degré, dont la base est la

quadrlque 02 et les éléments sont les plans tangents o;@;,.. & cette
qlfaqnque — de la relation (1) derivent directement les collindations
générales entre les trois gerbes des plans du second degré:

(@) % (®) = (Q7). 2

) Th. Reye dans son traité: Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver
Ebenenbiischel u. collinearer Biindel oder Riume, I, — Journal fiir Mathematik,
Bd. 104. Berlin 1889, S. 218. — appelle le faisceau d'espaces collinéaires S,%',¥" ..
T'ensemble des espaces collinéaires, ayant la propriété suivant, que chaque plan -3

©
d’espace £ et les plans homologues o, a, ... .des espaces ¥, %", .., forment un fais-

ceau de plans.
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Nous pouvons aussi écrire cette relation sous la forme:
Qig (O!i, Bi: . ) % 912 (0(1, ﬁz, )

D'un point quelconque C; de lespace L;, n’appartenant pas a la
quadrique 2, déterminons un céne circonscrit I'? a cette quadrique.
Les .plans a;,.. de la gerbe (2%, passant par le point (j, formeront un
faisceau de plans I'? (o ...), dont la base sera le cone I'?. Des relations
(1) et (2) il résulte directement la projectivité:

T2 (a, .. JALE (o, ..0). (3)

Si f; et v; sont les génératrices concourantes de la quadrique @ tous
les plans différents des faisceaux % (e ...) et v:i(i,...) sont les éléments
de la gerbe (22). Des relations (1) et (2) résultent les projectivités:

)~ (o, ) )
JAoLBy - - ®)

(22)

) 7 (e, B,

JATE (ax, .

l(,' (’J.i, .
vi (B, .-

2. Congruences des droites Kix. L'ensemble des droites d'inter-
section aix==t;x, bk == FiBx,... des plans homologues o; et ok, §i et Pr, ...
des gerbes collinéaires (27)%(2?), citdes au (2), formera®) la congru-
ence (2, 6) du second ordre, de la sixiéme classe et de la seconde espéce.
Dans cette congruence Ka chagque sommet Sy du tétraédre coincident
Oy est (voir N° 1) le point singulier du degré 4, et chaque aréte de ce
tétraddre est une droite double. Dans les espaces collinéaires Y ilya,
comme nous savons, sur les quadriques 2 et £;* quatre couples de
génératrices concourantes 1 et #, et quatre couples génératrices concou-
rantes v; et v, qui se coupent respect. en les points Tie=tit; et Vi ==0:Ur.
Ces points sont les points singuliers du second degré de la congruence K.
Prenons -comme sommets des trois faisceaux des plans, satisfaisant la
relation (3) du N° 1, le point singulier Sy de la congruence Ku, qui est
le point coincident S;==S; des espaces collinéaires ¥%;z3Iy, et le point
homologue S de I'espace Y;. Soient les plans & et ¢ du faisceau (I'7),
passant par le point Si; les éléments homologues & et ¢, respect. e et
vy, apartiennent aux faisceaux (I'¥), relativement (I't*). Par ce point Stk
passent done deux triplets de plans homologues eisve et ¢igx @ des
gerbes au (2) et de méme des espaces collinéaires au (2).

IA e (g, -

)/\Dk Bk:

%) Th. Reye, Journal fiir Mathematik, Bd. 93, S. 81. — voir aussi:
R. Sturm, Die Gebilde ersten u. zweiten Grades der Liniengeometrie in
synthet. Behandlung, II Teil, Leipzig 1893, Nr. 463.
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Prenons comme axes des faisceaux au (4) les ‘droites  ti, Lk, t, OU
4 et 1, se coupent en un point singulier Ty ==tf:t; de la congruence K.
Au plan &= #; Ty du faisceau (t) faisons correspondre dans les faisceaux
(t) AN (t) les plans & et 8. Par le point singulier T de la congruence
Ki passe donc un triplet de plans homologues 8; 0 8, des gerbes, qui
satisfont 3 la relation (2) du N° 1. On a donc: i

Par chaque point singulier du quatrieme degré Su de la congru-
ence K dordre 2, de la classe 6 et de l'espéce II, qui est engendrée
par les deux gerbes collinéaires (Q:2) % (4Y), citées & la relation (2) du N1,
passent deux triplets de plans homologues des gerbes (9:) % (R®) % (9F).

Par chaque point singulier du second degré T ou Vi de la congruence
Ku passe un triplet de plans homologues des gerbes collinéaire au (2).

3. Courbe gauche R,’. Puisque par le point Si passent (N©2)
deux triplets de plans homologues ;s & et ¢i¢x ¢ des gerbes citées au (2),
en le point Sy se coupent trois droites homologues hi==—ei¢;, hi =g ¢ et
hi==e ¢, des espaces, satisfaisant la relation (1) du N° 1.

Ces espaces collinéaires possédent toute une classe de tels triplets
de droites homologues hihi by, ..., que chaque triplet coupe en un point
H==hihhy, ... et Vensemble des points H, .. ainsi obtenus appartient #)
" & la courbe gauche R,® d'ordre 6 et de genre 3. Si H=lih hu est un
point quelconque de la courbe R,°, alors par h; passent deux plans tan-
gents o; et B; & la quadrique 2. Les. plans homologues des espaces
collinéaires Xi %X, sont respectivement aussi les plans tangents aux qua-
drigues 42 et Q% et se coupent suivant les droites hi = o Br, Tu=dsf1.
Par le point H passent donc deux triplets de plans homologues %2k et
BiBr By, qui remplissent la relation (2) du N® 1. On a done:

Sur la courbe gauche R,® d’ordre 6 et de genre 3, qui est le lieu
géométrique des points d’intersection des triplets de droites homologues
des trois espaces collinéaires Yy Yiz Yy, sont situds fous les points sin-
guliers d’ordre 4 Sy, .. des trois congruences étudides Ku, Ku et Ky

Par chaque point de la courbe gauche R,® passent deux triplets
de plans homologues des gerbes collinéaires (27) = (%) (/7).

4; Droites communes des trois congruences Ki. Pour construire
ces droites j'établis la correspondance auxiliaire parmi les plans de la
gerbe p. ex. (). A chaque plan o; de cette gerbe faisons correspondre
(voir la rel. (2) du N° 1) dans les gerbes collinéaires (2% x (/) les plans

3 F. Schur, Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten Curven
u. Flichen, Mathem. Annalen, Bd. 18, 1881, S. 16.
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ar et o, qui se coupent suivant la droite aw=o o de la congruence K.
Faisons correspondre les plans tangents p; et p/ & la quadrique 27, qui
passe par la droite ap, & I'élément o;. Au plan p. ex. p; sont afférentes
6 droites am = oo, ap =0y a/,... de la congruence Ku de la classe 6.
Faisons correspondre les plans homologues @ a/,.. de la gerbe (&)
A Pélément p.. Dans la correspondance (6, 2) construite de cette maniére
parmi les plans o, Bi,... et pi,v,... de la gerbe (&%) chaque élément coin-
cident a;==1; passe par la droite am=ox0;. Cette droite am=2;oru ré-
alise alors les conditions ay==oym=o;u =00 =ar=ayz et elle est
commune pour trois congruences Ku, Ku et Ku.

- Pour obtenir le nombre de plans coincidents de cette correspon-
dance (6, 2), observons deux génératrices concourantes quelconques f; et
v; de la quadrique Q7. Faisons correspondre aux faisceaux des plans
ti(ai,...) et vi(Bs,...) — conformément aux relations (4) et (5) du N° 1 —
les faisceaux projectifs des plans ik (o, ...) A fi{e, ..), respect. v (Br, YN
Ao (f, ...); qui engendrent les quadriques I et A% Les droites aw == 01, ...
et by =01, ... sont respec. génératrices de ces quadrigues. Supposons
que la droite v; coupe deux génératrices aw, ax’ de la quadrique Iz, et
la droite #; coupe deux génératrices by, by’ de la quadrique A% Vu que
les plans pi=viau et p/=mniax, ainsi que vi=* bu et v/ =1t by’ sont
&videmment les plans tangents a la quadrique £, la correspondance
étudiée (6, 2) posséde:

a) deux couples de plans homologues «; et pi o et pi tels, que
les éléments «; et o passent par la génératrice 1, et les plans ps et p
par la génératrice v

b) deux couples de plans hemologues B; et v, B/’ et v/ tels, que les
é&léments B; et B/ passent par la génératrice v;, et les plans v et v/ par
la génératrice f;. Conformément au principe !) de la correspondance de
Zeuthen pour la quadrique, la correspondance étudiée (6, 2). posséde
6 +2+2-+2=12 plans coincidents o;=={u, ...

Nous pouvons déterminer le nombre de ces 12 plans coincidents

" de cette maniére. Supposons que dans la correspondance (6, 2) aux plans

différents a;,... du faisceau (f) les plans ps .., qui passent par les géné-
ratrices aw= o dy,... de la quadrique I, sont homologues. Ces plans
{8 == Vi @y, ... sont naturellement en méme temps les plans tangents aux

quadriques ©# et I, alors ils. engendreront une surface développable de
la quatriéme classe ®*. Transformons les plans différents oy, ... et Py, ...
4y H. G. Zeuthen, Théorie c_les figures projectives sur une surface du
second ordre. Mathematische Annalen, Bd. 18, 1881, p. 37.
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de la gerbe (2% en un plan A; de cette gerbe tel, qu’il ne soit pas le
plan tangent a la quadrique I'2. Supposons que A; coupe les plans
Wi, ... suivant les droites a;=Xa;, mi=D);p, ... et la quadrique @ en les
génératrices ti* et v¥. Parmi les plans o, v, ... de la gerbe (27 et les
_ droites ai;, mi, ... du systéme plan (\;) une transformation (1, 1) telle a lieu,
ot le plan A; et les génératrices #%, v* de la quadrique 27, qui sont
afférentes au plan A, sont les éléments principaux de cette correspon-
dance biunivoque. En effet toutes les droites du systéme ()-i) correspon-
dent & I'élément X; de la gerbe (27); et aux droites £* et v;* du systéme
plan (\) correspondent respect. les faisceaux des plans (£%) et (v*) dans
la gerbe (27). Les plans différents du faisceau f;(v;...) se transforment
en un faisceau de droites 7i(a;,..) ayant pour sommet le point 1i==t;\;.

‘Puisque par le point quelconque Q: du systéme plan (A) passent
quatre plans tangents p, .. a la surface développable de la quatriéme
classe ®* et quatres droites m;==Xp; ... du systéme (A), donc les plans
différents ., ... de la surface ®* se transforment en droites tangentes
mi,... & la courbe de la quatriéme classe I'!. De la correspondance (6, 2)
précédemment construite parmi les plans a; ... et ... de la gerbe (22),
il résulte- — en vertu de la transformation (1, 1) — dlrectement au sy-
stéme plan ()\i) une telle correspondance (6, 2) parmi les droites a,... et
m ..., ol & un faisceau quelconque de droites 7%(a;..) correspond le
faisceau F*(my,...) de droites tangentes my, ... & la courbe F* de la classe 4.
Cette correspondance est®) d’ordre 4 et a 642+ 4==12 droites coinci-
dentes a;=m;,... Comme i chaque droite a;=m; du systéme (A) cor-
respond dans la gerbe (%) un seul plan o; =1, qui est I'élement coin-
cident, nous avons démontré que: cette ' correspondance (6, 2) construite
entre les plans ai,... et p4,... a 12 plans coincidents a;==py, ....

Les. considérations de ce numéro montrent, que l'élément o;==y;
passe par la droite ay == 2. La droite am=o;a; % est donc la droite
COMMUNE @i == o o = gy == oy 01 == ayr=¢;0; des congruences Kir, K et Ki.
On a donc:

Les congruences étudides Ki, Ku et Ky d'ordre 2, de la classe 6
et d’espéces II ont 12 droites communes.

Par chacune de ces droites aiw== am==a; passe un triplet de plans
homologues a;ux o des gerbes (), ott i=1,2,3. Si nous introduisons de

nouvelles notations nous pourrons formuler ce ‘théoréme de la manidre
suivante:

5 R. Sturm, 1 ¢ 2), I. Teil, Nr. 32.
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Dans les gerbes collinéaires (2:2) % (2% % (22, qui satisfons a la re-
lation (2) du N° 1, il y a 12 triplets de plans homologues o, ot et op,
ot v=1,2,..., 12, tels, que chaque ftriplet se coupe suivant une droite
§t== Gt Op* G/ -

5. Svite des propriétés des gerbes (2). Nous démontrerons la
justesse du théoréme: Etant données trois gerbes (@)« ()% (R, satis-
faisant la relation (2) du N® 1, sur chaque droite p il y a six points
tels, que par chacun d’eux passent trois plans homologues de ces gerbes.

D'un point quelconque C; de la droite p circonscrivons un céne I'?
i la quadrique Q2. Au faisceau des plans I® (2 ...) sont correspondants—
voir la relation (3) du N° 1 — deux faisceaux de plans I'y? (ax, ... AL (a, ..).
Ces faisceaux, comme on sait, engendrent une surface gauche I' de
degré 4, ayant une courbe gauche double d’ordre 3, dont les génératrices
sont les bisécantes de cette courbe et appartiennent a la
congruence Ky d’ordre 2. Au point admis C: nous faisons correspondre
quatre points de rencontre C’ de la droite p et de la surface I''. Par
chacun de ces points C’ passent deux droites am=ora et by=Frfi de
la congruence Ki. Les plans homologues «; et f; de la gerbe (22 cou-
pent la droite p en deux points Ci, que nous faisons correspondre au
point C". De la correspondance (2, 4), construite de cette maniére, entre
les points ... et C',... de la droite p, il resulte, que par chacun des
2+ 4=06 points coincidents Ci=C" de cette correspondance passe un
triplet de plans homologues ¢;or 2; des gerbes étudiées (SZﬁ)x(Qﬁ)%(QF).
C. Q F. D

Supposons maintenant, que la droite p passe par un point quel-
conque H de la courbe gauche R, olt (N° 3) se coupent deux-triplets
de plans homologues &sre et ¢ior@r des gerbes (27). Si nous prenoris
le point H comme sommet C; du faisceau [/ (w; e, @i..), les faisceaux
homologues T'%? (e, &k, Pk, ---) A L%, (9,51, @, ...) engendreront la surface gauche
I, dont deux génératrices ew==er& et fu= @i { passent par le point H.
Au point H==C} correspondent quatre points de rencontre " de la droite
p et de la surface gauche [", et deux de ces points p ew et pfu coincident
avec le point H. Outre cela cette détermination de la correspondance
(2, 4) entre les points de la droite p ne subit aucun changement. Sur la
base p il y a de méme dans ce cas 6 points coincidents Ci==C’, mais
deux de ces points pewm=c¢cxer et pfu=0i9ro sont coincidents en le
point H. On a donc:

Sur chaque droite p qui passe par un point quelconque H de la
courbe gauche RS se trouvent 6 points tels que par chacun d’eux passe
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un triplet de plans homologues des trois gefbes collinéaires (@8), i=1,
2,3, et deux de ces 6 points coincident avec le point H.

6. Propriétés des droites de la congruence Ki.. Considérons une
droite quelconque za=={;&x de la congruence Ki comme une droite p,
et établissons, comme nous avons dit dans le N’ 5, une correspondance
entre les points Cj, ... et (,... de cette droite p==zs. Nous remarquons,
que tous les faisceaux auxiliaires (I'®) ont un plan commun &, et les
faisceaux (I'+?), respectiv. (I'?) ont un plan commun & respect. &), et les
surfaces gauches I'... ont une génératrice commune zw ==, (. Aprés avoir
éliminé le point fixe C'=7=pzu ==z zn="=_,07%, nous obitiedrons
(N° 5) une correspondance (2, 3) entre les points C%,.. et C’,... de la
droite p==zu, qui a 2-+ 3 =75 points coincidents C;==C",.... Par chacun
de ces 5 points et par le point 7 passe un triplet de plans homologues
des gerbes collinéaires (@), i=1,2,3. Donc: le premier théoréme du
N° 5 sapplique de méme & chaque droite quelconque zu="0;0 de la
congruence Ki.

Nous obtiendrons:le méme résultat de la maniére suivante: A la
droite zi={;l, considérée comme un élément e; de l'espace %; (la re-
lation 1 du IN° 1), respect. comme un élément fi de l'espace &, faisons
correspondre dans ces espaces collinéaires i % ¥; relativ. la droite ex, qui
est afférente au plan &, respect. la droite fi, qui est efférente au plan ;.
Si & un point quelconque C de la. droite zx, considéré comme point
C=A4i=B;, sont correspondants dans ces espaces le point Aj sur la
droite e et le point B; sur la droite f; alors par les droites homologues
ci= AiB: et cp= 4 By passent respectivement les plans tangents §; et
i a la quadrique 7, relativ. x et 7x & la quadrique 4% Par ce point C
de la droite zpx=="{(;{; passe donc encore une droite cx=17:7r de la con-
gruence du second degré Ku. Mais C= 4;==By, alors nous pouvons
considérer les droites ¢i= 4:B; et ¢ = Ax Bi comme droites ¢;i= By B; et
¢y = Ai Ai, ol les points B; et Br sont les élément hamologues des séries
projectives (f)) A (fx), et les points A; et A sont les éléments homologues
des séries (e:) 7 (ex). Ces séries engendrent deux coniques homologues
C? et C}* des espaces Y;%Y;. L’ensemble des plans Ti,.., qui passent
par les tangentes différentes ¢;==A4;B;=BiBj,... de la conique .('* et
sont les plans tangents & la quadrique 92, formera dans lespace Yj
comme nous le savons, une surface développable de la quatriéme classe
I'#, ayant un plan doublement-tangent ;. A la surface I'! correspond
dans l'espace ¥ une surface développable de la quatriéme classe I+,
ayant un plan doublement-tangent (i, dont les plans différents y,...

T4

-les plans tangents a la quadrique %
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Ai A; de la conique Ci® et sont
De la relation (1) du N° 1 nous
déduirons qu'aux surfaces I'? et I't? correspondent de méme dans l'es-
pace Y la surface développable de la quatriéme classe. I/, ayant le plan
doublement-tangent {;, dont les plans sont les éléments tangents 7i,..
a la quadrique &7

passent par les tangentes cp= Ay Br=

11 résulte de nos considérations que par un point quelconque
C= A;= By de la droite zx=~{:{r passe encore une droite ca=7i1x de
la congruence Ki. Aux éléments v; et i correspond dans la gerbe (/)
le plan yi, qui coupe la droite zx en le point C’, et la droite cx en le
point caxn=":TeM. Si C et C’ coincident en le point C'=C", par ce
point passe un triplet de plans homologues i, 7x et 7. Pour déterminer
ces points sur la droite zu il faut construire une correspondance auxi-
liaire. Puisque par C passe une seule droite ci="i7k, alors au pomt C
nous pouvons faire correspondre un seul point (= zu . Par (" passent
4 plans tangents ... & la surface développable I')'. Les plans homolo-
gues i, ... (respect. Tk,..) sont les plans tangents a surface développable
[# (respect. I'tY) et coupent la droite zu en quatre points C,... que nous
faisons correspondre au point C’. La correspondance (4, 1) construite de
cette manidre a 4 + 1==>5 points coincidents C'=C",... Ces points et
le sixidme point Z==zx & ="C:lrl possédent cette propriété que par
chacun d’eux passe un triplet de plans homologues des gerbes colliné-
aires (22)% () %(Q2). Donc la droite quelconque zix==ior de la con-
gruence Ki posséde cette propriété, c. q. f. d.

Au lieu de la droite zy=={;{; considérons (voir N° 4) la droite
st=apator, t=1,2,.., 12. De cette maniére nous pouvons construire les
surfaces homologues développable de la quatriéme classe ', Upteet '
dont les plans o#, oxt et or sont respectiv. les plans doublement-tangents.
Par le point quelconque (' de la droite s passe encore une droite
e =17« de la congruence du second crdre K. Au point (' nous faisons
correspondre le point (== st7. Mais par (" passent un plan doublement-
tangent of et deux plans suivants tangents 7, & la surface [, Deux
plans homologues tangents 7 a la surface I’ (respectiv. 1« a la surface
) coupent la droite st en deux points (', que nous faisons correspondre
au point (. Dans la correspondance (2, 1) construife de cette maniére
entre le points (... et (", ... de la droite st=opatopr par chacun de ses
,2+1=3 points commdents ('= (" passent deux triplets de plans ho-
mologues aratar et 7iqeY. Par chagque point coincident passent donc
trois. droites homologues h;=r7i5¢, hi = okt et hi=r1ior des _espaces
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collinéaires Z;% ¥y 2%, L’élément C= ("’ appartient alors (N° 3) a la
courbe gauche R,° et la droite st est la trisécante de cette courbe. Nous-
avons démontré (voir N° 4) la justesse du théoréme:

Chaque droite st=opogtop, o v=1,2,.., 12, est la trisécante de
la courbe gauche R,® d’'ordre 6 et de genre 3.

7. Surface U qun*- la courbe gauche double R,%. L’ensemble
des points d’intersection A =w;a o, B=70Pf,.. des différents tfrip-
lets ‘de plans homologues des trois gerb}es collinéaires

0

O (a1, By ) % R (e, By ) % Q02 (o0, By ) (2a)
satisfaisant la relation (2a) du N°1, appartient i une certaine surface
curviligne. Cette surface est d’ordre 6, car sur une droite quelconque p
sont. situés (voir N°5 et N°6) les six points, dont chacun est le point
d’intersection des trois plans homologues des gerbes étudiés au (2a), et
est ainsi un point de cette surface W Comme il résulte du derniér
théoréme du N5, que pour chaque droite p, qui passe par un point
quelconque H de la ligne gauche R,, deux points de ces six points de
rencontre de la droite p et de la surface U coincident en le point H,
le point H est donc le point double de la surface W® et R, est la
courbe gauche double de cette surface W On a donc:

Les triplets différents des plans homologues des trois gerbes colli-
néaires (R7), i=1,2,3, remplissant la relation (2) du N° 1, se coupent
en les points de la surface curviligne de sixiéme ordre W°.

La courbe gauche R,* d’ordre 6 et de genre 3, qui est le lieu géo-
métrique des points d’intersection des triplets de droites homologues
des trois espaces collinéaires X, i=1, 2,3, satisfaisant la relation (1) du
N1, est une courbe double de la surface W ‘

Des considérations du N°2 et du N" 3 nous voyons que:

Chaque point singulier du quatrieme degré Su de la congruence
Ki, situé sur la courbe gauche R.', est le point double de la surface W,
et chaque point singulier du second degré Ty et Vi de la congruence
Kic est le point simple de la surface W, '

Puisque chad}ue point de la droite st =ogtotop, t==1,2 .., 12,
(voir N° 4) par lequel passent trois plans homologues o¢, oyt, op des gér-
bes (2a) est le point de la surface étudiée I'%, la droite s* est donc située,
sur cette surface. Prenant en considération le dernier théoréme du N° 6,
nous constatons que:
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La surface WS posséde 12 droites qui sont les trisécantes de la
courbe double R,* de cette surface. Chacune de cettes droites st=oy oo,
v=1,2,..., 12, est laréte.d’'intersection des triplets de plans homologues
o, okt et ot des gerbes collinéaires (2, i=1,2,3, remplissant la rela-
tion (2) du N° 1. .

Nour pouvons démontrer la justesse de ce théoréme de la manicre
suivante: On sait®) que l'ensemble des droites trisécantes de la ligne
gauche R,% engendre une surface gauche du huitiéme ordre A8, pour
laquelle R,® est la courbe triple. Le plan quelconque & coupe les surfaces
A® et W respectiv. suivant la ligne du huitidme ordre L? et la ligne du
sixiéme ordre P°. Le plan ¢ coupe la courbe gauche R,® en six point
4, ..., dont chacun est le point triple pour L! et le point double pour P¢.
Les sections planes L® et PS ont 48 points de rencontre et nous consi-
dérons chacun des six point 4 comme 3.2 =16 points d’intersection. Par
chacun ‘des 48—36 =12 autres points de rencontre B,.. des sections
planes L* et P® passe une génératrice st de la surface gauche A% La
droite st est alors la trisécante de la courbe gauche R,% et a avec la
surface ¢ outre le point B encore 3 autres points communs, dont chacun
est situé sur la ligne gauche double R, et est considéré comme 2 points
de’ renconire de la-droite st et de la surface W Chacune des 12 droites
st a 1+423=7 points communs avec la surface du sixiéme ordre VAN
par cela méme elle est située sur cette surface U¢, C. Q. F. D.

8. Suite des constructions projectives de la surface WS, Un point
simple quelconque 4 ==a;a; o est (N°7) le point d'intersection des trois
plans homologues «;, a; et o des trois gerbes collinéaires (%), remplis-
sant la relation (2) du N° 1. Par le point 4 passent: la droite .an = oo de
la congruence Ky (voir N°2), la droite apy=uax o de la congruence K et
la droite ay==a;o de la congruence K;. Nous pouvons considérer le
point 4 =g; o o de la surface U® comme point de rencontre 4 = ay u de
la droite ax et du plan =, comme .point 4 =auw, ou comme point
A=ayu. Sit; est la génératrice quelconque de la quadrique 92 et I'?
est le cOne circonscrit & cette quadrique par le point quelcunque Ci,
— prenant en considération les formules (2a), (3) et (4) du N° 1 — nous
aurons les relations:

a) Au faisceaq de plans (o, f,...) correspondent deux faisceaux
projectifs - £; (, Bi, ..} A f¢ (o, Br, ...), qui engendrent la quadrique gauche
Ay? ayant les génératrices ay = ooy, b= B; P, ...

% F. Schur, L e 3), p. 16.
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b) - Au faisceau de plans T (2 By, ..) correspondent deux faisceaux
projectifs 1 (e, Bis L)AL (o, B, ), qui engendrent, comme nou§ savons,
une surface gauche Iy de degré 4, de rang 6 ef de -genre '0 (unicursale),
ayant une courbe gauche double d’ordre 3 et les génératrices am == %%k,
bik = ﬁi Bk: ces o R . ' _

Entre les plans o, fy, ... de la gerbe (@2 et les droites aw = o4,
by = BiPx, ... de la congruence Ka (voir N°2), dordre 2, de la classe 6
et de l'espéce II, nous pouvons &tablir une suivante correspondance (1, 1):

a) aux différents plan oy, ... du faisceau (t)) correspondent les
droites ai, bi, ... de la congruence Kix, qui sont les génératrices dg la
quadrique g .

b) aux différents plans o, B, ... du faisceau (I'?) correspgndent les
droites ai, b, ... de la congruence Ki, qui sont les génératrices de la
surface gauche unicursale I'x* de degré 4.

Des considérations précédentes nous voyons la justesse du théoréme:

Si entre les plans ay,B, ... de la gerbe () et les droites an = %%,
by = BiPx, ... de la congruence Ka, qui est engendrée par des gerbes
collinéaires (2:2)%(R2) — nous dtablissons cefte correspondance (1,’1?,
alors: Pensemble des points de rencontfre A = oiax, B =g b, ... des dlé-

ments homologues de cette correspondance biunivogue engendrera une -

surface curviligne de sixiéme ordre U, ayant la courbe gauche double
RS d'ordre 6 et de genre 3. . .

9. Faisceaux d'espaces collinéaires. Dans les considérations pre-
cédantes il y avait (voir la relation (1) du N®1) trois espaces constantes
collinéaires '

N R
)..,:’L)]kﬂ_l

(Y

on i# k1, G 1,2, 3? k=1,2,3; '=1,2,3, qui n’appartenaient pas au
méme faisceau d’espaces collinéaires 7). .

Si- les espaces Y, Y, X/, % ,.. appartiennent au méme faisceau
d’espaces collinéaires: :

(6)

Mo N w Yo X ow e

chaque groupe de plans homologues a;, o, o/, ', ... de ces espaces appar-
tient & un faisceau au (% dk, %', %’y ...} .

" Th. Reye, L c. 1).
8
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Dans I'espace %; nous’ avons pris la quadrique @2, définie au N° 1,

qui était la base de la gerbe des plans du second degré (22). A cette
quadrique £ correspondent dans ces espaces du faisceau au (6) les qua-
driques % Q% Q"% ... De la relation (6) résultent directement les colli-
néations entre les gerbes de plans du second degré:
(@) % () 7 () % () % - 0
ou les éléments de ces gerbes sont respectiv. les plans tangents aux
quadriques fondamentales.
Dans le numéro premier nous avons pris dans T’espace ¥; un céne
circonserit I'? & la quadrique 2 par le point C; et deux génératrices
concourantes quelconques f; et v; de cette quadrique 22 Des relations

(6) et (7) résultent directement les projectivités entre les suivants fais-
ceaux de plans:

y

P (o, ) RO (o ) A D2 (@, ) R D2 (@ L) A (8)
ti(o, )N e (og, )R 8 (@, )8 (0], L) A @
vi B, ) A Dy (Brey o)A v B, .. )~ v’ (Bk'; L)AL (1‘0)

De la définition: du faisceau d’espaces collinéaires et des considé-
rations du N°® 2 nous déduisons la justesse du théordme: o "

Les plans homologues oy, oy, of, ay’, ...; By, By, B/, B, iy w. des gerbes
collinéaires de degré 2, qui remplissent la relation (7) et correspondent
entre elles dans le faisceau d’espaces collinéaires au (B), se coupent sui-
vant les droites ax, bi, ... de la congruence Ku d’ordre 2, de la classe
6 et d’espéce II. ‘ ‘

Dans les trois espaces collinéaires ¥;, ¢ et ¥y du faisceau du (6)
nous avons pris les quadriques homologues 22, &% et /2, pour lesquelles
les triplets de génératrices fy, tx, t;...; vy, Uy, U/';... sont les -droites homo-
logues de ces espaces. Toutes les deux quadriques' comme on sait ont 8
couples de génératrices concourantes homologues, en particulier:

a) les quadriques Q7 et & ont 4 couples de génératrices concou-
rantes en les 4 points T ==t;f;, et 4 couples de génératrices concou-
rantes en les 4 points V== v;vy.

b) les quadriques Q72 et Q/* ont des couples concourants en les 4
points T’ =t;1/ et en les 4 points Vi = v;vi. ; :

c) les quadriques @i* et 22 ont des couples. concourants en 4
points Tn' =1t/ et en 4 points V' == vy v/.

Pour la congruence K, qui conformément au dernier théoréme
peut étre engendrée par deux gerbes de plans collinéaires de .degré 2: -
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—

a) (22)% (23, les points singuliers .du- second degré sont (N° 2)
quatre points Ti et quatre points Vi .

b) ()% (R, ces points sont quatre points T et quatre points V.

¢) (92 % (R, ces points sont quatre points Ty’ et quatre points Vi

Puisque la congruence K posséde ¥) seulement 8 points singuliers
de degré 2, les points obtenus au b) et ¢) doivent coincider avec les
points au a).

11 est facile de constater, qu’au cas a) et b) les points Tu' et Vi,
resp. Vi et Ti, ne peuvent pas coincider. Si par ex. Ti = Vi, ce point
comme point singulier de degré 2 de la congruence Ki, engendrée par
les gerbes collinéaires au ¢), devrait coincider soit avec le point T/,
soit avec le point Vi. Alors soit en le point Ty = V=T, deux cou-
ples des génératrices homologues ti, tx et Ui Vx des quadriques au  a)
devraient se couper, soit en le point Ty = Vae="Vy' deux couples de
génératrices homologues 1, t et vi, vi des quadriques au b) devraient
se couper. On a donc une contradiction, car ni deux points singu-
liers T et Vi au a) ni deux points Tu' et Vi’ au b) ne peuvent coincider.
11 résulte de ces considérations, que dans les cas au a) et b) les points
Ty et Ti, ainsi que Vi et Vi doivent coincider. Puisque par le point
singulier . Ty = Ta. passent deux génératrices homologues 1 et t, ce
point. doit coincider denc aussi avec le point singulier T’ == 1/ tx inscrit
au ¢). De méme comme par le point singulier Vi =V passent deux
génératrices homclogues v/’ et vk, ce point doit coincider aussi avec le
point Vy'=v/vk. On a donc ' '
... du faisceau d’espaces
Vi tels, quen chacun
les génératrices homo-
ces quadriques.

Les quadriques homologues 27, Q2 Q72 Q"
collinéaires au (6) ont 8 points communs T et
des quatre points Ti (respectiv. Vi) se coupent
logues ty, t, t/, i/, ... (respectiv. vi, VK, U7, k5 ) de

Ces droites concourantes en ces points T, resp. Vi, sont les axes
des faisceaux des plans projectifs, remplissant les relations (9) et (10).
Puisque les éléments homologues de ces faisceaux se coupent suivant
les ‘droites .de la congrugnce étudiée K, les axes de ces faisceaux sont
les droites de cette congruence. En conclusion nous voyons que:

Les génératrices étudides 1ty t/, ) ..., et vy vk, sont les
droites de la congruence Ku. Les génératrices passant par chaque point
T, respect. Fa, engendrent le cdne singulier de second degré de cette
congruence. '

8 R. Sturm, 1 c. 2), Nr. 461
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Démontrons maintenant la justesse du thégréme :
- Lee quadriques homologues Q2, 22, 9,2, Q.2 .. du faisceau des espaces
cal,.lmemres, citées au (B), appartiennent a la gerbe des quadrique; alle)mieg
points fondamentaux Ti et Ty, et chaque triplet de ces t]u&d;"i l{e —
excepté les points Ty el Vi — n'ont plus de point commun. e

Supposor}s que les quadriques par ex. 2, % et /% ont le point
commun P, différent des 8 points Ty et Vy. Par P passent (N°2) 13
droites ai et by de la congruence de second ordre Ki. Par ex. la dri?tx
a;; est evidémment l'axe du faisceau au (@, o, o/, ...) des plans. tan entz
aux quadriques €7, @ Q/%, ... et les coupe resp. suivant les généraf;ices
tivi, o, '/, ... Puisque P est un poiht de ces quadriques, donc
l’llme fle,ces génératrices de chaque plan tangent o;=1*u; ak;tkvk
ai =t/ v/, ... doit passer par ce point P. Si par ex. les généra;trices t: eé
tk, (re§p‘ v; et vi) passaient par le point P, alors conformément aux CO};Ci-
dérations précédentes le point P. devrait coincider avec le point Ty =11
(resp. Vik=nwuiv1). Ceci est contradictoire avec nos conditions. Su;)poso‘n;
que par le point P passent les génératrices par ex. f; et vy. Comme au
plz%n tangent o =10/ & la quadrique ;" 'une de génératrices #' ou v/
doit passer par le point P=1{;v;, donc au point P doivent se coull)er 'soilt
les géjnératrices t; et 1/, soit.les génératrices oi et v/. Alors le point P
de\iral't coincid§r soit avec le point Ty =1t /=Ty soit avec le point
V' =viv/ =Vr. Dans ces deux cas nous arrivons A une contradiction
avec nos conditions, c¢. q. f. d.

10. Congruences des droites Ky’ et Ki/'. Etant donnés deux es- v
paces quelconques ‘du faisceau au (6) par ex. les espaces ¥/ et I/, et
PN O . s o

;nttrmsmme espace quelconque ¥, qui n’appartienne pas au faisceau (6)
ntre ces espaces — ainsi que au N°® 1 — établissons ollinéations
e e les collinéations

) ,\.‘:,f % ,\lk’ E[ (11)

ol 1\:{é k=1, i-:’l, 2,3; k=1,2,3; =1, 2,3. Prenons dans l'espace par

eaf. = conformément aux conditions du N°® 9 —la quadrique /2, deux

gene‘ratnc?s concourantes quelconques # et v/ de cette quadrique, et
le cone circonscrit I''* & cette quadrique par le point quelconque ’('-’

. 7 : -

Alors de la relation (11) résultent directement les coflinéations entre le
gerbes des plans de second degré : ' ’

Q) 7 (@) % (99) (12)

dont les bases sont les quadriques homologues %, 2;"%, £/ des espaces

) ,'(‘zl
6. Prace Matematyezne, 1. 47,
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collinéaires au (11), et les éléments sont les plans tangents homologues
of, of et ay B, B et fi; .. de ces quadriques. Des relations (11) et (12)
résultent les projectivités entre les faisceaux des plans suivants:

D2 (af, B, ) KD @, B, ) R O By ) (13)

TR CTIRN Ry il 7008 3o Ry i 4 P ) (14)

of By ) K o (B ) T ol B ) (15)

Les gerbes (2%) » (@), remplissant la relation (12) et la relation

(7) du N° 9, engendrent la. congruence Kie. Si nous considérons - voir
la relation (12) — deux gerbes collinéaires (%) % (), resp. (L) % (L),
les plans homologues de ces gerbes se couperont suivant les droites
a =ai @, by =B B, ..., Tesp. ap’'==ox o, by’ =B By, ... de la congru-
ence Kif, resp. Ki/. Ce deux congruences sont (N° 2) d’ordre 2, de la
classe 6 et d’espéce II.. La congruence Ky posséde en les sommets Su’
du tétraedre coincident @y des espaces collinéaires ¥/ % % quatre points
singuliers de degré 4. Quatre couples de génératrices concourantes homo-
logues ti' et t; et quatre couples de méme génératrices v et v des qua-

driques fondamentales @/ et Qp des gerbes au (12) déterminent 8 points
les points singuliers de second

Ty =t/t; et V' =vi' v, qui sont (N° 2)
degré de la congruence K. La congruence Ku' posséde analogiquement
quatre points singuliers Sy’ de degré 4 et huit points singuliers Tw' == " i,
Vi’ =vr v; du second degré.

Les deux congruences Ka et Ky, que nous avons obtenu au N° 2.
et les congruences Ku', Kif, ... construites ci-dessus ont la propriété ca-
ractéristique, que leurs droites par ex. an==oi®%, Q=% %, ay’ == o a,
Cap’ =y oy, ... sont afférentes au plan u de la gerbe (2°) et se coupent
(voir N® N°® 7,-8, 9) en le point. A= oo %==aik oy=oa; o oy de la sur-
face étudiée W°.

Analogiquement comme dans le N° 2 nous. pouvons démontrer, que:
Par chaque point singulier de degré 4 Si’ (resp. Sw') de la congruence
Ky (vesp. Ku) passent deux triplets de plans homologues des gerbes
collinéaires au (12). ’ ) ‘

Par chaque point singulier de degré 2 Ty ou Vi’ (resp.” Ty’ ou Vi)
de la congruence Ku' (resp. Ku') passe un triplet de plans homologues
des gerbes au t12). ‘

11. Théorémes pricipaux. En le point quelcongue H de la courbe
gauche R,® se coupent (N°3) trois droites homologues T, hy et hu de
trois espaces collinéaires, remplissant la relation (1) du N 1. Par le
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point H=hihih passent (N° 3) deux triplets de plans homologues
ziak aé et Bi‘ﬁk Bi de trois. gerbes collinéaires, satisfaisant la relation (2)
( 1\1]101;1) dléu(;udif; :e :i !Zl,khzl\j;;k El‘: liui '7;1‘@1. Par ce point H passent donc
' > i =i fr de la congruence K, et puis-
que ces droites (N’ 9) sont les droites aw=ao/ ' et by =B/f', alors
par H passent de méme deux triplets de plans homologues o C/jk’”l et
B Br'Br des ge}fbes, remplissant la relation (12) du N° 10, et troils dro'ites
hpmologues hi =10/ B/, h' =03/ B’ et hy= B, des trois espaces colliné-
aires au (11) du N° 10. En d’autres mots: Par le point quelconque
}T,]k ’—,—_mhi C;Lkshéuiife:aescourbe gauclhe R,¢ ];,)assen’c les d}"o}f:gs homologues h/,
paces du faisceau d’espaces collinéaires au (6) du N° 9
et deux groupes de plans homologues ooy o ar” ... et B Befr B Be ... des
gerbes collinéaires, satisfaisant la relation (13) du N° 10 et la renluation
(7) du N° 9. Pour ikl i=1,2,3; k=1,2,3; [=1,2,3 — nous
avons :ionc démontré la justesse des théorémes suivants: o )
. Sl\‘e’ntre lun des espaces du faisceau d’espaces collinéaires %; % Yy =
% X w X ... et un espace quelconque X, qui n’appartient pas & ce fais-
ceau, nous établissons une collinéation générale, alors: B

Par chaque point d’intersection H=h;h h; des trois droites homo-
Iogl'zes des espaces collinéaires I; » Sy » Y, passent les droites h/, hi', ...
quul v(:t[)rrespondent & ces trois droites hi, hx, hi) des espaces resta;l,ts
Y %Y %... de ce faisceau. L’ensemble de ces points H=hihihihi ' ..
appartient a la courbe gauche R,® d’ordre 6 et de genre 3. v

Par chaque point de la ligne gauche R,% passent deux groupes de
p[fins homologues wia;ora/ o’ ... et BiBifxf/ B ... des gerbes collinéaires
(R0 % (22 % (%2 = (%) % (') »..., qui satisfont les relations (7), (12)
et correspondent entre eux dans Pespace %y et les espaces du fai;ceau
d’espaces collinéaires au (6). )

Des considérations précédentes du N°N° 3, 4, 6 et 10 il résulte
que: Sur la ligne gauche R,* sont situés tous les points singuliers du,
(lltaf('i(‘etw‘tt) degré Su, Su, Sw, Sil, Sil', ... des congruences étudiées Ki, Ki
Ku, Ky, Kit/, ... ° B

Ces congruences possédent 12 droites communes st, ou v==1,2, ...
12, et chacune de ces droites & est la trisécante de la ligne gauch:e ’h’( “i

Dans les gerbes citées ci-dessus il y a 12 groupes de plans homj)-
logl{es op ot ot ot opt ., L. tels, que chaque groupe se coupe suivant une
droite s, qui est trisécante de la ligne gauche R,

” Nous pouvons considérer un point quelconque A =a; 4y 2; (voir N 7)
de la surface étudiée U comme (N°8) point A ==aw o, et la droite ai
de la congruence Ky comme (N°9) un élément aj = o;a = o”. Les trois
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plans homologues =/, i’ et « des gerbes, satisfaisant la relation (12) du
N° 10, se coupent donc en le point 4 == oo’ de la surface U, Ces con-
sidérations et celles du N° 7 démontrent la justesse du théoréme général:

Si nous établissons les collinéations générales citées au (12) du N° 10
entre les plans de la gerbe (@) et les plans de chacune des deux gerbes
collindaires quelconques (%) % (&%), appartenant (relation (7) du N'9)
au faisceau d’espaces collinéaires et ayant la congruence commune des
droites Kix — alors:

I'ensemble des points dintersection des différents triplets de plans
homologues de ces trois gerbes engendrera une surface curviligne U™
d'ordre 6, ayant la ligne gauche double R,® d'ordre 6 et de genre 3.

La surface W% a 12 droifes, qui sont-les trisécantes de la ligne
gauche double R,® de cette surface. Chacune de ces droites ss==o/ /v ar,
ot t=1,2,.., 12, est laréte d’intersection des trois plans homologues
aft, opt et op de ces trois gerbes collinéaires, satisfaisant la relation
(12) du N°10. ,

12. Lignes gauche unicursales (' sur la surface ', Soit donné
dans lespace ¥; un point quelcongque (', qui n’est un point ni (N° 1) de
la quadrique @ ni (N° 4) d'aucun des 12 plans o¢, 1=1,2, ..., 12. Si I'f
est le céne circonscrit & la quadrique € par le point Cj, alors pour les
faisceaux projectifs des plans, satisfaisant les relations (3) du N°1 et (13)
du NO° 10, leurs différents triplets de plans homologues se coupent*)
en les points A=o;apoy=0a o 0, B=0fPr=0/Fx B, ... de la ligne
gauche C® d’ordre 6. Car les plans homologues par ex. o; o, o, % et o’
de ces faisceaux sont de méme les éléments des gerbes de degré 2,
remplissant les relations (2) et (12), donc le point quelcongue A de la
ligne gauche C°® appartient d la surface W¥. On a donc®):

Les faisceaux projectifs des plans, satisfaisant les relations (3) et
(13), engendrent la courbe gauche C* d’ordre 8 et de genre 0 ( unicursale),
situde sur la surface WS, La courbe gauche C°, par laquelle passe une
seule surface curviligne de troisiéme ordre 1, posséde 6 quadrisécantes.

La ligne gauche unicursale C* est’) de la classe 12, de rang 10 et
posséde en générale 10 points doubles apparents. Dans le N" 13 nous
construirons des lignes gauches (C* telles que, chaqune possédera un
point- double. ‘ i

Y R. Sturm, L c. 2), Nr. 497, 498. “

) Dr. A. Plamitzer, Erzeugnisse projektiver Involutionen hiheren Gr.;,\des,
deren Triger unikursale Gebilde sind. (I u. II. Mitteilung), Sitzungsber, d. Akade~
mie d. Wissenschaften in Wien. Abt. I a., Bd. 125 (1916) u. 126 (1917), Nr, 40 u. 43.

84

Surface d’ordre 6 ayant une courbe gauche double d’ordre 6 et de genre 3 19

Pour déterminer cette surface curviligne I'* considérons les points
C;, Cr, C7, C, ..., qui sont les sommets des cones fondamentaux d’ordre 2
des faisceaux projectifs, - satisfaisant les relations (3), (13) et (8). - Consi-
dérons ces points comme sommets des gerbes collinéaires:

(€ % (CY) = (CF) % (CY) 7. o 8)

appartenant aux faisceaux des espaces collinéaires, citées au (6) du N°9.
Les plans homologues des gerbes par ex. (Cy) % (Ci) se coupent suivant
les droites xik =£&;&k, ..., qui sont comme on sait les droites de la con-
gruence (1, 3), dordre 1 et de la classe 3, des bisécantes de la courbe
gauche du troisiéme ordre Cy®. La ligne Cy® est le lieu géométrique
des points d’intersection de droites homologues de ces gerbes et passe
par leurs sommets (% Ci. Mais par la droite p. ex. xie = E&;6r de cette
congruence passent aussi les autres plans homologues &/, &, ... des espaces
collinéaires au (6), et de méme des gerbes collinéaires au (16). Nous en
concluons, que les gerbes collinéaires au (16) engendreront la congruence .
(1, 3) des bisécantes xu ==8&&: & & ..., de la ligne gauche Ciu® et les
sommets Ci, Cr, Cf, Ci', ... de ces gerbes sont les points de la ligne ga-
uche Cy®. Les gerbes citées au (16) appartiennent ™) alors a ,une série
de gerbes collinéaires”. Mais les gerbes collinéaires:

(C) = (Co) = (CY) an
(€)% (Cr) = (CD 18

n’appartiennent pas a ,la série de gerbes collinéaires”, car elles corres-
pondent entré elles en ces espaces collinéaires, qui remplissent les rela-
tions (1) du N°1 et (11) du N°® 10, et n’appartiennent pas aux faisceaux
d’espaces collinéaires. Les plans homologues de ces gerbes aux (17) et
(18) se coupent en les points X = & & =xu & =28/ &, ... de la surface
curviligne cherchée I™. '

A la surface I appartiennent naturellement la courbe gauche du
troisitme ordre Cu® et les lignes gauches du troisiéme ordre i, G,
Oy et Ci®, dont les bisécantes sont respectivement les arétes d'inter-
section des plans homologues de chagues deux gerbes collinéaires aux
(17) et (18). Puisque i ces gerbes appartiennent aussi les faisceaux des
plans, satisfaisant les relations (3) et (13), alors la ligne gauche C* est
située sur 1. En considérant le N’ 11 nous concluons, que sur I est
située aussi la courbe gauche R,%. Et alors:

1y Th. Reye, Journal fiir Mathematik, 1887, Bd. 10., S. 214.
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A la surface curviligne du troisiéme ordre '), qui est engendrée
par les gerbes collinéaires aux (17) et (18), appartiennent la ligne gauche
unicursale C°, la courbe gauche R,° et les lignes gauches (lu troisiéme
ordre Cy?, Ci?, Ci®, C®, Ci®,

En considérant le N° 5 et le N° 8 au b) nous avons profité de la
surface unicursale I'i* gauche de degré 4 et de rang 6, ayant la ligne
gauche double du troisidme ordre (2’ et les génératrices anp ===
=o; o', b= B:Br =P/ B, ..., qui sont les bisécantes de cette courbe C®.
Cette surface, voir les relations (3) et (13), était engendrée par les fais-
ceaux de plans projectifs (I'*) X (I't?) ou (I'®) X (I'®). Nous pouvons
construire analogiquement les surfaces gauches unicursales du quatriéme
degré et du sixiéme rang:

Tty Tty 10, Ty,

i

qui sont engendrées respectivement par les faisceaux de plans projectifs:
COT A, THT D, AT, )T ),

Par ex. la surface I';* a la ligne gauche double Cy" et les génératrices
aiy' == o/ a5, by’ =8By, ..., qui sont les bisécantes de la courbe Cy.
A Taide des relations (3) et (13) nous pouvons établir la projectivité:

T (auy biry ..) T L2 (o, By, ...) (19)

entre les génératrices aw, bi, ... de la surface 'yt et les plans tangents
@, P, ... du cbéne I'®. Le lieu géométrique des points d’intersection
A=anu=o;or0, B=0byB=0:BBi, .. des éléments homologues de
cette projectivité est'®) la courbe gauche unicursale C%, d’ordre 6, de la
classe 12, de rang 10, ayant 10 points doubles apparents. La surface I';!
passe donc par la courbe gauche C°® et les génératrices aig, bi, ... de
cette surface sont les unisécantes de la courbe C.

A laidé des relations (3), (13) et (8) nous pouvons établir toute la
classe des projectivités:

CAHTEE), Cu)TED, CaHTE, CuT e, . (20)
et les.éléments homologues de ces projectivités se coupent '¥) en les

points 4 =anor=ayo;=ay’ o/ =ap'a/=--, de la ligne gauche étu-
diée C®. On a donc:

) A, Plamitzer, L c. 10), Nr. 32; — Ueber mehrdeutige Verwandtschaften
auf unikursalen Trigern, Prace Matematyczno-Fizyczne, T. 30., (1919), Nr. 12.
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La courbe gauche unicursale C%, situde sur la surface étudiée W°,
est engendrée par les projectivités aux (19) et (20).

"Par la courbe C° passe toute la classe des surfaces unicursales
gauches de quatrieme degré et de sixiéme rang U'n, Uaf, T, U™, Ui,
ayant pour génératrices les unisécantes de la courbe gauche C°.

Les: génératrices des surfaces gauches I'yt, Vi, Ua™, U™, ..., qui sont
afférentes au plan quelconque w du faisceau (I'?), engendrent le faisceau
de droites A (au, am, ai’, axl, ...), dont le sommet est le point A = ;o0 =

=a/ o’ oy=--- de la courbe gauche unicursale C".

13. Suite des propneies des lignes gauches unicursales C* de la
surface W°.

Pour un point donné C; de l'espace ¥; nous avons obtenu, comme
il résulte du N® 12, une seule courbe gauche unicursale C° strictement
déterminée sur la surface U5, Pour tous les points différents C, ... de
l’espaée %, nous obtiendrons un ensemble o3 de lignes C% .. sur la
surface ¥®. On a donc: o

Sur la surface étudiée VS ily a ~* de courbes gauches unicursales
de sixiéme ordre C%, ..., dont chacune a 6 quadrisécantes.

Soit le point A = ;04 2; le point simple quelconque de la surface U*
qui ne soit pas situé sur aucune des 12 droites st=gasortor de cette
surface. Alors pour le point quelconque C; dans le plan «;, la ligne
gauche ('° construite de la méme maniére passe naturellement par ce
point 4 =a;ap 2. Pour tous les points différents Cj, .. du plan e, nous
obtiendrons sur la surface U l'ensemble ~? de lignes gauches C°¢ ...,
qui passent par le point A4 et forment la gerbe des courbes C°.

Si sur la surface W¢ nous prenons deux points simples quelconques
A=ua;ora et B=0;F B, alors pour les points différents Cj ... de la
droite e;=o;f; nous obtiendrons sur ¥® I’ensemble ="' des lignes gauches
C®, ..., qui passent par ces points 4, B et forment le faisceau de courbes
% Si C=m77:c7 est le troisiéme point simple de la surface ¥*, pour
le point (%=a;f7; nous obtiendrons une seule ligne gauche C° qui
passe par ces trois points 4, B et C. Alors:

Par chaque point simple de la surface ¥, non situé sur aucune
droite s, 1=1,2, ..., 12, de cette surface, passe une gerbe de courbes
gauche unicur salles C“', appartenant & cette surface.

Par tous les deux points simples de la .surfdce WS passe un fais-
gauches. unicursales C*.

Par tous les trois points simples de la surface U il ne passe qu'une
seule courbe gauche unicursale C°.
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Soit donné sur la courbe gauche double R,® de la surface W (N° 3)

le point quelconque H=r¢;e;5 =199, respectivement (N°6) un des
trois points de rencontre S'==rgerei=o0porror de la courbe R, et de
la droite s+ de la surface WY |
démontrér, que:
‘ Par chaque point double H de la surface W%, non situé sur aucune
des 12 droites st de cette surface, passent deux gerbes de lignes gauches
unicursales C°, qui appartiennent & N, Par chaque tel point H passe
un faiscean de courbes gauches C* et chacune de ces courbes a en le
point H un point double. : :

Par chacun des 36 points doubles St de la surface U, qui sont
les~ points de rencontre des 12 droites st et la courbe gauche :double
R,% de cette surface, passe une gerbe de lignes gauches unicursales C°.

Nous démontrons la justesse du théoréme:

. Si la ligne gauche unicursale C* de la surface W coupe une des 12
{erlte.e st de cette surface, alors un tel point de rencontre appartient
a4 la courbe gauche double R, de la surface W*.

. En effet, par un tel point de rencontre passent (voir NY 4) deux
triplets de plans homologues a;ape; et o oitop des gerbes, satisfaisant
la relation (2) du N° 1. Un tel point devrait coincider (voir N° 6) avec
un des trois points d'intersection. St de la droite s =050kt 61t avece la
courbe gauche double R,' de la surface I

Nous ‘pouvons déterminer facilement sur la surface U les courbes
gauches (', qui passent en méme temps par ex. par les points: a) A, H

et S,b) Aet H o) H, HetS d H Set$, eS8, $ et 5.

De la méme maniére nouS pouvons

) 14. Points de renconfre des lignes gauches ('* et R,’. Soient don-
nées sur la surface I deux lignes quelcongue gauches unicursales du

si).:iéme ordre C' et D qui sont engendrées respectivement par les
faisceaux projectifs des plans: ' .

FATEETE @)

(A7) T (A3 T QY (32)
P. ex. les sommets Ci et D; des cones I'? et A2 sont des points quel-
conques, qui ne sont situés (N° 12) ni sur la quadrique 9 ni dans aucun
des 12 plans o, v==1,2,.., 12.. Par la droite 8i==C;D; passent deux'
plans tangents «; et B; A la quadrique Q72 qui sont les éléments com-~
muns du.faisceau (I'?) et (4%) de V'espace ;. De la relation (1) du N° 1
il résulte, que leur correspondent les é&léments or et B de Pespace S,
88 '
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resp. o et fi de l'espace Xj, ol gp==CpDr=oyp @ et gi=CDi=wuf,
et les plans ag, B, resp. o, i sont jes éléments communs des faisceaux
() et (A, resp. (I'®) et (Af%). Nous en concluons que les points
A=uojo 0 et B=703:PP sont situés en mlme temps sur les lignes
gauches (' et D"

On doit remarquer, que les lignes gauches C*® et D', a part les
points 4 et B, peuvent avoir encore d’autres points communs. Pour
indiquer des exemples, prenons (N” 3) le point quelconque H=r¢;s 8=
=uw;5, % de la courbe gauche R,’. Si les sommets (i et D; des cOnes
2 et A2 sont les points Cy=gie et Di=gi 9, le point H=-gs; = est le’
point de la courbe C* et I'é1ément H = ¢;9x%: est le point de la ligne DS,
Les lignes C°®et D® se coupent en les trois points A, B et H. Prenons en-
core deux points quelconques H'=7z/ s/ =@/ o' ¢ et H' = e e e =
=0/ ¢ 9/ sur la courbe R;°. Si les droites e;=¢; s et fi=¢i®: coupent
laréte gi=2:8: en les points Ci=ei g, D:=f: gi, nous obtiendrons alors
les courbes gauches C'° et D', possédant quatre points communs 4, B,
S et S, Pour les points Ci=t¢/¢/ et Di=gi¢/ %/ de la droite gi==0:
nous obtenous les courbes gauches C* et DY, qui se coupent en 5 points
4, B, S, S et §". :

Les points de rencontre 4 et B des_llignes gauches (" et D" sont
en général les points simples de la surface W®. Les points, A et B, con-
formément au dernier théoréme du N° 13, ne peuvent se trouver sur
aucune droite st de la surface "

‘Mais chacun de ces points 4 et B peut étre un point double de
cette surface. Si par ex. les plans fi;=; coincident, les courbes gauches
(% et D se couperont en les points 4 et B=38=1ie o Si les plans
w;=¢; et B;=1; coincident, les sommets C; et D; sont les points de la
'droite gi= =%, alors les lignes gauches (' et D' se couperont au point
A=B=H=rgea =009, qui est le point commun double de ces
courbes.  On a donc: ’

Deusx lignes gauches quelconques unicursales du sixiéme ordre ce
et [, situdes sur la surface W%, se coupent en général en deux points.

Si ces deux points d'intersection sont des points simples de la sur-
face W, ils ne peuvent étre situés sur aucune des 12 droites g de cette
surface. Les -courbes gaiiches C° et D° peuvent se couper alors en d’au-
tres points, qui doivent étre situés sur la ligne gauche double R, de la
surface W',

Chacun de ces deux points de rencontre des lignes C% et D peut
étre le point double de la surface U™ ef il est ou un point quelconque
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de la courbe R," ou un point de rencontre de la courbe R et de la
droite s de cette surface We,

Si ces deux points d'infersection coincident en un point quelconque
de la courbe gauche RS, cet élément sera le point commun double des
lignes gauches unicursales C* et DS,

Nous pouvons démontrer aussi la justesse du premier théoréme de -

la maniére suivante:

Par la ligne gauche C* passe (N° 12) une seule surface curviligne
du troisiéme ordre I¥, qui est engendrée par les gerbes collinéaires,
citées 4 la relation (17) du N° 12. De méme par la ligne gauche D°
passe une seule surface curviligne du troisiéme ordre A% qui est engen-
drée par les gerbes collinéaires: i

(D)) 2 (Dy) = (Dy) (17a)

Le faisceau de plans gi(a, By ...), ayant l'axe gi= C;D);, appartient
en méme temps aux gerbes (C%) et (D). De la relation (1) du N° 1 il
résulte, que dans les espaces collinéaires ¥, % %, les faisceaux de plans,
leur correspondants, ayant les axes gi et & appartiennent respectivement
“aux gerbes (Ci) et (Dy), relativ. (C) et (D). Nous voyons alors, que la
courbe gauche du troisiéme ordre (P, qui engendre les faisceaux pro-
Jectifs (g) T (gx) 7 (4, appartient en méme temps aux deux surfaces I®
et A% Nous savons (N°12), que sur les surfaces I¥ et A% est située aussi
la courbe gauche R,', qui est la courbe double de la surface W,

Les surfaces I" et A* se coupent suivant'la ligne gauche d’ordre 9,
qui se décompose en les courbes gauches R,® et G%. Ces courbes R,% et
G* ont ¥) 8 points de rencontre Q. La ligne d’intersection d’ordre 18
des surfaces I et I se décompose en une courbe gauche R,* comptée
doublement et en une courbe gauche C% Ia ligne d’intersection d’ordre 18
des surfaces ' et A* se décompose en.une courbe R;® doublement comp-
tée et en une courbe gauche D'. La ligne gauche (% coupe la surface I
en 18 points et chacun des 8 points d’intersection Q des lignes gauches
G* et R, doit étre compté doublement. Les deux points restants de
rencontre 4 ef B de la ligne G* et de la surface W' ne se trouvent pas
en général sur la ligne R,%, mais ils sont les points communs des trois
surfaces W I et A*. Cependant les points 4 et B comme appartenant
aux surfaces: a) ¥ et I, respectiv. b) ¥" et A%, doivent étre situés sur
la ligne courbe: a) (% et b) D°. Puisque A et B sont les points de la

) R.,Sturm, Synthetische Untersuchungen iiber Flichen 3. Ordnung. —
Leipzig 1867, Nr. 64.
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ligne courbe G, ils sont les points d’intersection A=a;a.0 et B=Ff
des plans homologues des faisceaux (g) X (g) A (g1) cités ci-dessus.
Mais comme A et B sont les points de la surface WS les plans p. ex.
2; et [ du faisceau (g;) passent par les sommets C: et D; des cones, qui
sont les bases des faisceaux au (3) et (3a). Les points d’intersection A
et B ainsi obtenus des lignes gauches C® et D® sont identiques aux
points 4 et B, que nous avons déterminés au commencement de ces
numéro. Nous concluons des considérations précédentes que dans les cas
singuliers ces points A et B peuvent appartenir a la ligne gauche R,".
Les points A et B qui sont situées sur les lignes courbes G* et Ry doi-
vent étre les points indiqués au dessus par Q. Il reste & considérer 8
points Q, qui sont les points de rencontre des lignes courbes G°* et R,®.
Par le point quelconque Q de la courbe R,° passent (N”3) deux groupes
de plans homologues sier= et ¢;¢pe des gerbes collinéaires au (2) du
NO 1. Dans le cas général les éléments par ex. s et @ n’appartiennent
pas aux faisceaux satisfaisant les relations (3) et (3a). Naus en concluons,
que les lignes C° et D' ne se coupent pas en le point (). On a donc:

Les courbes gauches (' et D' se coupent en général en deux po-
ints A et B, c¢. g. £ d. .

Par les points 4 et B passent, conformément A ces considérations,
trois lignes gauches €', D' et (*. La courbe C*® coupe la surface A en
deux points A, B et en 16 auires points P. Puisque les points P appar-
tiennent aux surfaces I et 4%, ils doivent &tre situés sur leurs courbes
d'intersection R,® + G*. 1l est facile de démontrer que chacun des 16
points P est situé sur la courbe R,°. Supposons, qu'un des points’ P est
situé sur la courbe GP. Ce point P, comme point de la courbe C* est
un point de la surface WY, il est ainsi le point de rencontre de la courbe

"(8 et de la surface W6,  Mais P étant différent des points 4 et B, il

doit coincider avec I'un des 8 points de rencontre Q des lignes courbes
¥ et RS, L’élément P est situé donc sur Ry, c. gq. £ d. Nous avons
donc démontré la justesse du théoréme: :

La courbe gauche unicursale du sixieme ordre (°, située sur la
surface étudiée W%, coupe la courbe gauche double R de cette surface
en 16 points.

15. Courbes gauches unicursales C* sur la surface W9. Dans les
trois. derniers numéros nous avons observé de tels points (i de Vespace .
qui wétaient situés ni sur la quadrique Q# ni sur aucun‘des 12 pl-ans
o, t==1,2, .., 12. Supposons maintenant, que le point Cj n’appartlent
pas & la quadrique £, mais il est dans un seul plan o¢. Les faisceaux
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de. plans, sitisfaisant les relations (3) et (13), engendrent alors la courbe
C% qui (N° 11 et NY 12) se décompose en la droite st ==0; oyt op =
= o~ op’v op et en '): ‘
la cour{)e gauche unicursale C® d’ordre 5, située sur la surface curvi-
ligne W% La courbe (3 pour laquelle cetfe droite s est unisécante
posséde une quadrisécante. S
Nous appelons cette droite s une droite adjointe de la courbe (7.
Des copsidérations du NY 12 nous voyons que: La ligne gauche unicﬁr—
sale C* est engendrée par les projectivités aux (19) et (20). Par (' pas-
sent la surface curviligne I'® d’ordre 3 et les surfaces gauches unicursales
de .degré 4'et de rang 6 Uy, 'Y, [y, Uy, Py, ..., pour lesquelles la
droite adjointe st est la génératrice commune. Les géﬁératrices de ces
st}rfaces gauches sont les unisécantes de la courbe ('°. Pour les points
différents C: du plans of, qui ne sont situés ni sur la quadrique £ ni
S}ll‘ aucune des 11 autres plans ¢, nous obtiendrons sur la surface W%
leflsemble ~c* (une gerbe) de lignes courbes (. Si A=oa;a 5 est un
point simple quelconque de la surface I, alors a l'aide- des points dif-
. férents (' de l'aréte ai=o0¢ e nous obtiendrons sur T le faisceau de
lig_nes gauches (% passant par le point 4. 'Si nous prenoﬁs pcluf deux
points simples 4 =waara.et B=F;fcf de la surface " le point de
rencontre de la droite e;==o;B; et du plan 5 comme sommet (', nous
obtiendrons une courbe C°®, passant par les deux points 4 et B. E;n pre-
nant en considération (NY 4) tous les 12 plans op de“l’espace Xi, nous
arrivons aux relations. suivantes: ’
w15 e 11 e e g i
/ gerbes. Chaque droite s, 1=1, 2, ...
12, de cette surface est la droite adjointe des lignes courbes C'® ; » —’
tenant & une gerbe. S
Par.chaque point simple de la surface U™, qui n'est situé sur au-
cune glrmie st, passent 12 faisceaux des courbes (9, zz17par-'terzan‘1fﬁ \i"“
bler(é‘/lac‘LLn des deux points simples da la surface W% passent 12.
0 O i A 1 1
;gll;:;i;;g :,. - Nous démonstrerons facilement (VQH{' N’ 12 la justesse des
_Par chaque point double H de la surface 1%, qui n'est situé sur
aucune des 12 droites st de cette surface, passent 24 faisceaux de cour-
bes C* appartenant & W%. Par chaque tel point double H passent 12
courbes C*, et chacune de ces courbes posséde au point H 1'1;1 point

doubla.

¥) R. Sturm, L ¢ 2), Nr. 497.
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Par chacun de tels 36 points doubles S+ de la surface W*, qui sont
Jes points de rencontre des 12 droites st avec la courbe double R,* de
cette surface, passent 12 faisceaux de courbes gauches C>.

Si Ia courbe C®, située sur la surface ¥ et coupant en un point
sa droite adjointe s+, coupe une de ces 11 restantes droifes s de cette
surface, ce point d’intersection appartiendra a la ‘courbe gauche double
R," de la surface 1.

Puisque la courbe € et sa droite adjointe st peuvent étre consi-
dérees comme courbe C® et la droite s est (N° 7) la trisécante de la
courbes R,', donc du dernier théoréme du N° 14 il résulte directement:

La ligne' gauche unicursale C° de la surface U coupe la courbe
gauche double R’ de cette surface en 13 points.

16. Lignes gauches unicursales C* sur la surface ¥%.  Supposons
Q2 mais

que le sommet (7 du cone I'? n’appartient pas a la quadrique @7,
il est un point de l'aréte wi=o'c’ des deux plans quelconques des 12
plans si¢. Les faisceaux de plans, satisfaisant les relations (3) et (13),
engendrent alors la courbe C¢, qui (N® 11 et N° 12) se décompose en
deux droites s'= 3o} o' et &=o’c o’ et en *):

la ligne gauche unicursale C* d’ordre 4 et d’espéce 2, située sur la sur-
face curviligne Wt Ces droites s et s* sont appelées les droites adjointes
de la courbes C'* et sont les unisécantes de la courbe C*. ’

De ces considérations du N° 12 il résulte, que: La courbe gauche
unicursale (* d’ordre 4 et d’espéce 2 est engendrée par les projectivités
aux (19) et (20). Par C* passent la surface curviligne ™ d’ordre 3 et les
surfaces gauches de quatriéme degré et de sixiéme rang Lat, Lty Tty
Iy, V't ..., pour lesquelles les droite adjointes s' et s® sont les géné-
yatrices communes. Les génératrices de ces surfaces gauches sont ‘les
unisécantes’ de la courbe (™. .

Pour les points différents (; de la droite w;=o;'q?, qui ne sont
situés ni sur la quadrique &7 ni sur aucune des 10 plans restants o,
nous obtiendrons I'ensemble ~' (un faisceau) de lignes courbes (™. Aprés
avoir considéré touts. les couples des plans oi, ou t==1,2, .., 12, nous

obtiendrons (122)m66 faisceaux de courbes (1. Si le point A=o;0 9

est un point simple de la surface 1, le point H=szrer="=0i% 71 est un
point quelconque de la courbe R,', respectiv. le point St ==& & &y == 0 G&* OIf
est un point de rencontre de la droite s avec la courbe gauche R,° —

1 R. Sturm, L c. 2), Nr. 497
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alors a I'aide des points d’intersection C; de la droite ui=oc? et des
plans «; & et ¢; nous obtiendrerons: a) une courbe C* passant par ce
point 4, b) deux courbés C?, qui passent par le point H, c) une courbe
C* passant par le point St. Puisque il y a 66 droites w;= o;! o2, alors:

Sur la surface étudice WS il y a -~ de lignes gauches unicursales
C* dordre 4 et d’espéce 2, formant 66 faisceaux. Toutes les deux dro-
ites s, ol t==1,2,..., 12, de la surface W sont les droites adjointes a
ces courbes C*, qui appartiennent & un faisceau.

Par chaque point simple de la surface V¢, qui n’est situé sur aucune
droite st de cette surface, passent 66 courbes C* appartenant a s,

Par chaque point double H de la surface W', qui n’est situé sur
aucune droite st de cette surface, passent 132 lignes courbes C*, appar-
tenant a WY, :

Par chacun de tels 36 points doubles S+ de la surface W %, qui sont
les points de rencontre de 12 droites st avec la courbes double R," de

. cette surface, passent 66 courbes C", situdes sur WS,

Par analogie comme dans le numéro 13, nous pouvons démontrer
que: Si la courbe C*, située sur la surface W et coupant en un point
chacune des deux droites adjointes s' et s* de cette courbe (4, coupe
une des 10 droites restantes st de cette surface, — alors le point d’inter-
section’ appartient 4 la ligne gauche double R, de la surface .

Puisque la courbe C* et leurs deux droites adjointes s' et 2 peu-
vont étre considébees comme courbe (%, et Ia droite s est (N° 7) Ia tri-

sécante de la courbe R,%, donc du dernier théoréme du N° 14 il résulte
directement : ‘

La ligne gauche unicursale C* d’ordre 4 et d’espéce 2, située sur

la surface étudiée W, coupe la courbe gauche double R,% de cette sur-
face en 10 points.

17. Lignes gauches C'* sur la surface U, Supposons, que la som-
met C: du céne I'? est le point d’intersection ()==5;10625/ de trois plans
quelconques: des 12 plans o#. Les faisceaux de plans, satisfaisant les rela-
tions (3) et (18), engendrent alors la courbe (', qui (N 11 et N” 12) décom-
pose en trois droites s'==o;'c g, s2==0c20;> o $*=o0lclcP et en):
la ligne courbe gauche du troisibme ordre C*, située sur la surface s,

Ces droites s', s* et s, appelés droites adjointes de la courbe C*, soni
les unisécantes de la ligne C*.

) R.Sturm, L ¢ 2), Nr. 497,
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11 résulte des considérations du N° 12, que: : La ligne gauche (684
de la surface W® est engendrée par les projectivités aux (19) et.(20).
Par (* passent la surface curviligne I¥ et les ‘surfacies ‘giuc‘}lﬁs ﬁn,l‘lcur—
sales de quatridme degré et de sixiéme rang L;f, Tyt Tty La b Kl ,1...,
pour lesquelles les droites adjointes s, 2 et & de la courbe C? sont ei
génératrices communes. Les génératrices de ces surfaces gauches son
les unisécantes de la courbe C?. i

Aprés avoir considéré tous les triplets de plans o, ot t==1,2, .., 12,

nous obtiendrons (132)=220 points Ci=ga;'c*5. Alors nous concluons,

que: Sur la surface curviligne W* il y a 220 lignes gauches C°. ,

Par analogie comme dans le numéro 13 et 16, noEs pouvons dé-
montrer: Si la ligne gauche C®, située sur la surfacg)lﬂ‘ e: coupant en
un point chacune des trois droites leur adjointes s!, §* .et s 3 cou;‘Je fL{ne
des 9 droites restanies s- de cette surface, alors le point d'intersec ion
appartient & la ligne courbe double R,* de cette surfiajce, ,

La courbe gauche C%, située sur la surface U7, coupe la courbe
gauche double R,’ de cette surface en T points.

18. Lignes.gauches T% ef F'® sur la surface W*. Supposons main~
tenant (voir N° 12), que le point (; est un point quelcouqufe de ia q{:,ta—.
drique 7 et n’est situé sur aucun des 012 p‘lans of. Soient l,- e :1)4;
les deux génératrices de la quadrique Q2, qui se coupent .en e point -
C;=t;v;. Les différents triplets de plans homologues cjles.0 faisceaux pro;
jectifs, satisfaisant les relations (4), respectiv. (5) du N .‘1, se Zoup?;‘lﬁ ,
en les points A==a;0z4, ... de la ligne gauche. du troisiéme or re 17,
respectiv. en les points B=p:fx i, ... de la courbe. gauche du tr0151_er1ne
ordre J'8. Puisque les plans homologues de ces falsceau.x sont ausls;tf es
éléments homologues des gerbes de second degré, remp;hssant lva r'e ation
(2), il résulte . donc du N° 7, que les courbes- T% et V? sont sl’cue\ersG suz
la surface WS, Mais par ex. le point A=o;2x 0y de la surface: ¥ ei
(N® 11) le point 4 =g/ o) oy, ol les plans of, a’ et @ sc:)nt les elerricerllez
homologues des gerbes, satisfaisant la relation (12) du N° 10, et 80;3 :
éléments des faisceaux aux (14). Nous concluons, ql:e la courbe I'* es
engendrée par les faisceaux aux (14) et la courbe V? est engendrée par
les faisceaux aux (15) du N° 10. On a donc: ' )

v Les faisceaux projectifs'des plans, satisfaisant les rel_ajs}ons (é)det
(14), respectiv. (5) et (15), sont les courbes gauches du troisiéme ordre
T3, resp. V¥, situées sur la surface étudiée 11“

&
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Pour les génératrices différentes #;,... de la quadrique £, qui appar-
. tiennent A un systéme, nous obtiendrons oo' de courbes 7%, ... et pour
les génératrices différentes v, ... du second systéme de cette quadrique
nous obtiendrons ~' de courbes F? ... Soit donné sur la surface ¥
un point simple quelconque. D =¢&;8; 6. Puisque &; est le plan tangent
a la quadrique 27 et la coupe suivant les génératrices 1; et v;, par le
point [D passe done une ligne courbe 7 et une courbe V*. Nous déter-
minerons facilement les courbes 7% et J'¥, qui passent: a) par le point
double H==z;ere;==¢;¢r %, b) par le point double St== ¢ e ==gtaptap de
la surface W% Alors: ‘

Sur-la surface curviligne W il y a deux systémes ~o' de lignes
gauches d’ordre 3: un systéme de courbes T* et un systéme de courbes V3.

Par chaque point simple de la surface ", qui n'est situé sur au-
cune des 12 droites st de cette surface, passent une courbe T% et une
courbe V3, appartenant a la surface Y.

‘Par chaque point double de la surface W, qui n'est situé sur
aucune droite st de cette surface, passent deux courbes T* et deux cour-
bes ¥, appartenant a W*.

Par chacun des tels 36 pomts. doubles de la surface W*, qui sont
les points de rencontre de 12 droites st avec la courbe gauche double
R, de cette surface, passent une courbe T* et une courbe V'*, appar-
tenant a WU .

Par analogie, comme dans le N" 13, nous pouvons démontrer:

Si la courbe T*® (ou V?), située sur la surface W%, coupe lune des 12
. droites st de cette surface, alors le point d'intersection appartient a la
courbe double R,® de cette surface. :

Deux génératrices quelconques f; et »; de la quadrique @ se cou-
pent en le point D et déterminent le plan tangent &;=t;p;. Le plan &
est I'élément commun des faisceaux (f:). et (v). Alors les courbes 773 et
V3, qui sont engendrées par les faisceaux aux (4) et (5), ont un point
commun D =233 8. Si D est le point simple de la surface W* confor-
mément au principe adopté, il ne peut se trouver sur aucune droite s de
cette surface.  Si le point D est le point double H =&z == ;7% ou
St==g;e 5y =o0toita, alors le plan par ex. §; doit coincider avec la plan .

Il faut rémarquer, que les courbes 7™ et }® — peuvent avoir en-
core'a part le point D un second point d’intersection. En effet par le
point double quelconque H de la surface U™ passent, comme nous savorns,
deux courbes T? et T, et deux courbes 7'# et V*. Pour 7% et ¥ les
faisceaux - relatifs (t;) et (UQ au (4) et (5) ont le plan commun p. ex.
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3;==¢;=1;v;. Par analogie pour les courbes 7,* et V;® les faisceaux rela-
tifs (t°) et (0 ont le plan commun ¢i=1v", ou t° et v sont les
génératrices de la quadrique 7. Si nous prénons en considération, que
le plan tangent ;= t;0 & la quadrique 2 est un élément commun des
faisceaux (t) et (v°), les courbes T® et V?, a part le point H, possédent
alors le point commun A= 2. En méme temps le plan tangent
Bi=1"v; & la quadrique Q7 est un élément commun des faisceaux (£)
et (vy). Les lignes courbes T} et ¥'® se coupent donc en les points H et
B=~0:BrB. Et alors: ) v

Deux lignes gauches quelconques du. troisiéme ordre T® et V¥, si-
tuées sur la surface U'° et appartenant aux systémes différents; se cou-
pent. en général en un point.

Si ce point d'intersection est un point simple de la surface 1* il
ne peut étre situé sur aucune des 12 droites st de cette surface.

'Si le point de rencontre des courbes T et V? est un point double
de 1a surface W il est alors soit un point quelconque de la courbe double
R,® de la surfaae W® soif un point de rencontre de la courbe Ry avec
la droite st de cette surface. ’

Si les courbes T* et V* se coupent en deux points, l'un d’eux est
un point simple et le second un point double de la surface W°.

Pour chaque génératrice #; (respectiv. v;) de la quadrique Q7 nous
obtiendrons sur la surface U® — conformément a la relation (4), resp.
(5) — la courbe T*® (resp. ¥3). Puisque chaque génératrice f; de la qua-
drique @ coupe toutes génératrices v; de cette quadrique et récipro-
quement, on a donc:

Chaque ligne gauche T? (resp. V') de la surface W® coupe toutes
les lignes gauches V?* (resp. T?) de cette surface.

Des considérations précedentes il résulte, que deux courbes T# et
T2, resp. V¥ et V,?, qui appartiennent au méme systéme, peuvent se
couper seulement en le point H== ez s ==0; 9. @ de la courbe double R,
de 1a surface U, Nous démontrerons plus loin, que la courbe p. ex. T*
coupe R," en 8 point H. Chaque courbe T* coupe donc 8 courbes T° et
ne coupe pas ~! d’autres courbes 7T°  Les courbes du systéme J® ont
la méme propriété. On a donc:

Deux lignes gaches. quelconques du {roisiéme ordre T8 et T,
resp. V3 et V', situées sur la surface W® et appartenant au méme sy-
stéme] n’ont en général aucun point commun.

Si deux des courbes T® et Ty (resp. V3 et V,?) se coupent, le point
de rencontre est le point double de la surface W ef n'est sifué sur au-
cune des 12 droites s+ de cette surface. ‘
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Chaque courbe T* (resp. V?) coupe 8 courbes T* (resp. V?*) appar-
- tenant au méme systéme.

Des considérations du N” 14 on sait que: a) les surfaces curvilighe
I et A* se coupent suivant la courbe, qui se décompose en courbes
R,® et G*, b) les lignes gauches C® D°®et G* ont deux points communs
A et B, ¢) la courbe C® coupe la surface A% en les points A4, B et 16 po-
ints restants P, d) les points I’ sont les points d’intersection des courbes
C* et R,®. Conformément & nos considérations les sommets C; et D; des
cones ' et A% gni sont les bases des faisceaux aux (3) et (3a), n’étaient
pas situés sur la quadrique Q7.

Etant donné les points quelconques Ci=tiv; et Di=1"v de la
quadrique 2, le faisceau de plans (I'?), resp. (47) se décompose en deux
faisceaux (f:) et (p), resp. (£°) et (), cités aux (4) et (5). Alors la ligne
gauche " se décompose en deux courbes T2, F® et la courbe gauche D*
se décompose en deux courbes T et V#, ol les points 4 et B, désignes
au b), sont naturellement les points d’intersection des courbes 1% et V,?,
resp. 1,* et V%, Conformément & la condition au ¢), la courbe T* coupe
la surface A® en le point 4 et en les 8 points P. La courbe F* renconire
A* en le point B et en les 8 points P De la relation au d) il résulte
directement le théoréme:

Chaque ligne courbe gauche du troisiéme ordre T? (resp. V), située
sur la surface curviligne I, coupe la gour-be gauche double R," de cette
surface en 8 points.

19. Coniques sur la surface W'.  Supposons maintenent (voir N 18),
que le point C: est situé sur la quadrique @ et dans I'un des 12 plans
o, t==1,2, ..., 12. L’élément o est le plan tangent a la quadrique 2
et le coupe suivant deux génératrices f+ et vi¢. Faisons de sorte que ces
génératrices soient les axes des faisceaux de plans au (4) et (5) du NY 1
Les faisceaux de plans, satisfaisant la relation (14), engendrent alors la
ligne gauche T* d’ordre 3, qui (N” 18) appartient a la surface W et qui
se décompose en la droite st==opoptopr et en la conique 1.2, dont les
points sont les éléments A == ;o ay, ... Les faisceaux aux (5) engendrent
la ligne gauche F?, qui appartxent a ‘V" et se décompose en la droite
stet en la conique I'?, ayant les points B=§Bpi, ... Nous appellerons
cette droite s la droite adjointe de la conique T,% et de la conique V.
Comme dans nos considérations il y a 12 plans op ='ft v, nous obtien-
drons donc sur la surface W 12 coniques T et 12 coniques V%

Le point p. ex. d=w;0r0; de la conique 7> et de la surface W®
est (N° 11) le point 4=a/a o, ol les plans o/, o’ et o sont les élé-
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ments homologues des gerbes, satisfaisant la relation (12) du N° 10, et
les éléments des faisceaux au (14). Il est évident, qué la conique T est
aussi engendrée par les faisceaux aux (14), et la conique F.? par les
faisceaux aux (15).  On a donc:

Sur la surface curviligne W il y a 24 coniques, qui se divisent en
groupe de 12 coniques T2 et en groupe de 12 coniques V2, 1 =1,2, ..., 12.
Chaque conique T2, resp. V.2, est engendrée par les faisceaux projectifs
des plans, satisfaisant les relations (4) et (14), resp. (5) et (15). Chaque
droite st==opcogtor de la surface WS est la droite adjointe & une conique
T2 et & une conique V2

Des relations (4) et (5) nous voyons, que les faisceaux (f;) & () en-
gendrent la quadrique I'y?, ayant les génératrices st=ot oo, an===a;ur, ...,
engendrent la quadrique Ay ayant les géné-
ratrices s, by =08k, ... Le point p. ex. A=u0o;0r2 de la quadrique
T2 est le point de rencontre A4 =anx de la génératrice an de la qua-
drique I'ix* avec de plan a. Le point B=~_§;fxf de la conique /2 est le
point de rencontre B= by f; de la génératrice by avec de plan 1. Nous
concluons de 1a, que la conique 72 est située sur la quadrique I'y? et la
conique F? est située sur la quadrique A2 et les génératrices st, ik, ...
sont les unisécantes de la conique 7,° et les génératrices s, ba, .. sont
les unisécantes de la conique J 2

Si la conique T2 coupait une droite st de la surface U%, par ex. la
droite s'==o/' 65" en un point 4 =o0;0,a, par 4 passeraient deux tri-
plets de plans homologues @2z et s oxla, alors A devrait coincider
avec un -des trois points d’intersection S' de la droite s' avoc la courbe
gauche double R,* de la surface ¥. On a donc:

Chaque droite st==spstor, t==1,2,.., 12, de la surface V°, qui est
la droite adjointe a deux coniques T} et I de cette surface, est I'uni-
sécante de la conique 1T.? et de la conique I 2

Nous peuvens considérer (N° 18) la conique 7}? et sa droite adjointe
st comme une courbe déformée 7% d'ordre 3. Puisque 7™ coupe (voir
N' 18) la courbe double R,® de la surface W' en 8 points et la droite
st est (N 11) la trisécante de la courbe R, il en résulte la justesse du
théoréme : . .

Chaque conique de la surface curviligne W coupe la courbe double
R,* de cette surface en 5 poinfs.

Pour t==1,2 nous aurcns deux coniques T® et T\ et deux coni-
ques T® et F,°. Etant donnés — (voir -les relations (4) et (5)) — les
faisceaux de plans (#'), (t?), (vi') et (v#), nous remarquerons facilement,

99


GUEST


34 Antoni Plamitzer

que ni les deux premiers faisceaux ni les deux derniers faisceaux ne
peuvent posséder un plan commun, mais le premier et le quatriéme
faisceaux possédent un plan commun 7;=1%'v?, et le second et le troi-
siéme faisceaux possédent un plan commun & =t*v;'. Les coniques T;*
et T4 (resp. V2 et V,*) n’ont pas en général de point commun, mais
les coniques T2 et V,? se coupent en le point ("==7;7k 7, et les coniques
T, et V% se coupent en un point D =25;8;8. Et alors:

Chaque deux coniques de la surface WY, qui appartiennent au méme
groupe de coniques T2, resp. V%, n’ont en général aucun point commun.

Chaque deux conique de la surface W%, qui appartiennent aux dif-
férents groupes et qui n’ont pas de droite adjointe commune st==ogoitot,
se coupent en général en un point. )

20. Sections planes de la surface W*. En vertu des considérations
précédentes nous démontrerons, que:

Le plan quelconque =, qui ne passe ni par aucune droite s == oGkt o,
ni par-aucune conique Tﬁ, resp. V.2, de la survace curviligne W%, coupe
cette surface suivant la courbe P“ d’o)‘dl'e 6. La courbe plane P® a 6
points doubles, appartenant A la courbe double R, de la surface ",
elle est donc en général une courbe de la classe 18 et de genre 4.

Si le plan sécant = est le plan tangent au point simple quelconque
A la surface W, alors: la courbe d'intersection P® posséde 1 pomts dou-
bles et elle est de la classe 16 et de genre 3.

Si 1€ plan sécant = passe par Iune des 12 droites st de la surface
', alors © coupe cette surface U suivant cette droite st et suivant la
courbe P® d’ordre 5. Les trois points de rencontre de la droite st avec

la courbe double R, de la surface W® sont les points simples de la

courbe P°. La courbe P® est en général de la classe 14, de genre 3 et
elle a 3 points doubles, situés sur la courbe R"

Si sur le plan sécant = est situde l'une des 24 conigues de la sur-
face WS, I'élément = coupe cette surface encore suivant la courbe P*
dordre 4. Chacun des 5 points d’intersection de cette conique avec
la ligne gauche double R,% de la surface U est un point simple de la
courbe P'. La courbe P* est de la classe 10, de genre 2 et elle a un
point double, situé sur la courbe R,°.

21, Transformations planes de la surface U". La surface curviligne
¥ est engendrée (N® 7) par les trois gerbes collinéaires des plans du
second degré:

(L) % (W) @)

Q) =
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on itk#1 1=1,2,3; k=1,2,3; [=1,2,3.
gerbes entre elles dans les espaces collinéaires:

Faisons correspondre ces

}:i VA Ek KA El . (1)
qui n’appartiennent pas (N' 1) au méme faisceau d’espaces collinéaires.

Pour fransformer la surface W* en un plan quelconque établissons
d’abord la collinéation générale

-'I % lQ " (21)

entre -I'espace X et l'espace nouveau Y,. De la relation (21) résulte
directement la collinéation entre les gerbes de plans de degré 2:

&® (als Bry o 01, ---) * §N02 G BO! s Pos -") (22)

dont les bases sont les quadriques homologues £)° et 2, de ces espaces.
Ensuite entre les plans de la gerbe ainsi obtenus (£,%) et les droites du
systéme plan (p,), ayant pour base un plan tangent quelconque p, & la
quadrique €%, établissons cette correspondance (1, 1):

g02 (’10: Iﬁoy .

ou aux différents plans tangents %, By, ... a la quadrique 2,2
correspondre les droites a,=pya, by=10,8, .-
plan fondamental p, avec ces plans tangents.
biunivoque (Qo2 ) o (po) construite de cette maniére le plan p, et les gé-
nératrices t,* et v;¥ de la quadrique 2% qui sont afférentes au plan g,
sont nommés les éléments principaux. En effet au plan p,, considéré
comme élément de la gerbe (2,?), faisons correspondre toutes les droites
du systéme plan (p,) et aux droites f,* et p,* du systéme plan (p,) fai-
sons correspondre dans la gerbe (2,%) les faisceaux de plans (£,*) et (vy*)
Si le plan p, coupe les génératrices quelconques t, et v, de la quadrique
Q% en les points T,=pyf, et Vy=p, v, de la relation (23) résultent
directement les perspectivités des faisceaux:

) o* Po (‘10’ b(h ) (23)

faisons
, qui sont les arétes du
Dans la correspondance

x T, (0%, ag,...)
VRVt by, ) - (24)

D'un point quelcongue C, de l'espace ¥, qui n’est situé ni sur 2,2
ni sur p,, déterminons le cdne circonscrit I')? & la quadrique £, et cou-
pons — le par le plan p, suivant la conique Cy®. Les plans g,=Cy 1%,
0= C\y0,*, @, By,... de la gerbe (2%, passant par le point (', engen-

ty (Vo =1,0,%, ey, ...)

et v, (t=1, 1,¥, {30{ -
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dreront un faisceau de plans (I;?), dont la base sera le comne 1'% et les
droites homologues t,*, vo¥, @y, by, ... du systéme plan (e} formeront un
faisceau de droites tangentes (C) A la conique C* et la perspectivité
suivante a naturellement lieu: )

P2 (eg=Cot,¥, 0,= Covy®, 2, By ) K CoE (t¥, v,*, ag, by, ) (25)

- Profitant de ces relations nous pouvons fransformer la surface cur-
viligne W en un plan p,; & chaque point simple quelconque A = a;axo
de la surface U® (N® 7) — a Vaide du plan «, de la gerbe (2% — cor-
respond une seule droife ay=p,%, dans le plan p, et réciprogquement.
A chaque point double B =B:fp=Fs BBt de la surface W%, située
sur la ligne gauche double R,%, correspondent deux droites b,=1p,0, et

,'==p,B," dans le plan p,. A chaque droite g=oi'o'al', t=1,2,.., 12,
de la surface ¥ correspond une seule droite si'=p,g,*. dans le plan p,.
Prenant en considération la relation (3) du N° 1 nous constaterons faci-
lement, que les points différents .4 == a;oy oy, B =28;Bp),.. de la ligne
gauche unicursale C* d’ordre 6, située (N° 12) sur la surface I, se trans-
formeront — voir la relation (25) — en les droites tangentes a,==p,%,

" by="pyBp, - & la conique Cg* dont les tangentes sont aussi les droites
principales £,* et v,*. Si la courbe ' se décompose (N'15) en la droite
s=0;0.0; el en la ligne gauche C® d’ordre 5, la courbe unicursale ('®
se transformera en la conique C,?, dont les tangentes sont les droites
pricipales f,*, v,* et la droite s5==p,%.

Si la ligne gauche (' se décompose (N° 16) en deux droites
st=ot oo, s2=oc2cxc? et enla courbe gauche unicursale C'* d’ordre 4,
alors dans le plan p, l'image de la courbe (' sera la conique C.2 dont
les tangentes sont les droites principales %%, v,* et le droites 8ot ==py G,
8,1 ==p,5,% De méme si la ligne gauche C° se. décompose (NY 17) en trois
droites s', s%, s* et un une courbe gauche C* d'ordre 3, aux points dif-
férents A, B,.. de la courbe C? correspondent les tangentes a,, by,
de 1a conique (\?, dont les tangentes sont aussi les droites pricipales
%, v,* et les droites &', §* &*. Nous constaterons facilement, que les
points différents 4, B,.. de la ligne gauche I'* d'ordre 3, située (N© 18)
sur la surface W%, se transformeront en droites du faisceau (7'), dont
le sommet T, =1,p, est sur la droite principale v,* du systeme plan (eo)

Par analogie la ligne gauche V3 dordre 3, située sur la surface U, se-

transformera en un faisceau de droites (V,), dont le sommet V,=uv,p,
est sur la droite principale f,* du systéme plan (p,). Enfin on doit
remarquer, que la conique T2, située (N° 19) sur la surface U™, se tran-
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sformera en un faisceau de droites (T), dont le sommet est le point
de rencontre Tyt==u," st des droites v * et s;t==p,5,. La conique V.2,
située sur la surface W, se transformera en un faisceau de droites (),
dont le sommet est le point Vy=1,%s.t. ‘ i
Nous pouvons construire une telle transformation de la surface
curviligne W* en un plan ', ot a chaque point simple 4 de la surface U
correspond un seul point 4’ dans le plan «’, et réciproquement. Dans
cebut nous profiterons de toutes les relations de ce numéro et en outre
nous établirons la corrélation générale: ‘

o (@ By 1%, 0%, ) 7 0 (A B TH V%) (26)

entre le systéme plan (py) au (23) et le systéme plan (o’), dont la base
est un plan quelconque ®’. De cette corrélation — voir les relations
(24) et (25) — nous obtiendrons les projectivités suivantes:

To(F, ag YK EFH A, et Vo(ty®, by, ) K0 (TF, B,.)  (243)

C‘()‘z (t()‘: DD*r ay, bo: ) * C’z (T“y V%y A,: B’: ) (253)

Des relations géométriques (23) et (26) résulte directement une corres-
pondance biunivoque :

Q% (g, Bgy -) O 0" (4, B',0) (27)

ol aux plans tangents différents «, B, .. 4 la quadrique @4® correspon-
dent les points A4’, B,... du systéme plan (o'). Au plan p,, passant par
les génératrices f,* et v,* de la quadrique Q4% correspondent tous les
points du systéme (o'); aux points 7 et V'* du systéme plan (o’) corres- -
pondent les faisceaux de plans (f,*) et (vy*) dans la gerbe (2,%). Le plan
po et les points T, T* sont donc les éléments principaux de la corres-
pondance (1, 1), citée au (27).

De ces considérations résulte la transformation de la surface cur-
viligne U en un plan o', ol a chaque point simple A =002 de la
surface U (N" 7) -~ & laide du plan ¢, de la gerbe (2,%), de la droite
a,=7p, %, du systéme plan (p,) et de la corrélation (p,) = (©’)— correspond
un seul point A’ dans le plan o', et réciprogquement. A chaque point
double B =(;f fi=="0:"B"Bi* de la surface U correspondent deux points
B" et BY dans le plan «'. A chaque droite st=oc¢otor de la surface W
correspondent — a l'aide du plan oy de la gerbe (2%, de la droite
S¢t==p, 6, du systéme plan- (5,) et de la corrélation au (26) -— un seul
point $* dans le plan '
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Nous constaterons facilement, que les points différents A=ua;u ...
de la ligne gauche unicursale C® d’ordre 6, située (N°12) sur la surface
" ¢ ge transformeront en les points A4',... de la conique C’ "2 située- dans
le plan o et passant par ses points principaux T%, V*. Sila courbg &
(reg. N* N* 15, 16 et 17) — se décompose: a) en la droite §s'=g0/ lesll
et en la ligne gauche unicursale C° d’ordre 5; b) en deux droites s“, 5?
et en la ligne gauche unicursale C* d’ordre 4; c) en trois Elroites st, i", §*
et en la ligne gauche C* d’ordre 3, alors: les courbes (%, (' et C"* se
transformeront respectiv. en la conique ("%, qui passe: par les points
principaux. T*, V¥ et dans le cas: a) par le point §, b) par les points
SY et §¥, c) par les points SV, S* et §¥. Mais les points différents de
la courbe gauche T* d’ordre 3, située (N°18) sur la surface 6, se trans-
forment en les points de la série (f), dont la base ' passe par le point
principal F'#. Par analogie les points de la ligne gauche ¥* d'ordre 3,
située sur la surface U* se transforment en les points de la série (v'),
dont la base v’ passe par le point principal,T*. Enfin les points diffé-
rents de la conique T2, située (N° 19) sur la surface W*, se transforment
en les points de la série (£), dont la base est t'=V*§", et les points
de la conique V?, située sur ¥¥, se transforment en les points de la
série (v,) dont la base est v/ ==T*S5".

Léopol,. juin 1941. — Cracovie, octobre 1946:
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Exemples des groupes de transformations
d'une droite en elle-méme qui dépendent
de quatre parametres essentiels

Przyktady grup przeksztatcen prostej w siebie, kiére zalezq
od czterech parametréw istotnych

Par

T. WAZEWSKI (Cracovie)

Considérons un groupe de transformations

E=0E, 1, .., 1) (1)

. .
ol & est un point variable sur la droite et ty, ..., f, désignent les para-

métres. .

Supposons d’abord que ¢ soit une fonction analytique des variables
& t,, ..., tp. Depuis Lie on sait que, dans ce cas, le groupe peut dépendre
tout au plus de trois paramétres essentiels. Si done p>=3 les parameétres
t;, .., tp ne peuvent pas étre essentiels.

Supposons maintenant que ¢ soit de classe (" dans un ensemble 7
composé des points &1y, ..., 7, tels que ¢ appartient & un intervalle ouvert
A et (f,.., 1)) appartient & un ensemble ouvert & qui fait partie de l'es-
pace cartésien a p dimensions.- .

Ceci veut dire que ¢ posséde des dérivées partielles (relatives i
& ty,..., tp) de tous-les ordres qui sont continues dans 7.

Nous dirons que le groupe (1) jouit au point &* (appartenant i A)
de la proprieté [, (i*) lorsque ce groupe envisagé dans un voisinage
quelconque (donc arbitrairement petit) de &* dépend de p paramétres
essentiels ty, .., 1, .

Dans le présent travail nous construisons (cf. Théoréme 1 du §5) -
l’exemple d’un groupe (1) de classe’ ("* qui jouit de la propriété W, (5¥)
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