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On peut supposer dans la démonstration que y(x)>>0 pour a<Zx<Cb.

On a généralement: A(Ay)?=24yA%y4-(A%y)?, A(dy?)=24ydy+
- AAY2+ [y +A@yY] A4 et par suité, en tenant compte de I'équation
proposée: AAy)? + R2A(AyY)=h(y + Ay)*A 4 + h* A (A y)* + (A*y)?,
donc, 4 (x) étant positive et le cas Ay=A"y=0 étant exclu on a:
AQyr=h[—Ady)+ (y+Ay)*A4]. En posant dans cette inégalité
successivement x=c¢—kh, x=c—(k—10h---x=c¢+(s-~1)h et en
faisant la somme on obtient I’inégalité:

— @Ayl =k [Ale—kh) y*(c

e+ (s—1)h

S’ (y+Ayra

w= (-—-I»h

@ y)ir-rﬁh . kh),....

—A(c+sh)yy*c+sh)] +h?

Or y*(c—kh)>=y*(c+ sh) donc on a a fortiori:

et(s—t)h

- (A y)i=cék-lz = S ,E

y==c—kh

13) - Ayl iw [y +Ayr—yilc+shAd.

Les deux suites y(c), ylc—DNh)---yle—rh) et y(c), yl-4h),..
y(e+nh) sont non croissantes (en y supprimant le terme y(c) on obtient -
méme des suites décroissantes) on a donc, en tenant compte des hypo-
théses de I'énoncé, les inégalités:

yi(e+th) > y? (e -+ eh) (k—1)..0,1

(i=— .. 8).

‘Ainsi doﬁc le. 2 membre de (13) est non négatif et le théoréme IV en
résulte. ‘
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Sur les propriétés du potentiel retardé
O wthasnoéciach potencijalu opéinlionego

Par

WITOLD POGORZELSKI (Warszawa)

Nous démontrerons ici quelques propriétés du potentiel retarde,
analogues aux propriétés du potentiel newtonien.

I On appelle potentiel retardé d'une charge spatiale au point
M (x,y,z) et au moment f l'intégrale triple suivante:

e [ [,

étendue au domaine mesurable D. La fonction p(P,f) des coordonnées
(¢,7,0) du point d’intégration P et de la variable t est dite la densité
de la charge spatiale au point P et au moment f. La variable r désigne
la distance entre le point d’mtegratlon P(,1,5) et le point arbitraire

M(x,y,2):
r= \/ [E
et enfin ¢ désigne une constante positive.

Nous supposons que la fonction 1 (57,4 1) est définie et admet les
dérivées ’

oY)

P+y—f+ -0

, e
””” 0t

bornées et intégrables A tous les points intérieurs (§,7,£) du domaine D,
et dans Vintervalle f,<<t<<T.
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2 Witold Pogorzelski

Nous allons démontrer que le potentiel retardé de la charge spa-
tiale (1) satisfait au point intérieur quelconque M, (xq, Yo, 7,) du domaine
D et au moment #, a I'équation différentielle

A A
Jdy>* 0z

@) (62V

1) _
L )uo‘*' 4np(Myt).

@ oF),
On suppose bien ente'ndu.que les valeurs de la variable f sont tel-
les que. la différence t——{— est comprise dans lintervalle (£, 7).

Pour démontrer la relation (2), considérons la sphére K de centre M,
située a lintérieur du domaine D, et décomposons le potentiel V' (M, ¢)
au point M (x,y,2) & Pintérieur de la sphére K en deux parties:

(3) . (M: t) — V}{ (ﬂ!’ t) + ]71)_.]( (Ms t)

égales aux intégrales triples étendues au domaine K et au .domaine
D—K extérieur i la sphére K.

La partie V,_, admet les derlvees du second ordre qui remplissent
la relation

. 102V, .

@) B e e
puisque le point M(x,y,z) est extérieur au domaine D—K (A désigne
Topérateur de Laplace).

Pour calculer les dérivées de'la composante V (M, 1),
quon a

remarquons

op_ 6[L 1 9] . r\|
PP + PYH _P‘ (E, 1,6, ¢ c)

i <£: T‘) C: Lo l")
- 4

(E 7]157'” Y,z ) -

en posant

done

) ~m——ff a‘* dmfff-..ilfﬂ"”’tf<‘)”,;‘,_
ff Pt_&_c;su dsp_|_fff _ u(l . )

d,

icm°®
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S étant la surface’ de la sphére K et a l'angle que fait avec l'axe des x
la normale extérieure A la surface S au point P'.-

I1 résulte de 1'expression (4) VYexistence de la seconde dérivée au
point M (x,y,z) de la sphére K sous la forme

p, P, f-—-——}
6 € cosa-da,—
X r
st (o) g, x—t ,@?,v;,) :
[ [==52 d) L de— 7 \afat)_r
c K

r
P (P, t— 4)
:ff—gi lr—-w;—' Ll cosa-d Sp —ff—%- (;)é [p. (P, t— —2—)
§ N :

Nous calculerons de la méme facon les secondes dérivées par rap-
port aux variables y et z et nous aurons la relation

o 1 0°Vy
®) A Vg— E e

%»}Zcosﬁ-t—%% -cos"{}’_ . ~dap -+

y—nf0p, T 0%)
_fff—;T (an+ covot 1___dtl’
K
&[G

~dw:P.
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'Si le point M coincide avec le centre M, de la sphére K, on a

9 (» 9 (e 9 (u) _d (!L)m._.rh L L dy
E(7)c05m+a—n(r)qosﬁ Foel)eosr=g, 1= pg-f s dn
E(% désignant la dérivée suivant la normale extérieure et p— le rayon

de la sphére K; il en résulte que la premiére intégrale dans la relation
(6) tend vers la limite :

—4np (M, 1)

si p-tend vers zéro. Toutes les autres intégrales dans cette relation ten-
dent évidemment vers zéro avec p et comme le potentiel V=Vy -V ¢
ne dépend pas de la sphére K, nous en concluons, rémarque faite de
Péquation (4), que les secondes dérivées du potentiel V (M, f) remplissent,
au point arbitraire M, du domaine D et au moment t, I'équation:

RV RV eV 1 0tV Ny
(9% ) W*?W)Mf‘“““”‘””f

II. On appelle poientiel retardé au point M (x,y,z) au moment ¥
d'une couche double’ répartie sur une surface S, I'intégrale suivante:

‘ Pt — L ;
‘ ) d ,P ( 3 C) (]
] — A W Y —
(" U (M,t)_fsfdn 7 , dcp_.
”(P ’ﬁt_{?) 1 b (P't"“%)
= p ‘-——r:%——w rcos<p.da,,+~—c~ . et cosp.ds,

ot par (P, 1) on comprend la densité de la couche. C'est une fonction
définie & tous les points P de la surface S et pour toutes les valeurs f
dans'un intervalle (t,, T); r désigne la distance entre le point I de la
surface S ‘et le 'point atbitraire M (x,y,z) de l'espace; v désigne l'angle
de la normale intérieure d la surface § au point P avec le vecteur P M)
- Nous supposons que la fonction p(P,#) est continue par rapport au
point P sur la surface S et qu'elle admet une dérivée bornée et inté-
grable par rapport a la variable £. En outre nous supposons que la sur-
face § posséde dans tous les points un plan tangent continu.
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Si le point M coincide avec un point P, de la surface S méme, la
fonction U(M, 1) est définie par l'intégrale impropre

o\ Pt — L

- ; d ‘(’ ) ,

®) UP,H= f f S =
N

r

0
. , -
o (P, t— L(—t'—) 1 i (P, t— é’)
= —— —"leosq,.dop + - e cos gy d gy
K Ta ¢ S 0

T, étant la distance Py P et ¢y — l’anglve de la normale intérieure au
. —y

point P avec le vecteur PP,. Notre but est détudier la discontinuité

 de 1a fonction U(M,t) lorsque le point M tend vers le point Py-de la

surface S.
Considérons donc la différence

o (9) WM, H)=U(M,1) —ffﬂg’—tl cosy.dop
S

entre le potentiel retardé U(M,1) et le potentiel newtonien de double
couche de densité w (P, 1).
On a

u (P, t-*%)—w(l’, t)
(9) W (M, 1) :ff - cosy.do+
S

4 17g (P, t— I—)
+ —l—f f ~~~~~ . -l cosg.ds.
cJ . i

Or, 1a fonction p.(P,f) étant dérivable par rapport & la variable £,
il existe une constante positive k telle qu'on a

®

(10)

(L(P,tw’—c.)f--p.(l’,t)’<kr
pour tous les points P de la surface S et pour tous les points Jl:l dun
domaine borné D’ contenant le domaine D limité par la surface S.
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Deux intégrales (9') sont donc évidemment continues si le point M
traverse la surface S, c. & d. on a

tim W (08, = W (P, == (M, ) — f f »!’«t(rij;ﬁ cos 5. d s, .
N

Mais on sait bien qu'on a
; w(P1) v (Pt : ,
}'{1511’ S‘[———r—ﬂ-—cos?.ds::ff»rﬂg«-cosgo,,(lai%cp,([’(,,'t)
g

ou le signe supérieure 4 concerne la valeur limite intérieure i la sur-

face . Nous avons donc la discontinuité suivante du potentiel retardé
de double couche:

li ffd H(P”i_%) d "J“(P’t_%)
i Janl T e = ) e et bt
i T

0

.

Varsovie, décembre 1947.
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Surface d'ordre 6 ayant une courbe gauché
double d‘ordre 6 et de genre 3

Powierzchnia rzedu széstego z krzywa skoéng podwéing
rzedu széstego i rodzaju trzeciego

Par

ANTONI PLAMITZER (Krakéw)

Dans le traité présent jétablis les méthodes d’engendrement pro-
jectif d'une surface curviligne W6 d'ordre 6, ayant une courbe gauche
double R, d’ordre 6 et de genre 3. A cet effet je prends dans trois
espaces collinéaires, qui n’appartiennent pas au méme faisceau, des sur-
faces homologues du second degré comme bases pour trois gerbes colli-
néaires. Je démontre que les triplets des plans homologues de ces gerbes
se coupent aux points de la surface étudiée W6, La courbe double R,
de cette surface est le lieu géométrique des points d’intersection des
triplets de droites homologues de ces trois espaces collinéaires. On sait,
que les deux de ces trois gerbes collinéaires déterminent la congruence
(2,6) ‘du second ordre, de la sixidme classe et de la seconde espece.
Parmi les droites de cette congruence et les plans de la.troisiéme gerbe
jétablis la correspondance (1,1), et les points d’intersection des éléments
homologues de cette correspondance biunivogue sont les points de la
surface étudiée WP. Pour trois congruences je construis 12 droites com-
munes et je montre, quelles sont les trisécantes de la courbe Ry® et
qu'elles sont situées sur la surface ¢, Je donne une généralisation des
méthodes projectives mentionnées ci dessus d’engendrement de la surface e

en utilisant un faisceau d'espaces collinéaires. Ensuite j'examine les cour-
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