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Nous allons maintenant démontrer notre théoréme. Supposons d’a-
bord que les relations (10) aient lieu en chaque point de la t:ourbe C.
En tenant compte du fait que les vecteurs x; et x, sont indépendants
nous. pouvons tirer des égalités:

Koxe==— g™ Lim xj ‘ amn

comme conséquences les égalités suivantes:
N g L e @ Ly (18)
— g Ly = — g Ly =0, | (19)

Le systéme (18)—(19) peut &tre résolu par rapport a Lix ce qui donne
le résultat

2 12 11
Ly=— )\g“ v Lys== - g Lyy==- )\ﬁs (20?
: &
Oll NOUS avons posé:
gll g‘lﬁ )
g = . (21)
f g g

Mais on sait d'autre part -que lon a: =

oo 12 g2
%}7=g22: '§~ =4 :;':-s':gH: (22)
ce qui, confronté avec (20) nous fournit finalement ’
Lix=—X . gu (i, k==1,2). : (23)

Les relations (23) sont caractéristiques pour les points ombilics. La suf-
fisance des conditions est ainsi prouvée. Réciproquement la démonstra-
tion de la nécessité de ces conditions est plus facile. Si Ion suppose (23),
on parvient sans difficulté aux équations (10). .

Sur une surface sphérique, qui ne se compose que de points om-
bilics, chague courbe réguliére est en méme temps une courbe spéciale
de courbure. Les courbes spéciales sur les autres surfaces de révolution
sont uniquement des cercles paralléles & l'équateur pour lesquels le
centre de courbure de la section normale correspondante est situé sur
T'axe de révolution.

Il faut remarquer que la démonstration de notre théoréme au moyen
des méthodes analytiques serait beaucoup plus longue, si on ne g'était
pas servi du caleul tensoriel. '
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Sur les zéros des polynomes et de leurs dérivées
successives *)

O punktach zerowych wielomianéw i ich kolejnych pochodnych

Par

JAN G.-MIKUSINSKI (Lublin)

Soit f(x) une fonction continue, ayant des dérivées d’ordre n con-

tinues dans un intervalle (a,b). Supposons que toutes les racines de
I'équation

® fO(x)=0 (f=0,1,..,n),

contenues dans (a, b) soient s1mples et désignons leur nombre par r; |si
i=0, on considére I'équation f(x)=0].

En vertu du théoréme de Rolle, les nombres [ R
aux inégalités

2) riecslntl o (i=1,2,..,n).

satisfont

n

Considérons maintenant le probléme inverse: Etant donne un systéme
quelconque de n+1 nombres entiers et non négatifs T'”,!“...,ln, et qui
satisfont aux inégalités (2), existe-t-il une fonction f(x) dont la i-&me
derlvee (1 =0,1,...,n) ait exactement r; zéros simples dans un mtervalle

*) Le résultat contenu dans cet article a été communiqué en 1939 dans les
C. R. Acad. Sc. Paris 208, p. 1966-67.. Or, sa démonstration qui devait paraitre
la méme année dans les ,Prace Matematyczno-Fizyezne”, navait pu étre publiée
jusqu'd maintenant & cause de I'invasion allemande. Le texte présent ne différe que
légérement de celui que l'auteur avait présenté en 1939 au feu rédacteur des Prace
Mat.-Fiz. Prof. S. Dickstein.
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(a, b)? En d’autres termes, il s'agit de constater, si ,le théoréme de Rolle
constitue Punique limitation qu’on puisse imposer au nombre des zéros
d'une fonction réelle et de ses dérivées successives dans un intervalle
ouvert donné” *).

La réponse i ce probléme est positive. Il est méme possible de
renforcer la proposition, en déterminant un polyn,amc{

W(x) = an x™ -+ Am—1 e R ] (”1 =Py - 1)

qui satisfait & toutes les conditions exigées. Le degré m==ry+n de
W (x) ne peut plus étre abaissé, car la n-iéme dérivée W (x) qui pos-
séde r, zéros, est de degré rn au moins.

La détermination directe du polynome W (x) est difficile. Nous y
parvenons, dans le présent article, en ‘considérant une suite de polynomes

(3) I(Vl (x): I/VZ (JC), sy I/V(I—’l (x)i W'fj (x)v
forrnés de maniére que
10 iz (=1,2,.,9—1)

20y T (1=0,1,...,m5; j=1,2,...,q —1);

wi W

3¢ Zr”-f\’}:rh”l (i=1,2,..,q—1),
=

i=1

ol m; est le degré du polynome W;(x) et rij (i==0,1,..,15 j=1,2,..,¢)
est le nombre des zéros de Wil (x) dans (a,b).

Si r, est pair, on pose W,(x)=1; dans le cas contraire on pose
W, (x)==xP —xP~'—...—1, ol p est le plus petit nombre naturel, tel
que rp soit pair. Le premier terme W, (x) de la suite (3) étant ainsi
déterminé, on démontre qu’il est possible de déterminer successivement
d’autres termes W,(x), W, (x), ... de maniére que le dernier terme 1’y (x)
soit le polynome cherché W (x).

Pour rendre les: calculs plus symétriques, nous employons souvent,
dans le présent article, le symbole f(x) au lieu de f(x), ce qui veut
dire que la dérivée d’ordre 0 est la fonction elle mdéme.

Théoréme 1. Soient f(x) et g(x) deux fonctions réelles, continue-
ment dérivables dans un intervalle [a,b]. On suppose que

*) Ce dernier énoncé du probléme est di a4 M. G. Pélya.
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» / (x()) = 0! /’I (xn) ==0 (ﬂ <Ay <b)

et que x, est la racine unique de f(x) dans Uintervalle la, b].

_ Cela posé, il est toujours possible de déterminer un nombre positif =,
tel que, si .
(4) et (5) [fx) —g(x)|<<e et !f(x)—g (x) <<z dans |a,b],

alors

(6) fla)-g@=>0, f(b) g(b)=0
et *
Blx) =0, g (x/)==0 pour un certain x; (a<<a, <<b).

Démonstration.  En supposant que ' (x,) = 0, on établit un intervalle
{(%¢g—h, x,+h) contenu dans [a,b], dans lequel f'(x)>>q¢=>0. On fixe
ensuite un nombre p >0, tel que

fla)<i—p pour as«lxlx,—h,

(7)
flx)=p " pour  x, AT a0 b,

Cela étant, nous montrerons qu’il suffit de poser, dans notre théoréme
P G o

sy, 7217' En effet, en vertu des inégalités (4) et (7) on a (6) et la -
fonction g (x) ne peut s'annuler dans les intervalles [a, x, — h] et [2yFh, b].
Elle s'annule cependant dans (x,—h,x;+h), car elle est des’ signes
opposés aux deux extremités de cet intervalle. Or, la racine de g(x)
contenue dans (x, —h, x,+ h) est sirement unique, car g’ (x)> 4 ans
cet intervalle. . : 2

Le théoréme est ainsi démontré pour f'(x,)>0. Le cas f'(x,) <0
se réduit au précédent, en posant f(x)=—f, (x).

Corollaire. Soient f(x) et g{x) deux fonctions continuement déri-
vables dans un intervalle [a, b]. On suppose que Péyuation f(x)=10
posséde exactement n racines simples xy,..,x, a Pintérieur de (a, b) et
qu'il 1’y a plus de racines dans [a, b).

Cela posé, 1l est toujours possible de déterminer un nombre positif e,
tel que, si

®) [ (x)—g )<= et |f(x)—g(x)]<<e dans [a b],
alors .
(9) fla)-g(a)=0,  f(b)-g(b)=0
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of il existe a linterieur de (a,b) exactement n racines simples x', .., x,

de Péquation g(x)=0 et il n'y a plus de racines dans [a, b).

Démonsiration. On divise lintervalle [a, b] en n sous-intervalles
#1,...,%, dont chacun contient & son intérieur exactement l'un des points
X4 %n . D’aprés le théoréme précédent on peut déterminer sz nombres
positifs & =~ 0, tels que, si

=g <e,  [f—g @<,

alors l’équation #(x)=10 pd"ssede dans ¢; (I==1,..,n) exactement une
racine simple x; et l'on a g'(w/)==0. Cela ctan‘t 11 suffit de prendre
pour ¢ le moindre des nombres &, ..., & .

Théoréeme 2. Soit donné un polynome de degré 1
We(x) = by 2 o b byt by 2 o — by 2+ Wy (20)
( <q~<s~;’t),

ou les coefficients b; (i=t—1
nome de degré g—1.

Wit () =

y-r q) sont positifs et W (x) est un poly-

On suppose que

v'pour RO e | (1=0,1,..,g—1).
Cela posé, il existe un nombre positif e

Wy (x)] tel que, si

|qui dépend en général de

bi<z

(i=t—1,..,5)
alors Péquation
(10) W () =0 i=0,1,..,q—1)

est dépouroue de racines .ou en a exactement deux qui soni =k,

Démonstration. Soit m le moindre des nombres
W (k) (i==0,1,..,q—1).
En posant -
m

e

=TT

on a pour i=10,1,..,¢—1

iI/Vi(i)(‘ —II;II)( )‘.,lli(i )bi l,\t——l——l+ +( )bsku—-z

st o S i— q i
TN
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i!(t_il),..,,i!(j)<(1’~1)!,
A0 () — g ()| < (1)1 (b =i ok By ks

1, on a & plus forte raison

et, en vertu de

comme k >
(WA () — W (k)| << (£ —1) Ve# (g 4+ - 4 bs) <2 (E—1) Lk (f'—s)ﬁ»—m

Dot Wi (k)W (k)—m et, en vertu de W, (k)>m, Wi (k)>>0

(i=0,1,..,¢q—1). La supposition que tous les b; sont positifs entraine
lim Wi (x)=-oo, donc l'équation (10) posséde siirement un nombre
x-ytoo )

pair de racines > k.
Supposons maintenant que le nombre de racines >k de

Wi (x) =10

"> 4. Alors l'équation
Wf(i‘-)-l)(x) =0

a, d'aprés le théoréme de Rolle, au moins 3 racines >k; le nombre de
ces racines étant pair, il s’ensuit qu’il y en a 4, au moins; par récur-
rence-on voit que l'équation W{e—1(x)=0 posséde encore au moins 4
racines > k. ‘

Ensuite, toujours d’aprés le théoréme de Rolle, le nombre de racines
=k de I'équation ‘

Wi (x)=q! {(t_l) T S ( s ) by x—1 —

N

est > 3. Or, ceci n’est pas possible, car d'aprés larégle de Descartes il
n’existe qu’une seule racine, le nombre des variations de signe étant égal al.

oLi<g—2)

soit =2, donc

- Théoréme 3. Etant donné un polynome
”/:m (JC) = Qpyy X" Yok apen am— e Qy,

ol a;=3=0 (i==0,1,..,m—1), désignons par p; le nombre des racines
positives de I'équation

(11) Wl (x)=0 (i=0,1,..,m—1);
on suppose que toutes ces racines sont simples.
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Cela posé, il est possible de déterminer, pour tout systéme de quatre
nombres entiers p, q, s, t, (0<p<Im <yq<s=If, p<Cq), un polynome

(12) W‘vf (-") = at—1 xrnl"}‘af-—-‘l -x1~2+ coeday XM + ”"m (JU),

ot ai==0 (i=m, m+1,..,t—1), tel que toutes les racines positives de
Iéquation

(13) W (x)=0 (i=0,1,..,1—1)

sont simples et qu'on a exactement

1% o racines positives, si 0« i+ p—1;

20 pit2 " » si peliim-1;

30 2 ” » si mallel . q—1;

41 ” v siogwlisl o s—1;

500 y wSToSeliel te1.

Démonstration. On peut supposer, sans restreindre la généralité
Slf 1{1 démonstration, que am—s >0. [Si an— <0, il suffirait de poser
W (&) =~ Wp(x) et d'opérer avec le polynome W, (x)|. Cela étant,

il existe un nombre, k=1, tel que

(14) Wl (x)=>0 (i==0,..,m—1)

pour x>»>k. En vertu du théoréme 1, on peut déterminer un nombre
e>0, tel que, si

(15)

[0 (x) — W'D (%) <Z 2 (i=0,1,..,mm—1)

dans l'intervalle [0, k], alors Péquation (13) posséde, pour i==0,1, .., m —2,
exactement p; racines simples dans (0, k) et 'on a ’

(16) ) Wi(k) =0 pour i=0,1,..,m—2.

Nous choisirons les valeurs de @i, ar—s, ..., an de maniére que l'inégalité
(15) ait lieu dans lintervalle [0,k].
) En dérivant (12) i fois, il vient

0 ae) — W0 () = i Jl( Y )* *

+ (t”z) Qs X (’”) i \}

i i
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pour i=0,1,..,t- 1. On en déduit, pour 0« x <k,

i” T (x) | /G| (~\.)| Ll {( t_il > lag— k=it 4

5

{—9) . i ’ A
+([ ; )ia’*ﬂ!k""’+---+(1?>‘am]k'”"‘l}?

on a dong, pour k=1,

D (20) — T D ()

en vertu de

< (1) K (@] 4 fa—e] + -+ lam]).

En choisissant les .« (i=m,...,t —1) de maniére que

_ Min [z, (m —1)! am—1]

lai, <=

an (f—m) (F—1) Tkt

on aura (15) et, en plus,

W11 () = ¥ 1) () - dans [0, k].

(m—1)!an—y
Dans ce cas, I'équation (13) a exactement facines dans lintervalle
[0,k] i==0,1,..,m~-1), car les deux équations (11) et (13) sont dépour-
vues de racines dans [0, k], lorsque i=m—1. :

Posons maintenant

=qs=0o + 93,

Ay ="
(18) a.svl:"':aqz_ﬁv
gy == - =aAm =1,

oft v est un nombre quelconque, satisfaisant aux inégalités 0 -<7-<; les
nombres 2, #. ¢ seront fixés dans la suite.
On peut écrire

W)= (24 2) ¢ (2) + B4 (%) + Wy (%),

ou

o (x) ==

.

b () ==t e X,

W () =1 (0= oo 2m) o W (),
, 27
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Choisissons les « et 3 de maniére que

W1 (& o) — f'p“” () = "1"( =0y

BYo=h () + Wolr=1 (x)) =0,
Wi () —2 '?(”) (g} == IP(D) (ag) + B im (xl)) + ”/.’q(p) () == 0,

ol x, est un nombre positif.

En résolvant le systéme d’équations ci-dessus par rapport & « et B,
on obtient

LIV (), 40— () | o0=1 (), WO=1 (x,)

L ey, ey { ), WP ()
0N, 4N ) | T \ = acy), =) (acy) |
£F(p)(xo) ) (2g) 1 | (F (xo); 'l’(m(xo) |

En posant les abréviations:

g;(ﬂ~£) (x) == %y Py I
PPt () = b, aP .
I/Vq(p-“ (x) == T, x0T . s

on voit- facilement que les coefficients initiaux Dy, Pg, 1, sSOnt positifs.
En développant suivant les puissances de x, le numérateur et le
dénominateur des expressions obtenues pour « et B, il vient

(s— q) oy xSt

t—q t+q—2p—1
(t—3s) Py xfts—2p—1 + R ! ( 1) v +

([— )b e

o ==

911 voit que, pour x, assez grand, le nombre o est positif et le nombre
5

f négatif, et qu'en vertu de g<<s<<#t, les deux nombres «, § tendent
Vers zéro pour x,- -~ ~o.

En vertu du théoréme 2 on peut déterminer un nombre g 0 tel
que, si :
(19) 0o+ 8<e,
Péquation (13) posséde, pour i==0,1,..,¢q, 0 ou 2 racines " k. Posons

(20) A =Min (2, 7).

N

On peut choisir x;, de maniére que

(1) ) .

—_ B0 o 5}
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En vertu du théoréme 2, le pomt X, est la racine unique (double) >k
de l’équation

(22) 2 glr—1) (x) + B o= (x) + W i1 (x) = 0;

cependant I'équation
(23) o glP) (x) 4 B ) (%) +

a deux racines simples k. En effet, l'une:d’elle est le point xy; ce point
ne peut pas étre une racine double de (23), parce qu’il serait dans ce
cas une racine triple de (25), ce qui est en contradiction avec le théo-
réme 2. Comme (23) ne peut posséder que 0 ou 2 racines =k, il s’en~
suit qu’il existe nécessairement une autre racine x; différente de x,.

Fixons arbitrairement un nombre | supérieur a x, et x, et désig-
nons par M un nombre tel que

Wy (x) =0

(24) o) (x) <M et oPtx)<M
dans [k,1]. Fixons ensuite un nombre ¢, >0, tel que, si
(25) Bl (x) <y et P HN(x) e,

dans Vintervalle [k, 1], alors I'équation
(26) WD) (x) = [ l2) () + B ) (o) Wgl?) ()| - © ¢} ()

posséde dans [k,I] le méme nombre de racines que (23), cest-a-dire
exactement 2 (I'existence d’un tel nombre e, est assurée par le: théo-
réme 2). Posons enfin
(27 & = Min (a ET)

Tous les nombres o, f.1.5 sont ainsi déterminés. Cela étant, nous
démontrerons que le polynome W(x) satisfait a toutes les conditions
exigées. ) :

1" On conclut d’aprés (18), (20), (21) et (27) que 1’in_éga1ité (17) est
1emp1ie' l’équation (13) posséde donc, dans [0, k], exactement p; racines
pour 0- ~m—1.

Lequatlon (22) a une racine unique x, >k qui est double le coef-
ficient de la puissance la plus élévée. de x étant positif, on a donc
constamment

T 01 () — 3 601 (2¢) 2= 2 =0 () + B 4= () o+ W= () 0
En vertu de 5>>0 et de ¢ V(x)>=0 pour x>0, le poly-
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nome Wir—(x) est constamment positif pour x -k et I’équation (13)
est ainsi dépourvue de racines >k pour i=p—1.

On conclut ensuite d’aprés (20), (21) et (27) que l'inégalité (19) a lieu;
Téquation (13) posséde donc, pour 0 <Ii<m—1, 0 ou 2 racines k.
Supposons pour moment que cette équation (13) ait, pour 0+ i-Im—2,
2 racines >k; alors l'équation W,*+1) (x)=0 posséde encore, d'aprés le
théoréme de Rolle, quelque racine >k, donc exactement 2 racines = k.
On déduit par récurrence que, si I'une des équations (13) (i==0,1,..,p -2)
possédait des racines >k, alors l'équation (13) en possederait encore
pour i==p—1, ce qui est en contradiction avec les considérations pré-
cédentes.

2' Les relations (24) et (27) entrainent (25); I'équation (26) a donc
exactement 2 racines > k. En tenant compte de l'alternative que I’équa~-
tion (13) posséde, pour i=90,1,..,m--1, 0 ou 2 racines >k, on conclut
par récurrence, en appliquant le théoréme de Rolle, que chaque de ces
équations (13) (i=0,1,..,m—1) posséde exactement 2 racines =-k.
Chacune de ces équations posséde, en plus, exactement p; racines dans
Tintervalle [0, k], elle posséde donc, en somme, ¢; + 2 racines positives.

30 Si m-{i<q—1, les t—s coefficients initiaux de W) (x) sont
positifs, les s— ¢ suivants sont négatifs et les ¢ —1 derniers sont po-

sitifs. On en déduit, d’aprés le théoreme de Descartes, que l'équation

(13) possede, pour m-<{i<« ¢g-—1, 0 ou 2 racines positives. Or, nous
avons démontré que l'équation W/m—(x)=10 posséde 2 racines > k; par
conséquent l'équation W™ (x) en posséde au moins 'une, donc exactement
2 racines. Pareillement, en appliquant les théorémes de Rolle et de
Descartes, on démontre facilement par induction gue chacune des équa-
tions (13) posséde, pour m i< -1, exactement 2 racines positives.

4% Si g+Ti«ls—1, les t—s coefficients initiaux de Wi®(x) sont
positifs, et tous les coefficients réstants sont négatifs. Dans ce cas,
T'équation (13) a donc, d’aprés la régle de Descartes, exactement
1 racine positive.

5° 8i s«<li< -1, tous les coefficients de N/ (x) sont positifs,
L’équation (13) n’a pas alors de racines positives.

Remarque. La démonstration ci-dessus est exacte pour po-0. Si
p=0, on définit, en plus, les fonctions W= (x) =W =1 (x) et W0~ (x)=
=W,=(x), en posant W1 (x)=1-+Wi(x)dx, W ,,L(“‘”(x)r—.l—F:}IfVm (x)dox

. 0 0

et on considére ces deux fonctions avec les autres. Cette modification
ne change en rien la démonstration. ’

30
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Théoreme 4. Etant donné un polynome
I’I]m (.X‘) = Am~1 xm—t + am-p K2 + ay,

ot a;==0 (i=0,1,..,m—1), désignons par p; le nombre de racines posi-

tives de I'équation

(28) Wil (x)==0 (i=0,1,...,m—1);

on suppose que toutes ces racines sont simples.
Cela posé, il est possible de déterminer, pour tout nombre entier
p=m, un polynome
Wolx)=ap—1 2=t + ap_sx?=2 4+ -+ + ap 2™ +Wh (x),
ot a;==0 (i=m,m-+1,..,p—1), tel que toutes les racines positives de
I'équation
(29) Wi (x)=0 (i=0,1,...,m—1)

sont simples ef qu'on a exactement

1" p; racines positives, si 0=l i«Im—1;

200 ,, ” sim<i-l p—1.

Démonstration. On peut supposer, comme dans la démonstration
du théoréme précédent, que ap—; > 0. Alors il existe un nombre k =1,
tel que Wn!? (x)>>0 (i=0,1, ...,m—1) pour x> k. Posons W, (x)==0¢p(x)-+
F+ W (x), ott p(x) =P~ -0 4 ™. -

En vertu du corollaire du théoréme 1 il est possible de déterminer
un nombre &, >0 tel que, si [W,%(x) —W(x)|<<e, (=0,1,...,m—1),
alors 1'équation
(30) 0 (x)=0
posséde, pour i==0,1, ...,;n—2, exactement p; racines dans 'intervalle [0, k].

Soit 2 un nombre positif, inférieur a 7:[1, ot M, est le plus grand

. "y .
des nombres ¢ (k) (i==0,..,m--1). Cela étant, on a, pour 0= x-lk,

= L"J(i) (x) = Ll'J(i) (k) << e,
Comme ¢ {x)==0 pour x>0 (i=0,1, ..., p—1), yl’équation (30) a exactement

p; racines simples positives, si 0 <{i-Im—1,
o, 5 ,, sim<li<l p—1.
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Théoréme 5. Etant donné un polynome

I’Vm (.X') = Am—1 2™ A ams 2 + e + Ay,

ol ai=i=’0 (i=0,1,.., ——1), désignons par p; le nombre de racines posi-
tives de. I'équation
(31) Wi (x)=0 (i==0,1,...,m—1);

on suppose que toutes ces racines sont simples.
Cela posé, il est possible de determmel pour tout Sl/sf(JmG de quatre
nombres entiers p, ¢, s, t (0 m<p - q-<s<1), un polynome

W)= ar—g ' + are X2+ + am 2™ - W (x),

ol a;==0 (i=m,m —|—1,...,f—1), tel que toutes les racines positives de
Péquation
(32) . W (x) =0 (i=0,1,..,t—1)

sont simples et qu'on a exactement

19 p; racines positives, si 0-<li-Im—1;
200 » ”» siom sl p—1;
3¢ 2 ,.“ " siop=<l qg—1;
4% 1 . ” sioq = §--1;
50, . siosCiel f—1.

Démonstration. En vertu du théoréme 4 il exister un polynome
Wy () == ap—s X0~ + app 2™ A - A am 2™ A W (),
ol a;==10 (i:m, m-+1,...,p—1), tel que I’équation
(33) Wl (x) =10 (i==0,1...,m~-1)
posséde exactement
pi racines simples positives, si 0-li<Im—1,
0 » » - si meliel p—1.

Lorsque p-<q, Vexistence du polynome W) (x) entraine, d'aprés le
théoréme '3, l'existence d'un polynome Wi(x) qui satisfait a toutes les
conditions exigées.
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Si p=¢, posons )
(34) W) =B (x) -1, (),

oft P(a)y=a""1+  F xFm ey

Soit (0,!) un intervalle, & I'intérieur duquel sont contenues toutes
les racines positives de I'équation (33) et de ) (x)=0 (i=0,1,...,p—1}.
On a donc pour x>»1 (en supposant que ap—; == 0)

(35) Wpl(x)>0 et @ (x)=>0 . (i=0,1,.. ,])—;I)

D'aprés le corollaire du théoréme 1 on peut déterminer un nombre

-positif e, tel que, si

A (a0) — 0 (30) | 2 s, (i=10,1,..,p-—1)

dans lintervalle [0, 1], alors I'équation (32) a dans Iintervalle (0, 1)
exactement le méme nombre de racines que l'équation (33). *
Posons °

1)!ap-]

ou M, satisfait, pour 0« x<]1, a 'inégalité

U ()| M, (i=0,1,..,p—1).
Alors

F0 () = W0 () | == 000 ()| << P My Ty (i=0,1,.,p—1)
et; en particulier,
=0 () 2 W= (a) — B W= (x) = (p— 1) L ap—y — B M, 72 0

Il s’ensuit que l'’équation (32) a,. dans lintervalle (0,]), exactement le
méme nombre de racines que (33) (i=0,1,...,p—1), car les deux équa-
tions (32) et (33) sont, pour i=p-—1, dépourvues de racines. dans l’in-
tervalle (0, /).

En vertu de B:-0, on voit d'aprés (34) et (35) que l'équation (32)
n’a pas de racines 1. Les conditions 1° et 2° du théoréme sont ainsi
remplies. ‘
‘ En tenant compte du théoréme de Descartes on voit facilement,
comme dans la démonstration du théoréme 3, que les conditions 4" et 5%
sont aussi remplies. (Cependant on n'a pas besoin, dans le cas p=, de
demontrer 3% car il n'existe pas de nombre qui satisfasse 11negahte
Pl —1).
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Définitions. Soit
W(x) = aux" + @ x" 4 gy
(ai==0 pour i==0,1,..,1n) un polynome tel que toutes les racines posi-
tives de I'équation . :
) W (x) == 0 (i::: 0,1,y 12)
sont simples et désignons leur nombre par ri. La suite R == Py Py ooy )
sera dite la caractéristique du polynome H'(x) et le nombre n le degré
de cette caractéristique. Le degre de la caractéristique est égal a celul
du polynome correspondant.. Le dernier terme -d’'une caractéristique est
toujours nul. On déduit ‘du théoréme de Rolle que
(36) Pieg s P+ 1 (1==1,2,..,n).

On voit que, si un certain nombre r; de Ia suite R est positif, la
suite paytlelle Fiad, Tisn, .o Fn contient tous les nombres entiers non né-
gatifs, inférieurs & ri. (Cette remarque nous sera trés souvent utile dans
la. démonstration. du lemme que nous énongons dans la suite).

Nous dirons qu'une caractéristique P == (04,00, ¢m) de degré m est
subordonnée a une autre caractéristique R==(r,,ry, ..,r) de degré n.
lorsque

1‘1 m=in; ‘

99 tous les nombres Aj=r;—p (i=0,1,...,m) sont pairs et non

négatifs;

30 A —N 20 ((=1,2,...,m).

On constate sans peine que, si deux caractéristiques P et I sont
de méme degré et que l'une d'elles est subordarmée a Pautre, elles sont
identiques, c'est-a-dire p;=r; pour i=0,1,.

En effet, on a alors pp==r,==0, A, -0 Comme la suite d,..., 3, est
non décroissante et formée de nombres non négatifs, il s c,nqun qu’elle
ne contient que des elements nuls.

Lemme. Soit donnée une suite de N nombres entiers non mégatifs
ForT'is s TN—1, tels que ,
(37) Piog L (i==1,2, ., N—1)
et Ii—t =0.
Cela posé, s'il existe un polynome W, (x) de degré m- -1 (1. m-= N),
tel que sa caractéristique P ==(py, £y, i) est subordonnée a Ry=
= (g0 T4, i PN—1), alors il existe un polynome W;(x) de degré -1
(m<<t<N) dont la caractéristique est aussi subordonnée a Ry

34
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Démonstration. Supposons tout d’abord qu’il existe des différences
Aj=ri—p (0-C1<m—1) qui ne sont pas égales a zéro et soit p-<m
le moindre nombre entier tel que

(38) 32
Alors on a aussi Ay = Fpei— Py =2 (car la suite Ay, Av—y est non
décroissante) et a fortiori rp—; > 2. Parmi les nombres Pty Pispet y +eey PNy 11

en existe donc au moins I'un qui est égal a 1 et ce nombre est suivi par
un _autre, au moins, qui est égal a 0 (donc m<« N—1).
} .Désignons par ¢ le moindre nombre entier ‘-m, tel que r, est
impair, par s le moindre nombre entier :- ¢ tel que r, est pair et posons
t=s-+1. On a évidemment m-_f-. N.

En vertu du théoréme 3 il existe un polynome H' (x) de degré
t—1 dont la caractéristique X;={(s,,3,,...,5) satisfait aux conditions

1) si=p pour 07 p--1,
2) si=pi+2 ,,  pelieim—I1,
3) =2 o omelisl g—1,
4) gi=1 o gl lel t—2)
5) Gy ==0.

Nous démontrerons que la caractéristique ¥/ est subordonnée & Ry.
Nous formons dans ce but une suite de différences

A == {i=0,1,..,t—1).

En tenant compte de ce que les différences A;=r1;—p; sont (par supposi-
tion) paires, nous démontrerons qu’il en est de méme des différences A/,
En effet, on a

1) si 0«0 p—1
Ai':l‘f—{lr”—"Af;

2) si o polioTm—1:

A == — (o + 2) =\ —2;
4) si malielg—1: :
A =y —2,
comme r; est ici pair, il en est de méme de A/

4) sl ogelielf—2: ‘
A ==r—1

comme r; est ici impair, 3/ est pair;
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5) si i=t—1:

Ay = ry= nombre pair.
En démontrant que A/ ~-4 >0 {=1.2,.., t —1), nous profiterons
de la supposition que d;i—di =0 (i=1,2,..,m=1). Or, nous savons
déja que les différences A/ (i=0,1,..,t—1) sont paires, il suffit donc

de démontrer que 3/— A’ (»—1. En effet,
1) st 1si<p--1:
N A=A A 5 0
2a) si i=p: .

..\'1, b .yp_l = Ap - 2 - —\p—l;
on aici d,_=0 et A, 72 (38), donc &) — 4% =+ 0;

2b) si p+l«licim—1:
A — A =4 —2) - (A —2) .2 0;
3a) si i=m et m<gq

N Ay == (P = 2) = (Pt — Ot = 2} == (P = Tt ) = it
et, d’aprés (37) et pp—t =0, ’
A — A i e — 15
3b) si i=m=q:
Ay — Ay =V — N = (rg—1) =~ (Fiei = Prumi

=rp—"Tm—+ 1+ pm—i

2) ==

et, d'aprés (37) et pn—t >0,
A’lll

< g—1:.

A7 S, .
-A m—t 2 0

3¢). si-m + 1«
A =N =1l e — 1
d4a) si i=q et m - )
Ny — N g = (g — 1) = (Fqm—2) = (g — rget) 1 - 0;
4b): si i=¢==m, on a le cas 3b);
q-+1<ielt—2
A — N = (i —1) = (e — 1) = r— Py
5) si i=t—1: ) )
A =N = —0)—(re— 1) =rpg—rpa+1 0.

Il reste & démontrer que toutes les différences 4.,/ ..., 3., sont
non négatives. Or, cette suite étant non' décroissante, il suffit de remar-

4c) si

—1;
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quer que A, 0. En effet, si p>>1, ona 3/ =24,20; si p==0,0n a
Ay =4p=4,—27=0 (38).

" Supposons maintenant que toutes les différences A;j=r;-—p; (i==0,
1,...,m-- 1) sont nulles, mais certains parmi les' nombres Py T 1 vy TNt
sont positifs.

Soit p le moindre nombre entier “:-m, tel que rp=>0. Sir, est
impair, on pose p==¢; si rp est pair, soit ¢ le moindre nombre entier
= p tel que rq soit impair. Désignons enfin par s le moindre nombre
entier = ¢, tel que r soit pair et posons t=s-1. L’existence de tous
ces mombres et l'inégalité m-< - N sont assurées par la remarque de
la page 14.

En vertu du théoréme 5 il existe un polynome Hi(x) de degré
t—1 dont la caractéristique ¥;=(s5,,3,,..,5—) satisfait aux conditions

1) si==p; pour 0-Ji:Im-—1,
2) oi==0 » o melisl p—1,
3) oi=2 o PTel g1,
4) o;=1 o gl t—2,
5) St : 0. ‘

Nous démontrerons que la caractéristique ¥/ est subordonnée a Ry.
Nous vérifierons d’abord que toutes les différences &/ =r1ri—g;
(i=09,..1f--1) sont paires.. En effet,

1) si 0-li-Im—L

A =ri—p=A4=0;

2) si mslislg—1: -
A =r, - 0=0;
3) si peiialig—1:
{=r—2;
comme r; est pair, il en est de méme de 4;
4) si ogli =20
N =ri1;
comme r; est impair, A/ est paire;
5) si i==t -1

A’ = ry=nombre pair.

Nous démontrerons maintenant que 4/ — A% »0 (i=1,2,..,f--1).
En effet,
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1) si 1-Ji<im—1:
A Ny =N — A =0
2a) si i=m et m-<p
Ay — A pg=rp Ay =rp = 0;
2b) si I=m==p-<q '
Ay — Ay =) =N py=rp—2- dpoy=r,—2 +—1, car rp.q;
2¢) si i=m=p=q
Ay — N py= Ay — Ny g = L= A== g =1 1
2d) si m-1 :
3a) si i=p et m-Ip<Ilq
Ay A= (rp —2) = Fpeet
comme 7, >0 et rp-y =0, on a
Ay —Apoy o — 1
3b) si i=p et m-Ip==gq:
Ay — Ay =8y A == (rg— 1‘) —rpeyEErg—17s -1

3c) si i==p et m=p-lq, oh a le cas 2b) ou 2c);

3d) si pH+1liciqg--1:
A =N = 2) = (e —2) e —

4a) sl i=q et p=q

Ny —Ao = (rg—1) —(rg-1—2) = 0;
4b) si i=q¢==p, on ale cas 3a);
4c) si g4+1-Ji-Tt—2: ‘

& — &= (= 1) = (P 1) =1
5) si i=t—1:

Al — A= (e = 0) — (Ffea —1) 2 0,

On voit facilement, comme dans le cas précédent, que toutes les
différences: A/(i==0,1,..,{——1) sont non négatives, car, en vertu de
m3 =1, on a A=A =0,

Nous devons nous occuper encore du cas, oli toutes les différences
A4y, ., An_y et tous les nombres Foy Pt oy 'N—y SONE nuls.
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Posons t=m+ 1. En vertu du théoréme 4 il existe un polynome
Wi(x) de degré t—1 dont la caractéristique == (g, 05, ..., 5¢—1) est défi-
nie par les égalités

g=pp=r; pour 1i=0,1,.,m—1,

’
G =rm=0.

Cette caractéristique est évidemment subordonnée a Ry.

Théoréme 6. Pour tout systéeme de n-+1 nombres entiers non
négatifs ry,ry,..,ra tels que ’ '

Trit-1

il est possible de déterminer un polynome W (x) de degré m=r, +n
de maniére que équation

) (x) = 0

Tieg - (i=12,..,n)

(T

posséde exactement r; réacines positives et que ces racines soient simples.

0,1,...,n)

Démonstration. Lorsque r, »1, on compléte la suite r,ry,..., rn avec
les nombres rFuti, Fas2y oo 'N—t1 (N==rs + n +1), tels que

nyo=Tn—1,

Tpg1 ==1I'n — 2;(

Cela posé, il suffit de démontrer l'existence d’un polynome avec la
caractéristique Ry==(ry, 7y, .., "N—1)-

Si I'on réussit de déterminer un polynome W, (x) de degré mn—1
(m-N)-dont la caractéristique Pu == (py, 0y, . Pm—t) €st subordonnée a
Ry, il existera d’aprés le lemme précédent un polynome de degré supé-
rieur & m dont la caractéristique sera encore subordonnée 4 Ry. Il en
résulte, par récurrence, I'existence d'un polynome W'(x) de degré N—1
avec la caractéristique subordonnée a Ry.. Or, cette caractéristique est
du méme degré que Ry, elle est donc identique avec Rn.

Il suffit donc de déterminer un polynome quelcongque M’ (x) dont
la caractéristique soit subordonnée a Ry.

Lorsque r, est pair, on pose m==1 et.

W {x)=1.
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La caractéristique Pw de Fy (x) se réduit dans ce cas d un seul nombre 0.
Elle est évidemment subordonnée & Ry.

Lorsque r, est impair, désignons par p le moindre nombre naturel
tel ‘que r, soit pair et posons m=p -1 et

()= aP — P — oo - 1,
Alors la caractéristique de ce polynome est formée de nombres

pi=1 pour i==0,1,..,p—1,
op==0.
Cette caractéristique. est subordonnée a Ry, car toutes les différences
N=ri—p  ([(=0,1,...p)
sont paires, non négatives et I'on a
A=Ay = (ri—riey) — (pi — pit) 22— 1.
Le théoreme est ainsi démontré complétement.
Corollaire.
gatifs ry, ry, .. e, satfisfaisant aux inégalités

Pa—i o i3 1

(i=1,2,..,n),

et pour tout intervalle ouvert (a,b), vo‘n‘ peut déterminer un polynome
W (x) de degré m==r,+ n, tel que I'équation
W@ (x) =0 (i==0,1,..,n)
possede, dans (a, b), exactement r; racines et que ces racines sont simples.
Démonstration. D’aprés le théoréme 6 il existe un polynome F', ()
de degré m==r, -+ n, tel que l'équation
W0 () == 0 (i==0,1,..,n)

possede e)factement ri Tacines positives simples. Pour déterminer le po-
lynome W (x) il suffit de poser

Immzmdﬁﬁj»

on peut vérifier sans peine que ce polynome satisfait & toutes les con-
ditions exigées. ’
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Solution of the System of Integral Equations
in Dirac’s One-Electron Problem in Momentum
Representation

Rozwigzanie ukladu réwnan catkowych w zagadnieniv jednego
elektronu Diraca

A. RUBINOWICZ (Warsaw)

I. The integral equation of the problem. In a.paper published in
The Physical Review ) T have calculated the eigenfunctions of Dirac’s

one-electron problem in momentum representation applying the operator:

At

XY:I%: }J [dxdydzei "

2z

Ex+ny+i2) -

(€Y

{%,7,¢ = momentum components)

to the eigenfunctions in space coordinate representation. In the pfesent
note I deal with the solution of the integral equation of this problem.
It is given by %): )

|E +BE, + ¢l &+ 2+ o0 0Em,9 +

e

& (ilg 71’: :!)

7 e " ot qer
o+ — f J T :—:)311, dydd=0.

(2)

1) Phys. Rev. 73, 1330, 1948.
) L e Eq. ().
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