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En vertu de (7,1) on a
f{x)>Ag
presque partout dans [[, m] et, par suite

fm)— £ 1) =ff’(x)dx:s>Afg’<x)dx=A L2 (m)— g (D]

d’etl résulte (7,3) car de g'(x)>>0 il s’ensuit que g (m)—g(l) == 0.
Soient {z,} et {y,}] deux suites de points appartenant a A et, tels

que z, % y,, z,~¢, y,~c. En vertu des propriétés démontrées tout

a I'heure on aura

_ fa)—1w)
R1C >~v<yy>

Une démonstration plus détaillée de (7,5) nécessite la distinction
de trois cas oui L est fini, L=+ > et L=—oco. Nous esquisserons
seulement cette démonstration au cas de L fini. Soient 4 et B deux
nombres trés voisins de L et tels que 4 << L-<B. A partir d'un v assez
grand les (7,1) et (7,2) auront lieu presque partout dans [y,, [VJ en
vertu de (7,0).

On aura pour ces indices; en raison de (7,3) et (7,4) A <C s, < B et
par suite |8, —L|<IB— 4. On en-déduit (7,5), car on peut s’arranger
de fagon que B— A4 <Cs, quel que soit e>>0 donné A l'avance.

Soit x, une suite quelconque de points de-4, tels que x, - ¢.

Posons a, = f(x,), b,~g(x,). En s'appuyant sur (7,5) on démontre
immédiatement que la couple de suites {a,}, {b,} est hopitalienne rela-
tivement a L (cf la définition du § 3) donc, en vertu du Théoréme 1
(§3) on a

~L. (7.5)

Q.
s L,
b,
ce qui termine la démonstration. ‘
Remarque 2. En introduisant le changement de variables u==g(x),

)
£

La démonstration par cette voie serait cependant beaucoup plus longue
que celles des paragraphes 2, 3 et 4.

on raméne le théoréme de 'Hdpital au cas du quotient de la forme

Je dois & M. A. Turowicz lobligeant renseignement que M. Orlicz, dans
ses tours d’avant la guerre, appliquait, dans le cds (5,3), le principe du Lemme 3
(p. 126) servant de base A la quatriéme demonstratmn (Remarque insérée au cours
de la correction des épreuves).
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Sur un théoréme dans la théorie des équations
différentielles

O pewnym twierdzeniu w teorii réwnan rézniczkowych

Par
M. BIERNACKI (Lublin)

§ 1. On connait le théoréme suivant, facile a démontrer ¥):

»Considérons des fonctions f(t, x4, %, .. %n1) et g(Z, Yo, Yy, - Yn—1)
continues pour t,<(t<T et pour toutes valeurs des variables xi, yi, et
supposons que les conditions ai < y: (i==0,1,..n—1) entrainent toujours
Tinégalité f(t, xy, 20, 2n—1) < g (f, Yoo Y1~ yﬂ.]) Si x(t) et y(f) sont des
intégrales des équations x™(f)=7f(t, x,x - xi* —‘)) et YW () =g, y,y ...
... y"1) respectivement, telles que l'on a .x(t Ly lly), x@ (L) <y (t,)
(i=1,2..n—1) alors on a: x () <y (f), ' &)<y (@), ... x=D () < yo—0 (£}
dans tout intervalle f, <t T, i

Dans le cas particulier des équations linéaires on doit' & M. J.
Mikusinski une comparaison plus dificile ?). ,Désighons par ®, le
plus petit zéro positif de cette intégrale de équation x4 x=0 qui
satisfait aux conditions x(0)= x'(0)="--x""2(0)=0, x~1(0)==1.

n

(wn est fini, on a @ >V n(n41)---@n--1), lime, n'=4e™).

Considérons les équations:

1V O+ AWxt=0, @) y™@+my@H=0"
1) Un théortme plus général a été établi par T. Wazewski Annales de la -
Soc. Pol. de Math. 1937 p. 101.
%) ,,0 catkach rzeczywistych pewnych r, r. linlowych”, 1940. Sur les intégra-
les de quelques équations différentielles linéaires. Annales, Un. M. Curie-Sktodowska,
Lublin, ¥vol. I Nr 2, p. 23—34.

9. Prace Matematyczne, . 47, 129


GUEST


2 M. Biernacki

dans lesquelles m est une constante positive et A(f) une fonction con-
tinue dans l'intervalle (f,,7), telle que 'on a A (f) >m dans cet inter-
..

valle et supposons que 7T —tf,< w,m *. Si x(t) et y(f) sont des inté-
grales des équations (1) et (2) respectivement, telles que x(f,)=y(t,),
X (t) =y () 2V (£,) =y (t,) et si x(f) 0 dans Uintervalle (£, T)
on a aussi x (f) < y(f) dans cet intervalle”.

J. Mikusinski déduit ce théoréme (ainsi qu'un théoréme analogue
dans lequel on a A(f)«m) de la proposition suivante: ,Considérons un
intervalle (f,, ) dont la longueur ne dépasse pas w,. Si l'on a x(f)==
=ux"(to) =" x"V(f) =0 et x™ () + x(f) >0 dans lintervalle en ques-
tion, on y a aussi x(f) = 0
généraux que ceux de M. Mikusinski, ces théorémes sont cependant
moins précis que ceux de cet auteur dans le cas particulier qu’il a con-
sidéré. Je vais utiliser une méthode de démonstration du theoreme 1
entiérement différente de la celle de M. Mikusinski.

§ 2. Théoréme . ,.Considérons les fonctions x,(t), x; () xu_y (f)
qui vérifient dans un intervalle (¢, T) le systéme des équations et des
inégalités:

S (4 1 om0
(4) 0 (b) = 2, (bg) =+ = semg (1) = 0, &0t (£) 0
938 — o s |
©) é%fi = Cy; () Xn—r - Cyo (1) Xns
dx

- d?u =Cut ( ) Xt = Cno (t) Xpepp 00 +‘ Cn, n—1 ( ) Xy

ol s est un entier impair et positif et oit P(xy,x, - xpey) == ¥ N i, ity (1)
Kol 20yl ‘ci""‘ est un polynome homodene de degré s dont les
coefficients sont des fonctions continues dans Iintervalle (T tandis
que les coefficients cim () (k=2,3..n, m=1,2,...n—1) sont des fone-
tions contnzues et non négatives dans cet mfervalle Supposons que l'on
ait pour ty<t<<T crm (D)< Yem et @ity oig g () =0 iy,
iy, iy mnt des constantes.

ol Yrm et

iy
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On peut former une équation algébrique de dégré n dont les coef-
1 8

ficients ne dépendent que des nombres Y et d'foir--;in—; 3) et telle, que
si 1, est son unique racine positive et si t, est le plus petit des nombres
T et ©, on a dans lintervalle (t,,t,) les inégalités:

X (1) 20, x(f) 20, 20—y ()220

Si pour t,«lt<t, on a linégalité dans la relation (3) et si les
coefficients cim ne s annuleni pas dans cet intervalle on a pour t,<<t<<#,:
2, (1) 0, 0 (£) = 0, Xy () 0.

Si s=1, si i est I'un des nombres 2,3,..n, si lon a cim (t)y=0
dans (t,, 1) lorsque slmldianement k>i+1 ef m<i—1 et si Zon a
dans (t,, T) — Auei <C an—y () <20, — Ap—o < ap— (f) / 0... — An_io <<
< an—ie (f) =20, la,,;,-+1 O] An—irr (An—t, dn—s- - An—is1 sont des con-
stantes) on peut remplacer les conditions (4) par les suivantes

(4Ij ' Xy (tu) ==Xy (tn) T xlzfi—i (T‘”) =0, Xn—i (tu) >0,

Xn—itt (in) 20 Xy (iu) 20,

et I'on peut encore former une équation algébrigue de dégré n dont les

coefflaents ne dépendent que des (onstantes Tkm €t Anyy, Apio- Anoigr,
+
Oy - ah% et telle, que si t; est son unique racine positive et si t; est

le plus petit des nombres « et T on a dans linterpalle (f, 1) les iné-
galités: . '
X0 (8) 0, Xy (1) 5 00 i (832 0
Si pour 1, t-Z1; on a linégalité dans la relation (3) et si les
coefficients c¢wn ne sannulent pas dans cet intervalle on a pour 1,<<t<t;

Xy () 0, 2 () 0 - e () 2 0
Théoréme l-a. Supposons que s==1 et que cun (t) <71. Les équations
algébriques dont il est question dans le théoréme I sont les suivantes: *)

+ + — . -
9 On pose w==u si u=-0 et u=0si u-’0. On pose de méme u=—u si u<I0
et u=0 si u"»0,

Y CP sont des coefficients du binéme.
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+ + 4 P
—1+aﬂ“”+(dﬂ+‘“1+"'+‘7'n—l)'l”'3' - (C’"““ o 1

(6) Cr C —1 I Cnzy + n-l o
—2 Tp—2 . n— LI,
TS a‘ ot "2) (p—1)! R = (p-1)! 0
' w2 2 e
—1 + An——-l T + Au— IZ“"' “| ‘4);,..,'-; (“;!' + (3 ' + LR -f-

tigy { ~ 1
+%w(+ﬂwﬁ quﬁﬁ
(7) . +[ + C’:___h 3 1 + + C'l_o ( "’ch [;ll—l ‘r‘ Opmi—t T +

a T2
+dn‘-l—2(7'c+*')‘]‘-‘-n—t—-g('{c'l‘z"""i‘ )++

‘u-—~l—T A ]
+ 9 (7“’ + CIIL-—l—-i il + -+ Cn—z»i (,1 _Tﬁl)]:o (=2,3,..n).

En particulier si {'=n l'équation (7) devient:
. i T
— 14 Apy v+ (g + Ay =+ -+ An—z)‘“““ + (an_ oy +

: + O+ + G AH + A,,_g) + (C2_, a0+
(VT
FC2_ A+ o+ CP Ay + Ay > + -

Yn——_ ’C""

(O oy + 4, V7 + Ot

+ Tn—l,cn .
n!

Théoréme b, Supposons que cim ()=1 lorsque m—~k~1 et que
cem(f) =0 lorsque m+k—1 cra-d. que Pon a X (B) =2 (£), 2, ()=
= () dony () =x"V(t) et que les relations (3) et (5) se rg,{dul.sent
a l'inégalité: ' : :

3" . . [xP]8 4+ P(x, &, ..., xt=0) 20,

Léquation algébrique dont il est question dans le théoréme I est
la suivante:

gy + (m—1) i+ in g

(8) —-1—|—2 n,_‘)l’l);]: nﬁ‘z) e 1,)’1";. 0 (iy 41+ g =8).
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Drailleurs, si pour t,«<{t<t; on a Pinégalité dans (3') on a x>0,
x'>0,..x=0=>0 dans cet infervalle.

Théoréme l-c. Les hypothéses du théoréme I-b étant vérifides sup-
posons que s==1 c.-a-d. que les relations (3) et (5) se réduisent a I'inégalité

(3" X gy () 200 ok ay (B & gy (D x \, 0

Les équations algébriques dont il est question dans le théoréme I
sont les suivantes:

+ +
(9) — 1o mLk»t +,zu_—_a£1+...+ﬁ%!=o
i—1 = i * i1
¥ ' _1++ Ans 1 g fi"““ (iil)! + mni“!it + ?n-?lil—ilcl
Oy T it ay T
l IR “"*‘"""‘(';l“:i)“,_ﬂ (i=2,3,..,n)

Drailleurs, si pour t,<(t<t; on a linégalité dans (3") on a x>0,
x' 200, .. xt0 = 0 dans cet intervalle.

§ 3. La démonstration des théorémes précedents sera exposée au § 4.
Dans ce paragraphe nous allons déduire de ces théorémes, en suivant
la voie utilisée par J. Mikusinski (loc. cit.), le théoréme de compa-

' raisons qul voici:

Théoreme Il (de comparaison). Considérons les fonctions a,(2),

C X (B e Xy (), Yo (), Yy (B), o Yn—y () - qui vérifient dans un intervalle

(ts, T) le systéme des équations et des indgalités:

(10) d xn——1 ', bn ( )xn + b‘l (t) X + et bn,——l (t) X—y .0
d d yu-—., o
(11) dt +ay (@ yy+a (O y, + -+ ansy (O ypy 20
Yo (o) =y (fo), 11 (B) == 2 (), ey Ynmis (o) == Xy (t),
(12)

Yn—t(ty) = Xni (te), Yn—in, (ty) = xu—-i;ﬂ (to) =+ Yu—y (£0) 3= X0y (to)

(i est I'un des nombres 1,2,...1n)
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—»diu = Cyy (1) Ynmy — 3, (1)

d n—a o
(14) "Zf"'zc‘:n()Jn 1 Cp (0) Yy — 5, (1)

1
fdl;o = cn,(f) Yn—i + () Yneos + -+ n—q () Yy — oni(f)

dans lesquelles by (f), ai(t), com (f) et o (t) sont des fonctions continues
“dans lintervalle (t,,T) et I'on a ciw () > 0 dans cet intervalle. Si i1
on suppose que cim (f)=0 dans (t,T) lorsqzw‘k’j;,i—f—l et m-. i—1.
simultanément et que an—, ()0, ap_y(f) +0,. s @iy () <00

Supposons en outre que l'on ait dans ]mfermll[e (t, 1):
ap,(£) < by, (1), @, () = by, (6)++ apy (1)« by (1 ‘
(15) . ' (I +r=n)
ag, (£) 2 be, (1), aq, () 2> by, (t)- - ag,(t).> by, (f) -

et que 'on ait dans cet intervalle:

Xp, 20y wp, e 0oy, 0

(16) . .

Xg, 00, Xy D0y 0,
(61 ai(t) == by (f) une condition quelconque relative & ln variable xy est
wperflue)

Les nombres g, ar, di ef t; Stant (Ie/nns comme dans le théorcme [
on a dans ces conditions dans l'intervalle (ty 1) les inégalités:

Yo (t) 22 2y (8), y, () 2= X (8 e i () oo 20ni (8)
134
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Si pour ty<t«t; on a linégalilé dans Pune des relations (10) ef
(11) et si les coefficients cy, Cyo,...Co,u—y ne s'annulent quun nombre
fini de fois dans cet intervalle on a pour #,-<t-<f;:

Yo (t) =y (t): Yi (t) =Xy (f), e Yn—i (f) T K (1) .ﬁ)

Remarque. On peut remp[acer dans Pénoncé I les conditions (16)
par les conditions:
Yp, > 0, Yp, 220, .. yp, 2 0
(16" i B B
Yq, 0. Yq, <0, 1g, <50

pourvu que on remplace dans les équations algébriques des théorémes
I, I-a, I-c les nombres . el Ax par des nombres By et By respeétiz)ement
ces nombres étant définis par des inégalités by (f) <1 Br et — By < by (£) <0
les conditions an—; (t) <70 an_iyo (f) <0 doivent étre rempldceeq par le.s
conditions bu_y (1) <0, buy (t) <20, .2 buipy (8) < 0.

Pour établir le théoréme II posons u, ==y, — Xy, Uy==L;— X .
i Upey = Yp—y — Xn—q et soustrayons les deux membres des inégalités
(10) et (11), le résultat peut s’écrire:

s Ay U o @y Un—y + X (@ — bn) + ot Xy (a"-“l - bﬂ"]) >0

d’on, en tenaht compte des conditions (15) et (16):

d tn—,

—ET +ayuy+ - an—y Uy 20

Ainsi donc les fonctions u,(f), uy (f)-- - up~, (f) satisfont a I’inégalité
(3) du théoréme I (avec s==1). Il résulte d’autre part immédiatement
des conditions (12) que les fonctions ux(f) satisfont aux inégalités (4)
ou (4') et les égalités (13) et (14) entrainent les égalités (5) pour ces
fonctions. Les fonctions w(f) satisfaisant a toutes les conditions du’
théoréme I, le théoréme II s’ensuit immédiatement.

Il reste a établir la remarque qui- suit le théoréme II. Ecrivons

" dans ce but le résultat de la soustraction des deux membres des inéga-

lités (10) et (11) sous la forme:

) Ces inégalités subsistent aussi dans le cas oll 'on a 1'égalité dans les rela-
tions (10} et (11), pourvu que l'on ait I'inégalité dans une des relations (15} et dans
la relation (16) correspondante.
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—C_‘ELI—?I— + Z’o Uy + -+ b tny + (@, — bo) Yo+ + (an—y — b”“‘l) Yn—y 2= 0.

.En tenant compte des conditions (15) et (16") il en resulte l'inégalité

4 gﬁfﬂ + botty - A bpey ey 20
et le raisonnement s’achéve comme tout & l'heure.

. § 4. Nous allons maintenant établir des théorémes I-a, I-b, I-c,
lexactitude du théoréme général I résultera clairement de ces démon-
strations. Nous pouvons supposer que f,=0, on peut aussi admettre,
pour des raisons de continuité, que pour f,«< t< T il y a l'inégalité

dans la relations (3) et que les coefficients cym ne s’annulent pas dans

cet intervalle (sauf ceux qui s’annulent identiquement dans le cas des
théorémes I-b et I-c). Commengons par le cas le plus simple du thé-
oréme I-c. L’équation (9') s’obtient .de I'équation (9) en y posant i=1,
nous pouvons donc supposer que i est 'un des nombres 1,2,...n. Remar-
quons ‘d'abord que T'on a x(f)>0, x'(f)>0,...x(f)>> 0 pour t positif
et assez petit: c’est évident si Pon a x®=P) (0)>>0 pour une valeur p
(1<{p-11), dans le cas contraire il résulte des. conditions (4') et de I'iné-
galité (3) que lon a x™(0)>=-0, d'ou encore la conclusion -annoncée.
Soit ©(0-<t < T) la valeur telle, que x®(t)=0 et que x—)(f)==0
pour 0-Cf -7, on a évidemment aussi x (£)> 0, x"(f) == 0, ... xP—=D (¢) - 0
pour 0~ -t

+ —
Définissons des fonctions non négatives z(f) et z(f) par les rela-
+ + —
tions: z (f) = x™(f) si xM() >0 et z(#)==0 si x (£ =0, z(t) =— xW (f)
— + —
si x®™(t) <0 et z(H)=0 si xMW(#)>0; on a x({) =z —z(f). Soit Z le
maximum (nécessairement positif) de z(f) dans lintervalle 0+t 't et

supposons que ce maximum soit atteint au point f==§. p étant I'un des
nombres 1,2,..1 on a la formule:

{

(—l_’—:{*]—ﬁ 'd (t — uyr—? [; (ui) — z(u)] d u+ x-r)(0) 4
0

an  xben f) =

W(1—1) pml
+ x=BE (0)f -- X (o) gt

Les nombres x®=9)(0), xt—r+1(0), .. x=1(0) sont tous non néga-
tifs, posons. ==¢ dans la relation (17), nous obtenons l'inégalité %):
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ay  weng o  (p—wzwdu Sz T
Tp—1)! plT T ptte
. b .
Si p=1,2,...1—2, on en déduit, en tenant compte des conditions
— dpep <7 an—p (f) =70, les inégalités:
A P
(19) Anp (&) =) (8) 7 1—;’,’—‘7 (Pp=1,2,..,i—2).
Supposons maintenant que p==i ou i— 1, on a x*2(c)< 0. En
posant =1 dans l’égalité (17) on en déduit l'inégalité *):
¢ .
+ r +
X (f) OT—_I:TY' J (= w17 (u) du + x0=2) (0) &+ xln—p+1(0) £ 4. 4
) ’ 0
xln= (0) gp— 17 + o
20 JE —g\p—1 z R Sn—p)
( .) 1)1 (pwl)!" t— )l 'z(wdu+ x 0) +
0
aole—1} 0) op—1 1 A + T 7
A1) o (0) =~ o — )1 -
+ & 0+ + =10 T G=1 !J t—wprz (W du < e
0
(0=t~

En posant dans cette inégalité f=23% et en tenant compte de (18)
on constate que ['inégalité (19) subsiste pour p==i—1. On a d’autre
part x*=9(f) "= 0 pour 0 <It-7 < donc'(20) entraine, pour ces valeurs de f,
P'inégalité : )

(21) k=1 () 3 Z
et en particulier:

+ i
(22) e (8) 6 (€) < 20 5 2

En intégrant successivement Il'inégalité (21) et en tenant.compte
des ‘conditions (4) on obtient d’autre part les inégalités:
aif

i 2
at (g 507, gy T D

2 ) i i .

(219 Zovorao(t)

En remplacant dans le premier membre de ces inégalités ¢ par &
et dans les seconds membres f par © et en tenant compte des relations
K== () 0, a2 (E) 2 0, .. a0 (8) - 0 on obtient les inégalités:
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. ot i1
[ iy (&) 2= (€) T atp iy T 7
L gitd
ape-- ],v’( £) xln— i) (§) = iy il 2]

23)

]
|
) | o+ 'E'"
| O =1

Qy (&) &

Considérons maintenant 1'inégalite:
n)( )+ an— 1( £) x n— U(E) -+

" Vu les relations (19), (20) et (23) et Z >
1’énoncé I-c.

- La démonstration du theoreme I-b n’exige pas de nouvelles consi-
deratlons. On a maintenant i=1, x®="(E) =0, x"=2(E) >0, x>0
et les inégalités (21) et (21') subsistent sans modification; en rempla(;ant
‘dans les premiers membres de ces inégalités f par & et dans les seconds
membres ¢ par © et en les combinant avec l'inegalité:

[0 @)]F + Pl @), & (@), e,

on arrive bien, aprés la suppression du facteur positif 7, & I’équatoin (8).
) La démonstration du théoréme I-a repose sur les mémes principes
que celle dLS théorémes I-c et I-b. Supposons d’abord que i.-2. Les

NPRCEICE

>0 on en déduit immédiatement

X1 ()] =0

fonctions z(f), (t) et les nombres ¢, & et Z ayant les mémes significa-

tions que tout-a-I’heure’) et ¢ désignant une valeur quelconque de T'in-
tervalle 0<Cf+« t nous allons démontrer par induction les inégalités:

o k—1 4k
(24) Nuep (1) ( + ('pJ T_t ERS (*II‘»:" A I{"f( I
Y )’117_1 o . ==
I 9 . .
+ O3 Vi ) G(u P i)
On a tout d’abord directement d'aprés 'égalité (17):
(24" S X ()t
%) On remplace dans ces définitions Al par x, et x("'““) par v,_;. Nous

_supposons dans la démonstration que les coefficients ¢y, sont positifs, on constate
alors aisément ‘que l'on a xy()>0, x()==0,...x,_;{f)=-0 pour f positit et assez petit.
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Il résulte des conditions (5) que lon a:

f

Xpa == | Cyy Xn—y dt =- Np—so (0) T), or wn—s(0) e 0

b
et les coefficients i (f) sont positifs, done
: 1

Ky < f Cor Xpeg At 17

1]

L’inégalité (24) se trouve donc établie pour p=2.

Supposons qu’elle soit exacte pour une valeur de p ainsi que pour
des valeurs moindres et faisons voir qu’elle subsiste lorsqu’on remplace
Il résulte des égalités (5) que T'on a:

1 .
Nppy == Npep—y (0) '{“‘J [C‘pv! 11 Nn—g T Cpag, s Xn—s 0 Cpaq,p Ko I’] dt

o
et par suite
t

' 3
Xn—p—1 S f('cn»] -+ .\,1—.) +o .X,,*p) dit <x7 (* -+ C Il,_ ‘ t| =+
0
qh g W”‘li”_ii
+ 05 k+1) RS S ARSI

comme il fallait établir (on utilise la relation:

CE=2 4 Ch3 4o (2= Cht, k).

p—2

Or on a @up— (t) 70, any(t)=0,..

inégalités (24) entrainent les suivantes:

An—i+o (£) <X 0 et &«7¢ donc les

o 12 wk—1 gk
(25) au-«p (S-) x:}—-p (E) = »”I n—p 71 ({;‘“ ]" + C’f,:' '(Ml\. |£— + t +
nefl= gy
+ (;;_“JI»P - ) (p 1,2, .0yi—2).

Supposons maintenant que p=-i ou i —1, d’aprés les équations (5)
on a pour 0-lf«c:

) Nous supprimons dans les formules qui suivent la variable indépendante £.
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+

+ + '
Xp—p () < 2n—p (0) + {(C’n L Xy b Cpypey X)) d T Xy (0) -
b

+ +
+ | (Cpr Xney + -+ 0, p—1 Xn—p-| ndt
0 ) '
or Xu—p(t) <20, et Xn—p (0) = 0, donc:
. T I
3 _
Knp (t) < f((‘pl Xy (’n P—1 3»71—1) ) d it 'Tj (u—y oo Xy
0 0 '
on en dé'duit, en tenant compte de la relation (24), et en utilisant le
calcul déja fait, I'inégalité:

+ e '}"C‘ ) '1
@6) g () A(gl Frok O 4
) + Cp—» e e (I):']—‘-l,i)

p—2

Il en résulte de suite, en tenant compte de (24) que l'inégalité (25)
subsiste pour p==i—1. Supposons maintenant que p=1, on a ™ ({) =0
pour 0%+, on trouve donc en utilisant l'inégalité (26) et en posant:

‘.1,::! o1 ke ) {i 1 ’I:L

&
B= 2 T + i & o ,L,,.;, + (=2

que l'on a, pour ces valeurs de f, l'inégalité:

@7 Kot (1) <7 ZB
et qu'en particulier: ‘
(28) i (8) At (8) T i Z B
D’aprés les conditions (4) on a  &p—i—{0)==0, wpemivy (0) == 0, ..,
%0 (0)==0, donc Yinégalité (27) et les égalités (5 )fourni‘ssent, en tenant
comple des conditions cim (f)=0 (k2141 et m- 1), successivement

des inégalités:
t

~

Xppmfey (t) =J Cigq, i Xn—si dt 7B 1t

0
{

Xn—i—g (t) = f(ci—!-a, i Xnemi - Cidn, it xn»——i~—1) dt 7B (”{f -+ ‘\—Nf—“*) .
0 o
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Supposons que l'on ait

(29)  wo—in () -ZZBlrt+ ('}W]%ﬁl o ('fﬂ T + S vt )

(r==2,3...q
et faisons voir que ces inégalités subsistent lorsqu’on y remplace ¢ par
¢ + 1. Remarquons dans ce but que les équations (5) entralnent l'iné-
galité:

. -

Xp—i—r— (t) v J (xp—i -+ B -+ -"'nw‘iwr) dt.

0
Cela posé, il résulte encore aisément des inégalités (29) et de la
formule C1—!+4 (=1 4. 4 (1=l = (7 (r<(]) que T'inégalité (29) subsiste
lorsqu’on y remplace r par r-1, donc pour r==2,3,..n—i. Or on a
Ky (8) 72 0, Xn—icy (8) - 0, . 20 (8) - 0 et & <Ir, les relations (29) entrai-
nent donc les inégalités: .

4
Apemi—q (E) 3(',‘;‘1;1 (E) < Oy 7B e

e

21

an~4-r( )xn—«l——l ( ) - Ju——l-—/ B (’] T+ (',- N

ok

+ k= + +“ Tr) (r==2,3,...,n—1).

Les inégalités (25), (28), et (30) et V'inégalité:
o ;-— (@) o (B (3 F e @ (B ey (B >0

conduisent directement, aprés la suppression du facteur positif 7, a ré-
quation (7) de l'’énoncé I-a.

Lorsque i=1_la premiére partie de la démonstration ci-dessus
devient inutile, comme on a xu—(f) >0 pour 0-<f<lt et que Xu (c)=0
on trouve comme tout-i I’heure que I'on a x,—; ()« t7Z pour ces valeurs
de t. En reprenant les raisonnements qui suivent l'équation (27) et en y
remplacant B par t© on arrive a I’équation (6) de 'énoncé I-a.
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