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det, ist der Punkt K der Schnittpunkt der besprochenen Spirale und des

§ 6. Die vorstehenden Betrachtungen 16sen nicht in voller Allge-
meinheit das Problem der kiirzesten Verbindungslinien zweier beliebiger
Punkte. Der Grund dieser Tatsache liegt in der einschrdnkenden Voraus-
setzungen, die zur Anwendung der Methode der klassischen Variations-
rechnung notwendig sind. Zur allgemeinen Lésung des angefiihrten Pro-
blems ist auch eine Prizisierung notwendig, in welchem Sinne wir den
Begriff der Bogenlinge in einer singuliren Finslerschen Geometrie auf-
fassen. Das erwihnte Problem werde ich in meiner nidchsten Arbeit
weiter entwickeln.

Zum Schluss danke ich herzlichst dem Herrn St. Gotlab fiir die
mir bei dieser Arbeit erteilten Ratschlige.

Streszczenie polskie.

W pracy powyzszej sa podane niektére wlasnosci pewnej, szczegél-
nej, plaskiej geometrji Finslera, otrzymanej przez autora w ten sposéb,
ze dlugosci na kazdej prostej mierzy sie przy pomocy jednostki réwnej
odleglosci tej prostej od stalego punktu— bieguna. Linjami najkrétszemi
sa w takiej geometrji kola i spirale logarytmiczne.
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Sur quelques problémes de la théorie des surfaces
de l'espace affine.

(O kilku zagadnieniach teorji powierzchni przestrzeni afinalnej).

Par
W. Slebodziriski.

On sait que la théorie des surfaces de l'espace affine a groupe
des transformations linéaires unimodulaires s'est développée dans les
deux derniéres dizaines d'années grice aux travaux des géométres alle-
mands (G. Pick, W. Blaschke, J. Radon, L. Berwald) dont les
développements ont été exposés dans 'excellent livre de M. Blaschkel).
Ces recherches ont été complétées d'une contribution importante due
a4 M. Cartan® qui a introduit, entre autres, la notion de connexion
affine induite sur une surface et la notion de surfaces affinement
isomorphes. On doit encore remarquer que les développements de
M. Cartan ont pour objet les surfaces de l'espace affine général.

Ce Mémoire, qui est consacré en premier lieu i deux problémes
liés des notions introduites par M. Cartan, se divise en quatre chapi-
tres. Le Chapitre I constitue un exposé succinct des notions et des
équations fondamentales de la théorie des surfaces de l'espace affine
général qui interviennent dans la suite; cette théorie ne difféere pas
essentiellement de la théorie des surfaces de I'espace a groupe des
transformations affines unimodulaires, la principale différence se révélant
par le fait que les rayons de courbure principaux, la courbure affine

') W. Blaschke [2]. (Les nombres entre crochets se rapporfent a Pindex
bibliographique placé i la fin du Mémoire).
%) E. Cartan [T} v. aussi [6].
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et les coefficients des formes différentielles de la surface ont maintenant
le caractére des densités scalaires ou tensorielles (cf. 74 et 6). Dans
le Chapitre II j'établis les fondements de la connexion affine induite
sur une surface et les équations des géodésiques. Dans le Chapitre III
on trouve la solution du probléme suivant: étant donnée une variéte A,
A connexion affine admettant une unité absolue d'aire, existe-t-il des
surfaces de l'espace affine dont la connexion induite soit identique
a celle de la variété 4,7 Je montre qu'en général ce probléme n'a pas
de.solution et que, si elle existe, la surface réalisant la connexion peut
dépendre des constantes ou des fonctions arbitraires, La discussion des
divers cas qui peuvent se présenter nous améne en méme temps d une
classification des variétés A,, Dans le dermier chapitre j'étudie la classe
importante des surfaces dont la connexion induite est symétrique dans
le sens de M. Cartan. Ces surfaces peuvent étre regardées comme
une généralisation des surfaces a4 courbure constante de l'espace ordi-
naire qu'elles comprennent d'ailleurs comme un cas particulier.

Ch. L

Généralités sur les surfaces de l'espace affine.

1. Préliminaires. Désignons par X/(i=1,2,3) les coordonnées
cartésiennes d'un point arbitraire M de l'espace affine E, et imaginons

-
un repére R; d'origine M formé de trois vecteurs /' (2=1, 2, 3). Nous
allons supposer que les coordonnées du point M et les composantes

-
des vecteurs [, soient des fonctions de certains paramétres dont le
nombre peut étre égal i l'un des nombres 1,2 ou 3. Le déplacement
infinitésimal qui améne le repére R, en concidence avec le repére
attaché & un point infiniment voisin sera donné par les formules sui-
vantes %)

—— - - -
dOM=uw1,, dly=uwy I, (1)
o' et o/ étant des formes différentielles linéaires des paramétres dont
dépend le repére R; et O désignant l'origine du systéme de coordonnées
dont il est rapporté 'espace E,.

Aux équations (1) nous allons associer un systéme des formules
dualistiques; pour les établir posons

> > >
A:[[l,[.l,ln]' (2)

4 P o ;

) Dans tout ce qui suit nous supposons que les indices latins parcourent les
valeurs 1, 2, 3 et les indices grees les valeurs 1, 2. Nous supprimons aussi le signe
de sommation pour le méme indice deux fois répété dans un terme mondme.
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en désignant par le symbole du second membre le déterminant dont
les lignes sont formées respectivement de composantes des vecteurs

}1, }2, 7; En différentiant 'équation (2), on en déduit la relation suivante
ey > > — i =
dA=[dl, L L1+ 14, dby L1411, L, d L]
.
si l'on y remplace les différentielles @/ par leurs valeurs (2}, on trouve
dlog A=uw,, (3)

Considérons maintenant le plan passant par le point M et par les

- =
vecteurs /y, /;; son équation peut étre mise sous la forme suivante

1, = —r >
P‘ZK[OQ-“OM,I_ng]:Ov (4’)
Q désignant le point courant du plan, Les deux équations
1 = — > >
PQE‘-&‘[OQ"‘ OMv 131 ]1]=01
(4")

— — >

P%&?OQ-OMAJJzQ

auront une signification analogue 4 celle de l'équation P!==0, En diffé-
rentiant le premier membre de 1'équation P'=0, on obtient

AdP =—[dOM, I, ] +[0Q—OM L, I+

—>

+10Q—OM Ty, dl]—[OM—0Q, T, h1dlogA;

e T
si 'on y substitue aux différentielles d OM, dl,, dl, leurs expressions
tirées des équations (1) et que l'on tient compte de la relation (3) on
trouve 1'équation suivante

AP+ Prtwl =0,

a laquelle on peut adjoindre deux autres d'une forme analogue,

Le systéme associé aux équations (1) sera donc

dph+m,h P’—'—m":O, 5)
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La différentation extérieure de l'un ou l'autre des deux systémes
(1) et (5) nous conduit aux équations de siructure de l'espace E,; les voici

(@) 4o 0] =0, (©)
(U)ih], _}_ [(’)rh (v)i’] = (. (6”)

2. Normale affine. Considérons dans l'espace E, une surface non
développable S et désignons par X' (1!, #?) les coordonnées d’un point
arbitraire M de S. Attachons au point M un repére R3 ayant ce point pour

- <6x‘ 0 x? c?x“) - (6x’ 0 x* 0x’-‘>
1 L

origine et formé de trois vecteurs /; BT ek I
ouwr ou? du?

9
du' Ju' dul

2

-

I.{a',a*,a*) dont les deux premiers sont tangents en M aux lignes
u*= const. et u'= const, respectivement. Posons encore

loxt dxt

p I’f’ﬁ;,ai
ou' duw?

; ™

le déterminant A est, par hypothése, différent de zéro.

Si l'on se déplace sur la surface S du point M & un point infiniment
voisin de coordonnées gaussiennes '~ du', n*+du?, le mouvement du
repére sera défini par les formules (1), oit I'on doit poser »*= 0; on aura
donc

— - [ — -
doM:m] ]1+m2[‘.’.1 d[h:mhr]r: [8)

—
Les composantes du vecteur d OM par rapport au repére fixe de I'espace
Ey étant dx', la premiére des relations ci-dessus nous donne

. dx dx!
dxt=—""o L -2
odut + du? o
d'ont
o'=dy, o*=dn. 9

Si dans la deuxiéme des équations (8) on pose successivement i = 1, 2, 3

.
et que l'on égale les composantes correspondantes des deux membres, on
trouve

;
d—" =17 I_Li'x 2 { oy 8
0 F e +alod,
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0 xt 0 xt doxt .
=, -} — 0" 4 al w,?,
du? du! o0u?

i
1 9% e i .3
wy! - — " 0,2 4 af o,?,

En résolvant ces équations par rapport aux composantes »f du mouve-
ment infinitésimal et en tenant compte de l'égalité (7), on est conduit aux
formules suivantes

" i 3 P
Aot= dﬂ,i”i' @, dol= d_x_' ’(2{4, @,
o' 0w dut ou' i
Amﬁ:t»dxt,g.)f' dg{"\’
\du‘ auw? ul}
dxt ox/ | Oxi dxi .
Aw,'=|d——, ==, a|, Ao, =", d—, &/, 10
o i dwr' ouw' !am P l (10)
Aot = g« 0x_‘ 9xt
S 0w ot 0w
b 90X [oxt . loxi Ox .
Aot =da,— Aog?=, cdd,a |, Aef=|=, ==, da
g a'ﬁuz’ a 0% e l wy Py

Maintenant nous nous proposons de déterminer les composantes &

-
de telle fagon que le vecteur I, soit lié a la surface d'une maniére inva-
riante par les transformations du groupe affine. Posons pour ce but
oot xt dx 6xf1

L= ——, —, —| 11
Yl 0w on " ont’ du?| (1)
et

A= V‘( 4 ‘L;;Lzz - Ll;\ . (12)

Remarquons que, la surface S n'étant pas développable, I'expression A
est différente de zéro.
Ceci posé, des formules (9) et (10) on déduit sans effort

[0 o] =[dut d 2], Ao 0] = (L Ly— L) [du' du],
295
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d'ott

LyLa—Li

——12 [0 0¥,

[0 0] =

Or, la premiére condition que nous imposons au repére Ry s'exprime par
['égalité suivante
1;1‘1 Laz _ Lli!: =1
A2 B

oit l'on doit prendre le signe -~ ou— suivant que l'on ait L, Ly,—L,2>0
ou Ly Lyy— L1 << 0. Nous pouvons satisfaire & cette condition en posant

A=A, (13)
Maintenant nous allons assujettir le repére Ry & une deuxiéme condition,
en posant

0l 0,7 = a,?,

(14)

ce qui, en vertu de la relation (3), peut étre remplacé par 1'égalité suivante

dlogA=—2 (v, +wg). (15

Si I'on utilise les formules (10) et que I'on tient compte de la relation (13),
l'équation (15) prendra la forme

d\=2|q ¥ 9%

| " out’ dm

dxt

| i i £
ar’g_}_z\ﬁﬁ ,1_‘2321 &l

| ou' A ’ (16)

Observons que les deux conditions ci-dessus ont un caractére inva-
riant par les transformations du groupe affine, car elles expriment des re-
lations entre les composantes du mouvement infinitésimal prises par rap-
port au repére mobile. Il nous reste encore & montrer que les équations
(16} et (13) déterminent complétement les composantes af, Supposons
a cit effet que les équations de la surface soient mises sous la forme sui-
vante

x!= IL]; Xt= ll?‘; x* zf(lllg uz)i

p: g, 1, s, t désignant, suivant I‘usége les dérivées d Lu?
] ; e f(u', u?), En vertu
des formules (11) et (12) on aura ! )

Ny TFF s ,
296 Virt—s| (12)

icm°®

Sur quelques problémes de la théorie des surfaces de l'espace affine. 1

et les équations (16) et (13) prendront maintenant la forme suivante

104\ 107N | :
ralfsat=—— -, sa'ftet=—-x ", a*—pa—qgat=\,
+ 2 du! - 20 p 7
dot il suit
RENETAY 0% | oA
du? du' dur ' T ou ,
1 — gl 2 v T B i 2 1A
Y=t YT =y YA rae A 1)

On voit donc bien que les conditions imposées au repére R; déterminent

le vecteur Z sans aucune ambiguité; on sait qu'a la droite menée par le
point M dans la direction de ce vecteur on a donné le nom de la normale
affine a la surface S au point considéré (G. P ic k} %).

3. Equations fondamentales de la suriace. Avant de continuer
I'¢tude de la surface S posons pour abréger

1] 2« Oxi  dxi|
D=l — =, 18
oA ‘; oo’ dut  Ju? 8
11 ox oxi . | #2x  dx |
Du=—|——, —=,&, DP=— 5", a0, (19
' Ajowow  owr | 1 owon ol )
1]0xf dd 1 0xt daf |
pi—_ 1|0x 0d g 10 0d |
! Adw ouw | 7 Alow’ dwr’ |
(20)
1idxt da | , 1i0xt dal
B = —,at| Bl=—-—, —,a".
PTAn ow TN ot |
On aura évidemment
D,. =D, (21)
et
=T, ) (22)
La comparaison des formules (11) et (18) nous montre que l'on a
D= 1 L,
A
et le rapprochement des égalités (12) et (13) conduit & la relation
Dy Dyy— D2 =+1. (23)

4 Ta condition qui définit la normale affine peut étre formulée d'une autre facon

que dans le texte; cf. E. Cartan [7],
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Avec les notations adoptées plus haut les formules (10) prendront mainte-
nant une forme plus simple et on aura

ol =T tduw, o=T2dw, of=D,duw,
ot =0 dw, ol=F2dw, o=D,du, (24)
o =Blduw, ol=Bldw, o= du,

Ajoutons encore que la derniére des formules (24) est une concéqence
immédiate de la relation {14} et que I'équation (15) peut étre présentse
sous la forme suivante

dlog A==2(l,pdu'+ T,y dud). (25)

Nous voyons ainsi que toutes les composantes ©; s'expriment au
moyen des coefficients Dy, Iy et Bi*. Ces coefficients satisfont a plu-
sieurs relations différentielles qui jouent un réle fondamental dans la ths-
orie des surfaces de l'espace E3 et qui sont toutes des conséquences des
équations de structure de celui-ci. En effet, considérons les équations de
structure (6") et envisageons d'abord celles d’entre elles qui s'obtiennent en
supposant que l'un des indices A, i soit égal 4 3, Un calcul facile, ot on
aura & employer les formules (24), nous conduira aux relations suivantes

0D, 0Dy, | . s
_(3—ILT B 3,7 =D Dyp— Byt D, -1 o D_"“’ — L Dy (26)
J9B* dBx

?u‘« dzp Uy Br—T, o By ‘i‘[ 5 B —[rv B, (27)

auxquelles nous donnerons le nom des équations de Codazzi de la surface
S. Les équations (6) qui correspondent aux valeurs h,i=1, 2 nous donne-
ront de méme un second groupe de relations (. équations de Gauss)

D,, B —D,, By f_«‘%;;lﬁ%%_k Lot 2 0

D,y B —D,, Bol—% dl‘l,‘; AP (M — 1) — Tyt (U, — 1),

D”B‘E—D“Bzgz%l:; 6(;;1;')—9-1\5’ Ty, ‘~l‘lgﬂ]_1‘,12“*”!_1‘225}2,8)
298
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Si, enfin, on pose dans les équations de structure (6") A =i = 3, on obtient
I'égalité suivante

D1|Bal_DleB11+D21 By*— D, Bi*=0. (29)

Le systéme d'équations {26}, (27), (28) et (29) sert de base & la thé-

orie des surfaces de I'espace affine. Il est, en effet, facile de voir que si l'on

se donne les fonctions T'* D, et Bi* de maniére A satisfaire 4 ces équa-

tions, il leur correspondra une surface déterminée aux transformations du

groupe affine prés. Pour le mettre en évidence remarquons que, le détermi-

nant A défini par la formule (7) étant, par hypothése, différent de zéro,

. 2 X N o .
les dérivées FPYry peuvent étre exprimées de la fagon suivante
- 0 ur
0* xt d xt dxi .
—— =P, —— 4+ Q. +R.&
out0ur ou " Q: du? TR

Si I'on porte ces valeurs dans les équations (18) et (19) et que l'on tient
compte de la relation (7), on calcule facilement les coefficients P,,, Qi., R,
et l'on obtient ainsi

0% xt dx! dxi .
— =42 == +D,al 30
0w 0w " ow S du? ’ (0)
Posons de méme
dal 0 xt dxi .
e g 2 Ly, ady
EY =h dut ey o

en utilisant les égalités (20) et (7), on calcule les coefficients pi, ¢., r,
ce qui permet ensuite d'écrire les formules suivantes

oa L 0x B;dx'

ou S o

Or, il est facile de vérifier que les équations de Gauss et de Codazzi ex-
priment les conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme d’é-
quations (30) et (31) soit complétement intégrable.

4. Remarques diverses. 1° Le vecteur ) . (Vektor der Affinnor-
malen) dont se sert M. Blaschke dans son livre 5) ne différe du vec-

) W.Blaschke [2], p. 108, équ. (26).
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-y
teur /; déterminé dans le 1° 2 que par un facteur scalaire:

1 -
)= Az ] 3

2 Si I'on fait un changement de coordonnées cartésiennes X/ au moyen
d'une transformation linéaire de déterminant d =% 0, les quantités L, se
multiplient par d et A par |[d|, les coefficients [,* Dj. et B. restant
inaltérés, Ce la se vérifie immédiatement sur les formules des 7% 2 et 3

-y
définissant ces grandeurs. — Le vecteur /, étant invariant par le change-
ment de coordonnées cartésiennes du point de l'espace E3 on en conclut,

- .
d'aprés la relation entre les vecteurs 1 et /; donnée plus haut, que le

1
vecteur ) se multiplie par le facteur |d |7 z.
30 Supposons maintenant que I'on effectue sur les coordonnées gaus-
siennes #* du point de la surface S un changement de la forme

o= (1, )
et que l'on pose
9 (1, u?)
0w, u?)

Qs

En s'appuyant sur les relations (11) et (12), on verra facilement que les
coefficients L fet A se transformeront alors d'apreés les formules

dw Ou
“ow 0w

L=

6—1

A=i24.

I

On verra ensuite, en ayant égard aux relations (13) et (16), que les com-

. -
posantes &' du recteur J/; obéissent a la loi de transformation suivante

& =31 gi.

Ceci m.ontre.que les composantes a¢ sont des densités (scalaires) de poids
— 1. Si, enfin, on se reporte aux équations (18), (19) et (20), on trouvera
que les formules de transformation des coefficients Dy et By sont don-
nées par le tableau suivant

ow Ow

Diy=23¢D,,~ — Z=,
out dur

D

300
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I s
Bl =2d"1 B;-é—’f 6_11 .
dur dur

et que la loi de transformation des quantités I',* est identique & celle des
coefficients du transport paralléle dans une variété i connexion affine 6.
Nous voyons ainsi que les coefficients D;,, B/} et L;, sont des densités
tensorielles au sens de M. M. O. Veblen et T.Y. Thomas.
Rappelons encore que par la méme transformation de ccordonnées
u*le vecteur 1) se multiplie par +1 ou —1 suivant que I'on a 6=>0 0ud<07).
4", En introduisant la notion de la normale affine( n° 2), nous avons
posé A=A (équ (13)). Or, on peut remplacer cette égalité par une
autre: A =—A et on verra facilement que le premier cas se raméne au
second, en changeant le sens du vecteur /;. On peut encore remarquer

- que d‘aprés les formules (18], (19) et (20), le choix de l'une ou de l'autre

de ces hypothéses n'a aucune influence sur les coefficients [3,%  les coef-
ficients D;,. et B.* changeant seulement leurs signes. Nous pouvons dire
que la surface peut étre orientée de deux fagons différentes. ’

5. Applications. Nous alllons appliquer les développements du
n° 2 i quelques cas particuliers. Envisageons d'abord une surface dont
les normales affines ont une direction commune que nous pouvons choisir
pour la direction de 1'axe x3; les surfaces ainsi définies portent le nom de
sphéres affines impropres 8). Supposons que les équations d'une telle sur-
face soient mises sous la forme

x'=u!, x=un x*=f@ u)

o
Le vecteur [, étant, par hypothése, paralléle 4 I'axe x3, on a: @' = a2 = 0;
en portant ces valeurs dans les équations (17), on obtient

JA oA A oA
§o e f— =0, r———s-——=0.
0w ou dou? out
s . P ., 0/ JA
La surface n'étant pas développable, il s'en suit PP i 0. En ayant
. s

égard a la formule (12') du #° 2, on en conclut que la fonction X =
= f (x!, x2} doit étre une intégrale de I'équation

rt—s*=a, (32)

ol a est une constante différente de zéro.

6) J. A, Schouten [9], p. 65.
) W. Blaschke [2], p. 106
% W. Blaschke, L c p. 215
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Considérons maintenant une surface dont les normales affines pas-
sent par un point fixe que nous pouvons choisir pour origine des coordon-
nées (sphére affine)?); on aura donc

a' & ad
it
Désignons par k la valeur commune de ces rapports et portons les expres-
sions a‘==kx' dans les équations (17). D'aprés la troisi¢éme de ces équa-
tions on aura d'abord
A

P
xﬁ__pxl__qxﬂ

et, par suite, les deux premiéres deviendront

dA dA oA oA

Tt —r s =

0 x? 0x* _  2Ax dx*  dx' 2A x?
rt—s® B—pxl—gx’ rt—s* _xﬁ*—pxl—-qx‘-”

En tenant compte de la relation (12'), les équations ci-dessus pourront
s'écrire

Sa_‘\__t&=___2:\__sx.l . ,QL ~Q,A,_ 2 A x?
0% 00X Be—pxl—gx’ 0x* 0x! P—pxl—gx

Si on les résout par rapport aux dérivées de la fonction A, on obtient

oA r x5 x? JA 1 2

9 o LN OA _ 5, s@ttx

dx XB—ep X —gx? J.x? xX—pxt—gx?
ou encore

dlog)'X dlog(x®—px!—gx?)
0x! 9 xt

(i=1,2).

On voit donc que I'équation des sphéres affines a la forme
Vi=ale—pai—gw)  (\=y|ri=d]),

o. étant une constante différente de zéro. Si l'on supposait que le centre

) ¥) Cette classe de surfaces a été signalée pour la premiére fois par M, G, Tzi-
tzéica; cf. [10], p, 250,
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de la sphére affine soit un point arbitraire de 'axe x3, on obtiendrait une
équation plus générale

4
Virt—s*=a(x®—px'—qgxl)+b (a, b constantes) (33)
qui comprend comme cas particulier 1'équation (32),

On obtient une classe plus générale des surfaces de l'espace affine,
si l'on suppose que les normales affines d'une surface rencontrent une
droite fixe que nous appellerons l'axe de la surface; en choisissant cette
droite pour l'axe des x3, on aura

at  a

¥t x?

Si l'on remplace les composantes al, a2 par leurs expressions (17), il vien-

dra

LOA LOA
[sx1~}—tx-)5~;——[rx1—]-sx)ax2=0;

d’aprés la formule (12') cette relation est équivalente 3 I'équation

rt—s2=0 (x* —px'— g x?, (34)
® désignant une fonction arbitraire d'un argument. Aux surfaces définies
par l'équation (34) nous donnerons le nom de surfaces (R).

Envisageons encore les surfaces dont les normales affines sont para-
lieles & un plan fixe que nous allons choisir pour plan x3 = 0. On aura donc
ad = 0 et par suite, d‘aprés la troisiéme des équations (17),

pa+qga*+ A=0.
Si l'on y substitue aux al, a® les expressions données par les deux pre-
miéres des équations (17) et que l'on tient compte de la relation (12'), on
obtient une équation qui peut étre ramenée a la forme suivante
d(rt—s%—!

0x'

(ps—gn 20— (pt—ygy

Fpe =4. (35)

La classe de surfaces considérée ici comprend, entre autres, les surfaces
signalées par M\. Ca rta n19) et définies au moyen de l'équation

rt—s'=(p*+g¥.

) E, Cartan [7}.
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6. Des lignes sur les surfaces, En adoptant les notations des
1% 2 et 3, considérons une surface non développable de l'espace E; et
supposons que l'on se déplace sur elle d'un point M(u!, 42} & un point infi-
niment voisin M, (ut + dyu!, u? +d,u2). La droite d'intersection des plans
tangents & la surface en M et My sera donnée par les équations

P3=0, P}-L-dP*=0,
le symbole P3 étant défini par la deuxiéme des équations (4"). Si l'on tient
compte des relations (5), le systéme ci-dessus deviendra
PP=0, «(d)P+u,’(d)P*=0,
w?(d) et w,’(d;) désignant ce que deviennent les formes difféerentielles
w?, o3, si Uon y remplace du!, du? par dyu', diu2 Sil'on se sert des

formules (4') et (4"), la deuxiéme des deux derniéres équations prendra
la forme

— —y =y
o (@[ MQ, oy L] o (d) [ MQ, 1, []]=0, . (36)
Q étant un point arbitraire de la droite d'intersection des plans tangents.

Supposens maintenant que l'on se déplace sur la surface dans la direction
de cette droite du point M & un point infiniment voisin Mafu' + dy u?,

— - >
u? + dyu?). Le vecteur infinitésimal MM, = w'(d,) [, + v*(d,) I, devant satis-
faire & l'équation (36), on aura

o8 (@) [0 (d) ], 2 (d) L, Doy [14- 0 (@) [0! (da) ], - 2 (do) T, T, 1 =0,
d'ott l'on déduit aisémant la relation

08 () 0 (dy) - 0, () 0 (dy) = 0
ou, en vertu des formules (9) et (24),

Dy dywt dyu' 4 Dy (dy 0 dyw? +-dy w2 dy ') -+ Doy d, ut dyu =0, (37)

Telle est la relation qui existe entre deux directions conjuguées issues du
point M; on en déduit I'équation des lignes asymptotiques

Dy du ¥ --2D,d u' d 2 4- Dy, (d 12)? = 0. (38)

Maintenant nous allons établir 1'équation des lignes de courbure affi-
nes. Remarquons pour ce but que les équations des normales affines en
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deux points infiniment voisins M(u!, u2) et M'(u' + du?, u? +du?) peuvent
étre mises respectivement sous la forme

Pl=0, P*=y; (39)
Pl4-dP'=0, P*+4-dPr=o0, (39”)

oit l'on a employé les notations du 7n° 1, Pour que ces normales se rencon-
trent, il faut et il suffit que ces quatre équations soient compatibles. Or, si
F'on se reporte aux relations (5), le systéme d'équations (39') et (39} de-
vient

P'=0, P*=0, o0,P'tlo'=0, o2 P? - 0t=0, (40)

La condition de compatibilité prend donc la forme
0! 0> — w2 0! =0,

et, si I'on se sert des formules (9) et (24), I'équation des lignes de courbure
affines sera

(Bi'du' 4Byt du?)du?— (B2 duw' -+ B2 d u?) d u' = 0. (41)

Pour obtenir les rayons de courbure principaux déterminons le point
de rencontre Q de la normale affine au point M avec la normale élevée en
un point infiniment voisin M’ placé sur une des lignes de courbure passant
par M. Le point Q doit satisfaire aux équations (40); or, si I'on se rappelle
la signification du symbole P?(n° 1), les deux derniéres des équations
(40) deviendront

— . — >
o [MQ, Ly L]+Aw'=0, w?[MQ, I, L4+ Ae*=0.

— >
Sil'onypose MQ=RI, et quel'on tient compte de la relation (2), on
obtient

o, R+m’ =0, o0R+e’=0.

L'emploi des formules (9) et (24) permet d’écrire ces équations sous la
forme

(Bldu' 4+ Blduw)R-+du' =0, (BPduw'-+Brdu)R--du=0;
2.2 . N
si l'on élimine Pt on obtient 'équation
u

(By! B> — B, By*) R*+- (B! + B’} R+-1=0 (42)

20. Prace Matematyczne t. 46 305
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qui détermine les rayons de courbure principaux. En désignant par R, et R,
les racines de I'équation (42), on aura
1

KZ_RTE:BN B} — By B?; (43)
1% .

cette expression a obtenue le nom de courbure affine de la surface.
Remarquons que, d'aprés ce qui a été établi au n° 4, les rayons
de courbure principaux sont des densités scalaires de poids +1 et, par
conséquent, la courbure affine est une densité scalaire de poids —2.
Revenons aux lignes de courbure affines. Trois cas sont a distinguer:
10 Dans le cas général 'équation (41) définit deux familles distinctes
de courbes réelles ou imaginaires; on peut démontrer que ces deux famil-
Jes de lignes forment un réseau conjugué, Pour s'en convaincre il suffit de
se reporter & 1'équation (37); on verra en effet sans peine que, en vertu de
la relation (29), cette équation est identiquement satisfaite par les deux

valeurs du rapport % définies au moyen de 'équation (41), conformé-
u

ment & la proposition énoncée. Nous devons 8 M. Cartan la remarque
intéressante que la condition imposée au repére tangent R; pour définir
intrinséquement la normale affine est équivalente & I'hypothése que les li-
gnes de courbure affines sont conjuguées; pour justifier cette remarque il
suffit d'observer que la relation (29) résulte presque immédiatement de
Véquation {15), si on différentie extérieurement celle-ci et que l'on tient
compte des équations de structure (6”) et des formules (24). Il résulte aus-
si de I'équation (29) que, si les lignes asymptotiques sont imaginaires
Dy Dy — Dy,*=-4-1), les deux familles de lignes de courbure affines
sont distinctes et réelles. ’

20 T1 se peut que les deux familles de lignes de courbure affines sont
confondues. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 1'on ait

(B! —ByP 4B, B*=0. (44)

Dans ce cas les lignes de courbure affines se confondent avec les lignes
d'une familles d‘asymptotiques. La circonstance examinée ici se présente
en particulier pour les surfaces réglées. Pour le faire voir supposons que
S soit une surface réglée rapportée aux paramétres asymptotiques et que
les lignes u2 = const. soient ses génératrices rectilignes, L'équation (38)
devant étre satisfaite, si I'on pose du! = 0 ou du2 = 0, on aura Dy; = Duy =
= 0 et, par conséquent (équ. (23)) D;,=+1. Si l'on substitue ces valeurs
dans les équations (26) et (29), on trouve respectivement I'\,' = I",>*=10

et B;'==B,>. Observons encore que, les lignes du® =0 étant des droites,
306

icm°

Sur quelques problémes de la théorie des surfaces de l'espace affine. 17

- .
tout le long de chacune d’elles l'accroissement d/; doit étre proportion-
>

nel au vecteur /;. Or, on a {équ. (8))
- - - -
di=o'l+to’lL+o?],

On en conclut que les deux formes ©,> et w,* doivent s'annuler, si
I'on suppose du® = 0. D'aprés les formules (24) ceci exige que l'on aitT',*>=0.
Si, enfin, on porte les valeurs I', * =1I'\,' = 1'\,?=0, D;;=D,, = 0, D, =+1
dans la troisiéme des équations (28), on obtient B,>=0. En rapprochant
ce résultat de l'égalité B,'=B,® trouvée plus haut, on constate que la
condition (44) est satisfaite, c’est ce qu'il fallait démontrer.

30, Il reste encore & examiner le cas, oil les lignes de courbure affines
sont indéterminées, ce qui exige que I'on ait

B,'=B??=0, B'=B, - (45)

Les deux racines de 1'équation (42) sont maintenant égales, On démontre
facilement que dans le cas actuel les normales affines de la surface passent
par un point fixe et que, par conséquent, la surface est une sphére affine.
Réciproquement, si la surface est une sphére affine, les égalités (45) sont
identiquement satisfaites. Si, en particulier, la valeur commune des coef-
ficients B, et B,? est nulle, on a, d'aprés (24), ©,' = n,2=0 et, par suite
dl;=02l; on voit donc que, les normales affines de la surface étant
paralléles, celle-ci est une sphére affine impropre (cf. n° 5), On peut donc
énoncer la proposition suivante: pour qu‘une surface soif une sphére affine
impropre, il faut et il suffit que tous les coefficients B, soient nuls.

En terminant ce n® nous allons citer deux exemples des surfaces, o
il est possible de tracer les lignes de courbure affines sans aucune inté-
gration.

Considérons d'abord les surfaces (R) (cf. #° 5). Il résulte de leur
définition que les sections par les plans passant par 1'axe de la surface for-
ment une des familles de lignes de courbure affines; d’aprés le théordme de
Koenigs la seconde famille est composée de courbes de contact des
cones circonscrits 4 la surface et ayant les sommets sur son axe.

Si les normales affines d'une surface sont paralléles & un plan fixe P
(v. la fin du n° 5), les deux familles de lignes de courbure affines sont
composées de sections de la surface par les plans paralléles a4 P et de
courbes de contact des cylindres circonscrits & la surfaces et ayant leurs
génératrices paralléles au plan P. Cela résulte aussi de la définition de la
surface et du théoréme de Koenigs. Ajoutons encore que la courbure
affine de ces surfaces est nulle.
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Connexion induite.

Ch. 1l

7, Introduction de la connexion induite. Pour établir la connexion
induite sur une surface non développable S plongée dans l'espace E,
associons & un point arbitraire M (a', 1%) de celle-cx un repére R,, d'ori-

Le déplacement infité-

gine M, formé de deux vecteurs tangents JI,J
infiniment voisin

simal du repére R,, lorsqu'on passe & un point
(- d u"), soit donné par les formules')
—_ -

dM=wl, dl=usl, 1)

les symboles ®? et ¢ ayant la méme signification que précédemment
(v. équ. (9) et (24) du Ch. I). L'expression o,'-|-w,® étant, en vertu
de la relation (15) du Ch. I, une différentielle exacte, il en résulte que
la connexion induite admet une unité absolue d’aire. On verra de plus
que l'aire du parallélogramme 1nf1n1’c4es1mal construit sur les vecteurs

m’./ et m—Ji est égal a l'expression L/]LUL,,W L,,*||o' 2], abstraction
faite d'un facteur constant. En' effet, en différentiant le déterminant

[71; 7:]. on obtient
g e - -5
AUy, Tl =[d Iy, J) 4T, d

ou, si l'on utilise les équations (1),

L1+ esl, I

Ceci peut évidemment s'écrire de la fagon suivante

> > -
aly, kl=orl/,
> - >
dl)y, L] = (o +0) [/, L]
La comparaison avec l'équation (15) du Ch. 1T conduit donc & la relation
- - —
Vi o] =cV4,

¢ étant une constante arbitraire.
des relations (12) et (13), on trouve

Si, enfin, on rapproche ce résultat

4

[is ol = e [ Ly Ly —L,*1,

c'est ce que nous voulions démontrer.

") Nous rappelons que les indices grecs parcourent les valeurs 1, 2,
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Les éguations. de structure de la connexion induite se déduisent
des équations de structure de l'espace F, (2° 1) et elles peuvent étre
écrites de la fagon suivante )

(0 oo ] =0, @1

(029 - [0 0] = Rz [w! w?], 21
ot I'on a désigné par les symboles Ri3;" les composantes ‘du fenseur
de courbure de la connexion. En remplagant dans les équations (2")
les coefficients ;* par leurs expressions (25) du Ch. I, on est conduit
aux formules bien connues

O pop s

Lot 14 3
du._: [ 2 1y ( )

¢

Si l'on compare ces relations aux équations de Gauss
on trouve

(Ch. T (28)),
Rﬂ)v el D}.] ng - D}.g Blu- (4)

Remarquons encore que la relation (29) du Ch. I entraine l'indentité
suivante : ’
Risi' T R’ =0, (4a)
Nous terminerons ces généralités, en rappelant les expressions
de la différentielle absolue et de la dérivée covariante dans la connexion
induite. Les voici

DA =dA +wrAr, DA=dA — oA, (5)
L O0A o 04,
V}.A _E1)~ _‘{“llp A'g V/Au-"‘ Ey [ 2] (6)

A* et A, étant respectivement les composantes d'un vecteur contravariant
et d'un vecteur covariant.

Ajoutons encore que la connexion induite est indépendante de l'orien-
tation de la surface (v. la derniére Remarque du 7° 4).

8. Geéodésiques. Considérons sur la surface S une courbe C et
supposons que les coordonnées gaussiennes #* d'un point arbitraire M
de celle-ci soient exprimées en fonction d'un paramétre ¢. Attachons
au point M le vecteur

= dutr | dur
J=" A A 7
P 1+dt 2 (n
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tangent & la courbe C en ce point. Nous dirons que la courbe est une

-

géodésique de la surface, si le vecteur J reste paralléle a lui-méme,
lorsqu'on se déplace sur C. Remarquons que M, Cartan a défini les
géodésiques d'une autre fagon, en attribuant ce nom aux lignes dont le
plan osculaleur’ contient la normale affine a la surface. Nous montre-
rons un peu plus loin que les deux définitions sont bien d'accord.

Maintenant nous allons développer l'équation des géodésiques.
Remarquons pour cela que l'on a par hypothése

N
k étant une fonction du paramétre . Si l'on y substitue au vecteur J
son expression (7), on trouve

au
dt“ 1"1’

i ERh (A1,

dut d]l du? a’] du’ > adut @®
dt dt | dt dt ) )

dt’

=

dlJ,
En remplagant les dérivées 4 P leurs valeurs

due

-
dJ, 2 Sy
So=r) Sl

at

que l'on a déduites des équations (1), en moyennant les formules (24)
du Ch, I, il viendra

J=

a

(dﬂylr duvdm kd
et " 4t at dt)

Il en résulte

ndﬁu*. o dur due kafw
de U dE dt 4t

Si l'on élimine de ces équations le coefficient %, on obtient finalement

d‘lﬂlﬂ_ e d”‘ Vo fdun\Edut
dt* dt de + < )—I—(Ful-—zlmq(gt_) T[ﬁ“

du'\?
— I =] =0
1(¢¢)

o du?(du\?
+ @, — Ty w(
= dt
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Telle est I'équation des géodésigues de la surface. On peut la pré-
senter sous une autre forme, en procédant de la manidre suivante. On
part des formules

alJ, _ wl >
dt dt dat

données par les équations (1), et on y substitue aux coefficients o, les
valeurs (10) du Ch. I; on trouve ainsi

P
dJ, | ow dx = loxi ow -
Sar = ar aw v J‘\T ar ”’V

En portant ces expressions dans l'équation (8), on obtient

()x’ l ‘lddx" |
d*ut | ()u‘ 0 x! du' o 0xt i‘duﬁﬁy dut (3
I dtﬂi at o “ar A e @ 1
ax | o
e | ox ot i5d11,1 fox o Jdw L dutyy
K ‘Adzﬂ"aﬁ’“ﬁ' @5 Haw e @ gr— kg [ =0
par suite on aura
| i 3 yi |
‘d»avf ddx |
Adﬂul | du'dua’ owrdu* dx' aij—AkM,
dE T Tad ai T di diow ¥ T s
) (10)
g9 PR ] ,
Ad‘lu2 [0x'  odu'du owrdu’ aiiz_\kdu '
det T\’ df dt v dt df' "7 dt

Attirons maintenant notre attention sur l'expression

o s
on du' | 011,~£i_u_~
dt dt UV dt dt

qui intervient deux fois dans les équations (10). En l'explicitant, on trouve

0*x  du du

T 0won dt dt
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ou encore
ex 0x! a*w
ar dw dt

Par conséquent, on pourra écrire 1'égalité suivante

9 2 9% |
owdw  Cowdw ox | |\&x_ oxdw ox |
di dE T Al dfow YT AR T owar o ©

en tenant compte de la formule (7) du Ch. I, on en déduit aisément

[ 0 xt dx!

ld — d ) Sl Al 0
j_Outda' | Odwrduw 0 2| = Ex 0K o _Af_..lfi
df di ' di'ow T | de o de’

En portant cette expression dans la premiére des équations (10), on
obtient .
ld*xt d0xi

| &% ox du
lder on’

‘:Akw-w,
it

La seconde des équations (10) conduit de méme & une équation analogue

du?

]ﬂ 0 x afgz_AkE‘

at'ou’

Si l'on ajoute les deux derniéres équations, aprés les avoir multipli¢es
dr® | du

par ey et rr respectivement, on trouve la relation suivante
vd;iwif p fif‘j_!_ i—x’d_x", & d,’f:o
[ At 0ut dt at ou dt

qui peut encore étre présentée sous une forme plus condensée

&xt dx
de*' dt’

a'f’-:o. (11)

) Nous avons ainsi obtenu la seconde forme de I'équation des géodé-
siques. On voit sur elle que le plan osculateur d'une géodésique contient
la normale affine 4 la surface ce qui montre l'équivalence des deux

définitions des géodésiques annoncée plus haut. Ce résultat conduit
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immédiatement & la conséquence suivante: les géodesiques d'une sphére
affine sont des sections par les plans passant par le centre. (Dans le
cas d'une sphére impropre ce point est situé & I'infini). Il s'en suit
que les sphéres affines .peuvent étre représentées géodésiquement sur
le plan ™).

9. Isomorphie aifine. FEn suivant M. Cartan, nour dirons que
deux surfaces de l'espace £, sont affinement isomorphes, si l'on peut
établir entre elles une ¢orrespondence ponctuelle conservant la connexion
induite. Considérons, par exemple, les sphéres affines impropres;
d'aprés la remarque faite au 7 6 (p. 19) on sait que, dans ce cas, tous
les coefficients B, sont nuls; en rapprochant les relations (4) on en
conclut que le tenseur de courbure de la connexion induite est aussi
nul. Nous pouvons donc constater que les sphéres affines impropres sont
affinemeut isomorphes au plan'®), la réciproque de cette proposition étant
aussi vraie,

Maintenant nous allons démontrer un théoréme général analogue
au théoréme de Gauss. Déterminons, & cet effet, des équations (4)
les coefficients B.*; en tenant compte de la relation (23) du Ch. I,
nous trouverons aisément

B =Dy Rii' =Dy Rizs',  e=+1.

Si-l'on porte ces expressions dans la formule (43) du Ch. I, qui donne
la courbure affine de la surface, et que I'on emploie de nouveau l'iden-
tité (23), on obtient

.2 oA .2
s K=Ri3i Ry — Riss Risi

Introduisons encore les composantes du tenseur de courbure contracté:
R.,=R;;;’. Comme on a

el .. 2 .2 .1
RIZ] :”‘RIZZ =R]2r Rm Z—Rn, R!ZZ =R2'_)v

la formule précédente prend la forme

e K= Ry Ros — Ryy". (12)
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Si deux surfaces de lespace E, sont affinement isomorphes, leurs
courbures affines, aux points correspondants, sont égales, abstraction faite

du signe.

#) E, Cartan [7]
By E. Cartan, L c
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10, Sur les formes diiférentielles Dy du'dur, R, du du et les
lignes de courbure affines. Nous avons vu au #° précédent que l'on a
Ry=—Ri’, Rp=Rui'=—Ru'. Ru=Riy. (13)
En comparant aux équations (4) du Ch. I, on en déduit
Ry,=DuB*—D,B? Ry=D,B,£—D,B'=
(14)

=Dy B"— Dﬂl B2, Rup=DyB,)—DyB",

Si 'on résout les équations (14) par rapport aux coefficients B;*, et que
l'on tient compte de la relation (23) du Ch. I, on trouve

eBi'= D,R,—D;Rm, eBl= DyRy—DRs,,
eBt=—DuLR -+ DRy, eBl=—DyRy-t+Dy,R,.,, (15)
e=+1.
Considérons maintenant les deux formes quadratiques
o=Dydudn, A=R,duduw (16)
et égalons & zéro leur jacobien
| Yo dw
‘ odut ddu?
i FT =0 (17
| ddu' odu® |

nous obtenons ainsi une équation quadratique en du', du®. Si l'on se

reporte aux formules {14) et que l'on utilise la relation (23) du Ch. I,

on verra facilement que léquation (17) est équivalente & I'équation des
lignes de courbire affines de la surface

Bldwdw— B2durdu =0, (18)

Ceci nous conduit a énoncer les propositions suivantes qui sont

des conséquences immédiates des théorémes bien connus de la théorie

des formes quadratiques binaires:
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1°. Si lI'on prend comme variables #* les paramétres des deux
familles de lignes de courbure affines, en supposant que ces familles
sont réelles et distinctes, les deux formes (16) se réduiront aux suivantes

w=Dy (@)D, (du??, A=R,; ([du) - Ro (du?).

2%, Pour que les lignes de courbure affines soient indéterminées,
autrement dit pour que la surface soit une sphére affine, il faut et il
suffit que l'on ait

Ry _ R
Dll DI:Z

3% Pour que les deux familles de lignes de courbure afffnes se
confondent, il faut et il suffit que les formes (16) aient un diviseur
linéaire commun,

11, Surfaces dont la connexion induite est parabolique. Nous
dirons que la connexion induite est parabolique, si le discriminant de la

forme
A=R, du-du

est nul. Comme exemple des surfaces qui jouissent de la propriété en
question citons les sphéres affines impropres; nous savons, en effet, que
dans ce cas le tenseur R est identiquement nul; rappelons encore que
les normales affines d'une sphére affine impropre sont paralléles & une
droite fixe.

Maintenant nous allons démontrer le théoréme suivant.

Pour que la connexion induite sur une surface soit parabolique,
il faut et il suffit que sur chacune des courbes qui font partie de U'un
des deux systémes de lignes de courbure affines les normales affines
& la surface soient paralléles.

En effet, supposons d'abord que la connexion induite sur une sur-
face soit parabolique et choisissons les variables #* d'une maniére telle
que lon ait: Ry;=R;;=0; le discriminant de la forme A étant par
hypothése nul, ce choix peut étre effectué d'une infinité de fagons.
Les formules (15) du #° précédent nous conduiront alors aux égalités:
B2=B,"=0; en ayant égard a l'équation (18), on en conclut que les
courbes du*>=0 sont des lignes de courbure affines de la surface.
Remarquons encore que, d'aprés les formules (24) du Ch. I, les relations
B2 =B,?=0 peuvent étre présentées d'une fagon plus condensée

(19)
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Dans le raisonnement suivant nous devons distinguer deux cas suivant
que les deux systémes de lignes de corbure affines se confondent ou non,
Envisageons d'abord le premier cas. L'hypothése que l'équation (18)
ait une racine double d#*=0 exige qu'il soit B,'=0. Il s'en suit que
la forme ®," doit s'annuler si l'on y pose d#*=0 (v. équ. (24) du Ch. I,
D'autre part, d'aprés les formules (8) du Ch. I, on a

(‘7}: = “)9.171 + "’32}2 + o,* }:x- (20)

On voit donc bien que, en vertu des résultats obtenus plus haut, on a

— -
dly=uwgl,

pour tout déplacement sur une des lignes du*=0. Ceci démontre que
les normales affines 4 la surface sont paralléles sur chacune des lignes
de courbure affines. Examinons maintenant le deuxiéme cas, en suppo-
sant que le second systéme de lignes de courbure est composé de
courbes du'=0. L'équation (18) montre que cette hypothése entraine
l'égalité suivante; By' =0; ceci dit que la forme ®,' doit s'amuler, si
I'on suppose du'=0. Ce résultat rapproché de l'équation (19) nous
montre que la formule (20) doit se réduire i la suivante

— >
dly=0l,

lorsqu'on se déplace le long d'une des lignes du'=0. On voit donc
que les normales affines sont paralléles sur chacune des lignes de cour-
bure qui appartiennent & la famille du!=0.

Maintenant nous allons démontrer la réciproque, Supposons pour
ce but que la surface soit rapportée aux paramétres des lignes de cour-
bure affines (B,'=25B,2=0) et que les normales affines sur chacune des
lignes du' =0 soient paralléles. Ceci exige que dans la formule (20) les
coefficients oy', ©,* s'annulent, si l'on suppose d#' =0, En se rappelant
les formules (8) du Ch. I, on en déduit qu'il doit étre B =0, Sil'on
substitue les valeurs B®=RB,2=0 dans les formules (14), on trouve
Ry =R;,=0 ce qui démontre que la connexion induite est parabolique.
Dans le raisonnement- précédent nous avons supposé que les deux
familles de lignes de courbure affines étaint distinctes; un procéds tout
semblable prouve que le résultat obtenu plus haut ne cesse pas d'étre
vrai, si ces familles se confondent,

Ajoutons encore que la classe de surfaces dont il était question
dans ce n° comprend, entre autres, les surfaces dont les normales affines
sont paralléles A un plan fixe (° 5).
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Ch. 1IL.

Sur la réalisation d'une variété & connexion affine par une
surface de l'espace E,.

12, Position du probléme.
ce Chapitre le probléme suivant:

Etant donnée une wvariété A, i connexion affine admettant une unité
absolue d’aire, existe-t-il des surfaces de l'espace E, dont la connexion
induite soit identique @ celle de la wvariété A,?

Pour répondre a cette question désignons par #* les coordonnées
d'un point arbitraire de la variété A,, par o', o;* les formes différen-
tielles déterminant sa connexion, ces formes étant assujetties aux équ-
ations de structure suivantes

(@) + [0} o] =0,

Nous nous proposons d'étudier dans

(01) - [ 0.7 = — Rig [0 o], (1)
auxqulles on doit adjoindre la relation

(0) (02 =0 2
exprimant que la connexion admet une unité d'aire. Ajoutons que,
d'aprés les équations (1), la relation (2) est équivalente a la suivante

Risi' +Riui = 0. (2"

Imaginons maintenant dans l'espace E, le repére cartésien R,
le plus général, ayant pour origine un ‘point arbitraire M (x', x* x%)
de cet espace. Les composantes o, uj du déplacement infinitésimal du
repére R, dépendent, en outre des coordonnées x’, de neuf paramétres
ta(A=1,2,...,9) et elles satisfont aux équations de structure de
l'espace £, (cf. n° 1):

() +[of 0]=0, (o) + [0 of]=0. )

En se rappelant les développements donnés dans les n° 1 et 2 et,
en particulier, les conditions imposées au repére tangent a& une surface,
on peut énoncer la proposition suivante:

Pour que le probléme proposé ait une solution, il faut et il suffit
que l'on puisse déterminer les variables x, £4 en fonction de #* de telle
maniére qu'il soit identiquement

e .

ol'=uw!, o= P =0,
E=L7- =uw,t, =0 —’— 0,2, (4)
fort ol = ot ], e=1.
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Or, il résulte de la derniére des équations (4) que les formes o}
doivent s'exprimer linéairement au moyen des formes ®'; posons donc

0, = Q@ 0! -} @y 0% (5}

les symboles @, désignant des nouveaux paramefres liés par la relation

Ay Qoy— Qg oy == 8. (6)
On peut donc adjoindre aux équations du systéme de Pfaff (4) les
nouvelles équations (5). Nous allons chercher, s'il existe une intégrale
3 deux dimensions de ce nouveau systéme, lorsqu'on considére u!, u®
comme variables indépendantes. Cette derniére question se résout par

la methode générale de M. Cartan®),

Envisageons d'abord les équations des deux premiéres lignes du
systéme (4); si on les dérive extérieurement, en tenant compte des équa-
tions de structure (1), (2") et (3), des équations (5) et des équations (4)
elles -mémes, on sera conduit aux relations

(an — ay) [0" 0°] =0,
gy [0+ 0] 4y, [0y} 0% = Risi [0 07], W]
[o,7 0,'] + [0, 02T =0,
On en conclut d'abord qu'il doit étre
Qg = Qo ) (8)
et que les formes o, sont des combinaisons linéaires de o*:
o) =a) o - a,) w?, 9)

En portant cet expressions dans la deuxiéme des équations (7), on trouve

Qg O3} — Gy Oy = Riégi)'; {10
si 'on tient compte de la relation (6), on déduit de la les égalités
sa) = Riz" @y, — Rizi" . (11)

) E. Cartan [4], [5].
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Si l'on substitue dans les formules (9) aux coefficients @,* leurs expres-
sions (11) et que l'on utilise les relations (5), on obtient

T D AT LT
eyt = Rin 0 — R w,®,

{12)

Remarquons enfin que, si l'on remplace dans la derniére des relations

(7) les formes w? et v, par les expressions (5) et (9) respectivement,
on sera conduit a l'équation suivante

Qpo @ = gy '~ By 0 — @y, 3,7 =0

qui est une conséquence des égalités (10) et de l'identits (2”).
D'aprés ce qui précéde nous pouvons constater que le probléme
proposé revient a l'intégration du systéme de Pfaff prolongé

ol — ol o= n?  wf —
o =o! 0=, 0'=0,

ol =0, o =04 0,2

- o

w3 = a,; o' - a,, 0,
e DTy A
e oyt = Ry 0, — Riji" w,?,

les variables 4., étant liées par les relations (6) et (8), Nous allons
dériver extérieurement les équations du nouveau systéme, en commengant
par la derniére relation. En s'appuyant sur les équations de structure
(3) et sur les équations du systéme (13) lui-méme, on obtient au moyen
d'un calcul facile 1'égalité suivante

[0 D Rizi'] — [0,* D Ris"] =0,

D étant le symbole de'la différentielle absolue des composantes d'un
tenseur (v. la fin du 7° 7). Mais, on a par définition

D Ri3" = wl vy Rizy" 4 0’ v, Rizy”

en substituant ces expressions dans la derniére relation, et en tenant
compte des égalités (5), on trouve

041 Vs Riss" — a5 (7, Risi" -+ vs Risi") 4 o vy Risi” = 0.,

La dérivation extérieure des équations de la troisiéme ligne du systéme

(13) conduit de méme aux conditions suivantes

[w! D a, ]+ [w® D a,,] =0, (14)
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ot l'on a posé
Das=day—ofay—ofa, _1‘ (o, _i‘ 0,%) .

En résumant, on peut dire que les variables @i, = a@u, qui interviennent
dans le systéme de Pfaff (13), sont liées par les relations suivantes

Qyy By — 2 =¢, =711,

(15)

@y Vs Risi' — 2 (v, Ris' + v Risi') - g v Ridi" = 0, (15")
et que la dérivation extérieure du systéme (13) conduit seulement aux
relations (14), toutes les autres étant des conséquences de celui-ci.
Supposons maintenant que I'on ait trouvé une intégrale du systéme
(13) exprimant les inconnues X% {4 et @, en fonction de #*. On obtient
la surface correspondante & cette solution, en intégrant le systéme

de Pfaff
d Oﬁ= w! Z 4+ o? Z

- = - >
Al =o'L+ol ol
(16)

> > - >
dh =o' 4ol + b,

- - —_— g
Aly=w,l ‘l‘ 0l ‘i‘ (o, + %) Ly,

oit I'on doit remplacer les formes o,® et w, par les expressions (5) et
(12) respectivement; ce systéme sera alors complétement intégrable.

Pour achever I'étude du systéme (13) nous avons trois cas a di-
stinguer suivant le rang de la matrice

VR, TR v R, vRu |
| (17

VaRis', viRus +vuRut, v, Risi®

13. Premier cas. Supposons en premier lieu que ce rang soit
égal 4 deux. Dans ce cas les inconnues @, sont assujetties aux trois
relations distinctes (15') et (15”). Pour que le probléme ait une solu-
tion, il faut d’abord que ces relations soient compatibles, Afin de faci-
liter la discussion nous allons considérer les variables @y Qygy Ay cOmM-

me les coordonnées cartésiennes d'un point de I'espace affine. L'équa-
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tion (15') représente alors un hyperboloide a deux ou a une nappe, sui-
vant que l'on pose e=-1 ou e==—1, et les équations (15”) représen-
tent une droite (d) passant par l'origine du systéme de coordonnées. Si
la droite () appartient aux génératrices du céne asymptote qui a pour
équation @ @y, — a1,> =0, elle ne rencontre aucun de deux hyperboloi-
des et, par conséquent, le probléme proposé n'a pas de solution. Si au
contraire, la droite (d) n'est pas située tout entiére sur le céne asymp-
tote, elle a deux points de rencontre avec l'un des hyperboloides, autre-
ment dit, les équations (15’) et (15”) nous donnent deux solutions qui
s'obtiennent l'une de I'autre par un changement des signes. Nous pou-
vons choisir l'une quelconque de ces solutions, en remarquant que

. -

l'autre choix entraine seulement le changement du sens du vecteur /.
Les valeurs m, ainsi déterminées doivent satisfaire aux conditions (14).
Mais, comme on peut poser ici

Doy =o'y, o, 40y, a4,
ces conditions sont équivalentes aux relations

Vi s = V2 &y (18)
Si ces égalités sont satisfates, le systéme (16) est compléetement inté-
grable, son intégrale générale dépendant de douze constantes arbitraires;
on peut évidemment disposer de ces constantes de maniére que, pour
un systéme de valeurs #*=1,* quelconque, on ait

—— — > >
OM = 0M®, I,=1°,

—
OM°, I}* étant des vecteurs arbitrairement choisis. Nous pouvons donc
énoncer la proposition suivante:

Si le rang de la matrice (17) est égal & deux et que les équations
(15") et (15"), pour un choix convenable du signe de =, sont compatibles,
leur solution satisfaisant aux conditions (18), il existe une et une seule
surface de [l'espace réalisant la connexion de la wvariété A,, abstraction
faite des transformations affines.

Nous dirons dans ce cas que la surface qui représente la variété A,
est rigide.

14. Deuxiéme cas. Supposons maintenant que la matrice (17) est
de rang un. Par suite, les équations (15”) se réduisent a une seule,
qui représente un plan (P) passant par origine, si nous regardons a,; a,,,
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@, comme des coordonnées cartésiennes d'un point de l'espace affine,
Ce plan [P) coupe l'un au moins des deux hyporboloides (15') suivant
une conique qui peut dégénérer en deux droites paralléles. Il suit de
1a gue les équations (15") et (15”) permettent, d'une ou de deux facons
différentes, d'exprimer -les inconnues @, en fonction de #* et d'une nou-
velle variable que nous désignerons par la lettre a. En portant les ex-
pressions ainsi obtenues dans les relations (14), on obtient deux équa-
tions de la forme suivante

(B o'+ b 0?) d a] +my [u' 0¥] =0, (19)

les coefficients &, /L, my étant des fonctions des trois variables «!, 12, g,
(Si les équations (15') et (15”) donnent deux systémes différents d'ex-
pressions des variables 4., en fonction de u* et @, on doit appliquer
succesivement le méme procédé a chacun de ces systémes).

On doit dans la suite distinguer trois cas:

1%, En général, l'expression &, I, —k, !, est différente de zéro, alors
on peut déduire des équations (19) une relation déterminée de la forme

da=ro'-|sw? (20)

r et s désignant des fonctions des trois variables u, a. Si cette équation
est complétement intégrable, elle donne pour a et, par conséquent, pour
@, des solutions dépendant d'une constante arbitraire et, pour suite, il
existe une famille de o' surfaces, affinement isomorphes, réalisant la
variété A, dans l'espace E;. (Ici et dans la suite nous faisons abstraction
des surfaces qui s'obtiennent par les transformations affines de I'une
quelcongue, qui donne une solution du probléme proposé). On obtient
ces surfaces, en intégrant le systéme (16), aprés y avoir remplacé les
variables @, par leurs expressions dont nous avons parlé plus haut,

N. B. Si I'équation (20) n'est pas complétement intégrable, elle
peut néanmoins avoir des solutions isolées qui ne dépendent d'aucun
élément arbitraire. S'il en est ainsi, & chacune de ces solutions corre-
spond une seule surface réalisant la' connexion Ay a

2°. Supposons maintenant qu'il soit &, b - %, {, =0 sans que l'on ait
en méme temps R m, —kym, =0 et {;m,—l,m, —=0. D'aprés les équa-
tions (19) on aurait alors [0 w*]==0; on voit donc bien que, dans ce
cas, le probléme proposé est dépourvu de solution.

3. Examinons enfin le troisitme cas qui peut se présenter, ol
l'on a:

by L my -
Ry Ly m,
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Les égalités (19) se réduisent alors & une seule que nous écrirons com-
me il suit
[(k o' -+ w?) da] +m [o! 0] - 0. (21)

Revenons maintenant au systéme de Pfaff (13) et supposons qu'il soit
donné un é¢élément linéaire intégral quelconque (¢} de celui-ci; un ob-
tient un tel élément en attribuant aux formes o!, 0% da des valeurs
arbitraires non toutes nulles. Comme les relations déduites des équa-
tions (13) au moyen de la dérivation extérieure se réduisent a l'unique
égalité (21), toutes les autres étant des conséquences des équations du
systéme, on voit bien qu'il existe un et un seul élément linéaire inté-
gral (¢') qui soit en in volution avec (¢) relativement au systéme (13).
Par suite ce systéme est en involution, si I'on considére les 1* comme
des variables indépendantes, son intégrale générale & deux dimensions
dépendant d'une fonction arbitraire d'un argument. D'aprés cela la
connexion A, peut étre représentée, dans le cas actuel, par toute une
classe de surfaces affinement isomorphes.

15. Troisiéme cas. Il nous reste 4 examiner le cas, ott le rang
de la matrice (15} est nul. Si l'on égale i zéro les éléments de celle-ci
et que l'on tient compte de la relation (2”), ou trouve

v. Rz =0.

Nous voyons donc que, si le rang de la matrice (17) est égal & zéro,
la variété A, est Symétrique, et réciproquement. Nous allons montrer
que dans ce cas le systéme (13) est en involution, si I'on considére ut,
u? comme des variables indépendantes.

Remarquons d'abord que, les équations (15”) étant par hypothése
identiquement satisfaites, les variables ay;, a,,, 4., ne sont liées que par
une seule relation (15). Il en résulte que les différentielles covariantes
Da,, sont assujetties a la condition suivante

ayDayy+-awDay —2a,,Da,==0. (22)

Imaginons maintenant un élément linéaire quelconque (¢) du systéme (13);
il est défini par un systéme d'équations de la forme

Da,, Da,y, _ Day,
e €y €12 25

e, ¢, étant des paramétres arbitraires, non tous nuls, satisfaisant a la

relation
Qy; 9ot oy €1 — 2832 €1, =0
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qui est une conséquence immédiate de I'égalité (22). Cherchons main-

tenant a déterminer un autre élément linéaire (¢), défini d'une maniére

analogue au moyen des paramétres e’, &, soumis & la condition
Gy Eoy oy € — 2015615 =0, (23)

qui soit en involution par rapport au systéme (13} avec 1'élément (e),
Or, d'aprés ce .que nous avons vu au 7’ 12, deux éléments linéaires
intégraux sont en involution relativement au systéme (13), s'ils satisfont
aux -relations (14); par suite on doit avoir

ele, e, —=e el feyed,
_ (24)
eley teten=eye' Fey et

Les cing inconnues €%, €%, &, 2,0 ==y, €y, doivent donc satisfaire 2 trois
relations (23) et (24), linéaires et homogénes; ceci montre que tout élé-
ment linéaire intégral (¢) du systéme (13) est en involution avec un et

un seul élément intégral (¢}, distinct de (¢), autrement dit par un éleé-
ment linéaire quelconque il passe un et un seul élément intégral & deux
dimensions. Remarquons aussi qu'on a nécessairement

et e*

—

et e?

car dans le cas conlaire on aurait

e ey

e €

et les éléments () et (¢) ne seraient pas distincts, Nous avons ainsi dé-
montré que, dans le cas examiné ici, le systéme (13) est en involution,
si I'on considére #', #* comme des variables indépendantes. Observons
encore que le nombre des équations du systéme (13) est égal a 12 et
le nombre des relations (14) qui doivent étre satisfaites par deux éle-
ments linéaires en involution est égal 4 2, Ces nombres étant les va-
leurs des caractéres du systéme (13), on voit que sa solution la plus
générale dépend des deux fonctions arbitraires d'un argument et de
douze constantes arbitraires.

En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Toute wariété symétrique A, peut étre réalisée par une infinité de
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surfaces de l'espace E, la surface la plus générale qui répond a la ques-
tion dépendant de deux fonctions arbitraires d’une variable.

Ajoutons encore la remarque suivante: dans la relation (15') on
peut poser soit e—--1, soit e==—1, sans que les raisonnements pré-
cédents tombent en défaut; cela veut dire que toute variété symétrique

- peut étre réprésentée par les surfaces & lignes asymptotiques réelles et

par les surfaces & lignes asymptotiques imaginaires.

16. Application. En utilisant les résultats établis plus haut, nous
allons montrer que ftoute surface réglée est affinement isomorphe & une
infinité d’autres surfaces dépendant d’une ou de denx fonctions arbitrai-
res d’un argumeut ).

Supposons pour ce but qu'une surface réglée S soit rapportée aux
génératrices rectilignes (du®=0) et aux asymptotiques du second systé-
me (du'=0). D'aprés ce que nous avons vu plus haut (p. 16) cette
convention entraine les égalités suivantes

[yl =T,*=T,*=0, (252)
D=0, Dy,=1, D,,=0, (25Db)
B'=B> B>=0. (25¢)

Par suite les équations (4) du Ch. II pourront s'écrire comme il suit
Risi'=—B', Rin'=B., Rui’=0, Ru’=B,'
et le second groupe des équations de Codazzi (équ. (27) du Ch. I)
prendra la forme
()BJI'___ 9B, —=I,2B1 _@Bll
ou? oul BT g

= FnT By (26)

Un caleul facile nous montre que la matrice (17) devient

i 1

| 9B oriBa2r,eB 0, 0 l

‘ ouz i

| 9B, | 7
i k-2 , 0, 0 ’

! ou ;J

%) Cf E. Cartan [7].
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Nous voyons donc que le rang de cette matrice est égal & un (cas ge-
néral) ou & zéro.

Examinons d'abord le cas général. Les equations (15”) se redui-
ront maintenant a l'unique relation

a,,=0.

Par suite, en vertu de l'équation (15'), on aura (a,,)* =1; sans restrein-
dre la généralité nous pouvons poser

ay, =1,

Remarquons encore que, d'aprés les égalités (25a) et d'aprés les for-
mules (24) du Ch. I, on a

%=,
Par conséquent les formules
Da,=day— ofa; — o (0, + 0,2) ay
deviendront dans le cas actuel

Da;; =0, Day,=0, Day,=da,~+(0,'— 0,2 ay—2 0,

et les équations (14) se réduiront a une seule
{das+ 0" Gy — 0,* a5 — 20,') 0] =0,

En appliquant la proposition établie au n" 14, 3° et en tenant compte
des égalités @, =0, I';;>=0, nous pouvons constater qu'en général toute
surface réglée est affinement isomorphe a une infinité d'autres surfaces
réglées dépendant d'une fonction arbitraire d'un argument,

Nous avons observé plus haut que le rang de la matrice (27) peut
étre égal & zéro. Dans ce cas spécial la surface réglée est affinement
isomorphe & une infinité de surfaces dépendant de deux fonctions ar-
bitraires d'un argument. C'est une conséquence immédiate de la pro-
position générale de n" 15,

Ch. IV. Sur une classe de surfaces de Vespace affine.

17. Définition. Nous dirons qu'une surface de I'espace £, est
une ’su’rface C. si la connexion induite sur elle est symétrique. 1l résulte
immédiatement des recherches du Ch. Il que toute surface C est affi-

nement isomorphe & une infinité de surfaces dépendant de deux fonc-
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tions arbitraires d'un argument; réciproquement toute surface qui est
affinement isomorphe & une infinité de surfaces dépendant de deux fonc-
tions arbitraires d'une variable est une surface C.

Aux surfaces C appartiennent évidemment les sphéres affines impro-
pres, leur tenseur de courbure induite étant nul (2° 9). Il est donc na-
turel de se demander, si les sphéres affines proprement dites jouissent
de la méme propriété. Pour répondre & cette question envisageons une
sphére affine quelconque en la supposant rapportée aux lignes asymp-
totiques. On aura donc (v. 7" 6)

B! =Bj2=0, B,'=DB,2%0,
Du :Dm:O-

le coefficient D, ayant la valeur 1 ou / suivant que les asymptotiques
sont réelles ou imaginaires. Si l'on porte ces valeurs dans les équations
de Codazzi (n° 3), on trouve successivement

Lpyt=T,"=0
et
1 1
0B, I, Bl=0, dBi
out ou?

— T2 B =0.
D'autre part les composantes du tenseur de courbure induite prendront
dans le cas actuel la forme suivante
Rriﬁ‘:vDuB,‘, Rii*=0, Rix'=0, Rixn’=D,;8,".

En tenant compte des égalités ci-dessus, on obtient aisément

Vi Rui'=0, V.Ru'=0, v, Rixn'=0, vRin'=20y"D,;5"

ViRui*=—2V2D,B/", wRis’=0, vRix'=0 v.Rixn =0
Donc, pour que la sphére affine soit une surface C, il faut et il suffit
qu'il soit [y'==I;=0, autrement dit, que les lignes asymptotiques

soient des géodésiques (cf. équ. (9) du Ch. II). Nous voyons ainsi que
toute sphére affine, qui est douée d'une connexion induite symétrique,

est une quadrique ou une sphére impropre,

18. La représentation géodésique des surfaces C sur le plan. Soit
A, une variété & connexion affine symétrique admettant une unité absolue
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d'aire. Il résulte d'un théoréme de M. Weyl') que les deux relations
suivantes

ViR =VoRi, ViRw=vV2Ry, (1)

expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que la varists
A, puisse étre représentée géodésiquement sur le plan. Or, la connexion
de la variété A, étant symétrique, on a V. R, =0 et, par suite, les con-
ditions (1) sont identiquement satisfaites. Nous pouvons donc énoncer
la proposition suivante:

Toute wariété A, & connexion symétrique admettant une unité
absolue d’aire et, par conséquent, toute surface C peuvent étre représentées
géodesiquement sur le plan,

En supposant que la représentation géodésique de la variété A,
sur le plan soit réalisée, désignons par #* les coordonnées d'un point
arbitraire de celle-ci. L'équation différentielle des géodésiques sera donc

dul d”w
dt df

du- au'
At de

2)

En la comparant & l'équation (9) du Ch. II, on est conduit aux égalités
suivantes
T'=T)*=0, Pyt=2Ty?  Ty=

2L, (3)

Si I'on porte ces valeurs dans les formules (3) du Ch. I, il viendra

. ar,,! ar,,?
Riit = 78— 2 S Tl D’ Rt = — d“&+umm
(4
.2 OT.? P ar r,2
R = (31111 —( 32 ‘; Rlzz =2 dullz —‘C;l—;:‘*_rmlrwz-

Remarquons que, la variété A, admettant une unité absolue d'aire, on

adci Ripi' +Rin’ =0 (v. équ. (2”) du Ch.II) et, par conséquent,

LANCS AN

dut du?
On peut donc poser
i 1 0 \ N 1 0A
Pplem —— 2 18 =
2A ow ) 2A out

*¥) Ch J, A Schouten [9], p. 131,
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A désignant une fonction des deux variables u!, #% en moyennant les
relations (3), on en déduit
10N L, 104

Iyt= - 1 Lo *1“
e h A du

e

Ceci nous permet de présenter les formules (3) sous la forme suivante

Rt — 1 2\ 1 9A0A - 1 0\ | 1 0N
N T T T T T et o ]
“ 2M duton T 4w T 20 0m2ou ' 4 A2 (\dzﬁ)
Ryt L N 1 ONE s 1 2\ 1 08N
i 2\ dutou A2\g ut e 2N 0w o 4\0uw du

Pour exprimer que la connexion est symétrique, on doit édaler & zéro
les dérivées covariantes des composantes Riz* un calcul facile nous con-
duira ainsi aux équations suivantes

AN
dudwdn

d'otr il résulte que la fonction A est un polynéme du second degré en
u' et u*

A=a@pP 2o +cwP+2du+-2eu> -+, 5)

On peut donc résumer le considérations précédentes de la facon

suivante: on obtient la connexion symétrique, la plus générale, si L'on
attribue aunx coefficients du transport paralléle les valeurs

11=_l£, ‘J 1o _L dA\' Li=0
' \ 0 ut ) 2802 7 !
(6)
i A \
T,2= , 2= — [t = —— ——,
" 0 1 2A 08 - w

A designant un polynéme arbitraire du second degré.

Remarque., Observons que l'équation (2) des lignes géodésiques
sera conservée, si l'on soumet les variables #* & une transformation
homographique quelconque. On s'apergoit encore immédiatement que
les valeurs (6) des coefficients [, ne changent pas, si I'on multiplie
la fonction A par une constante arbitraire différente de zéro. En s'appu-
yant sur ces deux remarques, on peut réduire le polynéme (5) & quel~
ques types différents, ce qui permettrait de classifier les surfaces C.
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19. L'équation aux difiérentielles partielles des surfaces C. Noug
savons déja que toute variété A, 4 connexion symétrique admettant une
unité absolue d'aire peut étre réalisée, et d'une infinité de maniéres,
par une surface de l'espace E;. En adoptant les notations du #° préce-
dent, nous allons supposer que la variété dont il est question soit repré-
sentée géodésiquement sur le plan; en portant les valeurs des.coefficients
I, données par les formules (6), dans les équations (26) du Ch, I
on trouve

\ (i& _9Du\_0A, 04,
du? du! a2 g

A (_(?.QJ_J - f? Dﬂﬂ — 2;\ 12 _g_\ D..,
ou? du! Juwr T Oduw T

ce qui peut encore s'écrire de la fagon suivante

_‘_’ﬁ(&)zi Dy\ 0 [Dy)\__ 0 [Dy
ow\N] dw\A) 0w A)—-du' A)

On satisfait & ces conditions de la maniére la plus générale, sil'on pose

ad 04
Dy=AZY p,=AZ% p . 19%% =
" 0 u! 1' 012 o du' T 0 n?

¢ et ¢ étant deux fonctions arbitraires des variables 1% Les coefficients
Dy, et D,y étant égaux, on doit avoir

de _ 04
dur dn
On peut donc poser
0298 ,_ 00
Toat T g

ce qui conduit aux formules suivantes

Dy=A _‘1‘_@)_
ourdnr
L’es expressions (7) devant satisfaire 4 la relation Dy Dy~ D 2=+1
{équ. {23) du #° 2), on est conduit a 1'équation suivante
rt—s“~’=i“

e=1+1), 8)
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ot 'on a désigné par 7, 5, ¢ les dérivées secondes de la fonction O,
A étant donnée par la formule (5).

A toute solution de l'équation (8) correspond un systéme des
valeurs des coefficients D, satisfaisant aux équations (23) et (26) du
Ch. I; les coefficients D,. une fois connus, on peut ensuite calculer les
coefficients B.* au moyen des équations (28) du Ch. I. D'aprés. le théo-
réme du 7° 75 nous sommes surs, sans aucun calcul, que les valeurs
des coefficients B." ainsi déterminées satisfont aussi aux équations (27)
du Ch. I. Nous pouvons donc constater qu' & foute solution de l'équation
(8) correspond une surface C déterminée & une transformation affine prés
(cf. la fin du n° 2),

20. Classification des surfaces C. Nous pouvons classifier les
surfaces C d'aprés la nature de la forme différentielle

R,dun-du 9)

et nous obtenons ainsi trois classes suivantes:

Ry Ry — R,> >0, type elliptique;

II. la forme (9) est indéfinie: Ry, Ry — Ry,2<<0, type “hyperbolique;
Il la forme (9) est dégénérée: Ry Re— R =0, type paraboligue.

I, la forme (9) est définie:

Dans les 7% suivants nous allons examiner séparément les surfaces
des trois types précédents, maintenant nous nous bornons a la remarque
suivante. D’aprés la définition méme des surfaces C, les composantes
R, du tenseur contracté de courbure satisfont aux conditions suivantes

V. Ry =0.

En les explicitant, on trouve

aR . aR 2 al N - aR‘:‘Z
—aull‘——ZFu" R;=0, 61;] — L Ry — Ty Ry, =0, ’a"uT*Z Ly Ry =0,
(10
2 2 0 29 ol
(B%—zf,gf' Ry =0, aRL"‘Fx:‘“sz*lz:!'an:O: R:—Z[np Ry =0,
0u ou? ou?

Il en résulte que la connexion induite sur les surfaces C du type elli-
ptique et hyperbolique est une connexion métrique de forme fondamentale
(9) multipliée au besoin par — 1; nous allons montrer au #° 25 qu'il en
est de méme pour les surfaces du type parabolique et que leur métrique
est dégénérée.
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21. Type elliptique. La premiére des deux formes différentielles

Rydwdw, Dydu-du

étant par hypothése définie, on peut choisir les variables #* d'une fagon
telle qu'il soit!?)

=0, D=0,
Remarquons que la premiére des relations ci-dessus entraine les deux
égalités suivantes

Riui'=0, Rizn’=0.

En les comparant aux équations (4) du Ch. II, on trouve

By'=B*=0,
On aura par suite, d'aprés les mémes équations, Ri3i’=— D,, B, Riz' —
=D,y B!, c'est-a-dire
Ry =Dy By, Ry =Dy, B, (11)

Notons encore que l'équation (23) du Ch 1 prend maintenant la forme
suivante
Dy Dyy=¢, e=+41 (12)

et que les relations (10} du 1° précédent conduisent aux formules

F”‘:iél_o,g&, plqlzﬁ_ﬁlpg Rn' l’.).#:__fl._ 0 Ry .
2 odu S 2 odw b 2R, du'
(13)
‘«1122_;,,L6R11 , l‘l,,-':-l—d_l.og R‘_)Q' I ziélqg&_}
2R, 012 ) 2 Jdu' = 2 Ju

Nous distinguerons dans la suite deux cas suivant que le second mem-
bre de l'équation (12) est égal 3 +1 ou a—1.
Nous traiterons d'abord le premier cas, o l'on a

Dy; Dyy = 1.
D'apreés les formules (11) on aura par conséquent
By By = Ry Ry,

) V. par exemple L. Biancki 1], p. 55.
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Comme le produit R, Ry, est >par hypothése positif, on peut poser

B'=1Ry; Ry tgh®,  Bj=}'R, Ry coigh 0, (14).

Nous allons substituer ces expressions dans les équations (27) du Ch. 1
qui peuvent s'écrire maintenant comme il suit

1 2
95, =TI, B, + I'y' By, '() B

ou? o Lt BT B

Si l'on utilise encore les formules (13), on sera conduit ainsi aux
relations suivantes

ilog&l_zz dlog cosh ® ' iﬂoan:z Ologsinh ©
o du? du? Jut

On peut donc poser, sans diminuer la généralité,

Ry, =1 cosh® 0, Ry, =1 sinh®©

(15)
f=+1,

Si I'on se reporte aux formules (11) et (14) et que l'on change au be-

-
soin le sens du vecteur /,(v.n'4, Remarque 4°), on trouve

Dyy=Dyn=1 (16)
et par suite

B'="1 sinh* 0, B> =1 cosh®>®, 1an

Il est facile de voir que les expressions ci-dessus satisfont bien aux
équations de Codazzi (équ. (26) et (27) du Ch. 1. Il faut encore
chercher a satisfaire aux équations de Gauss qui se réduisent ici
4 deux relations suivantes

Iry,!  dly
du? du!

DnB|'= + le [Fx-_’l - rzz;’) ““l‘zzl (Fnl - 1‘122]-

T, or.? N s o oa
Dy, By = a’()’;ff " ’EI‘LIT Iy (O — L) — Iy (® — TyY).
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En y portant les expressions (13), [15].'(16) et (17), on est conduit
3 une seule équation de la forme suivante

_*8_ ¢8 _ 1 sinh ® cosh 0, (18)
ou'out = dutdn?
b} Si l'on pose dans ['équation (12) e=—1, un raisonnement

tout semblable au précédent nous conduira aux résultats résumés dans
le tableau suivant;

Dy =Dy, =1,

B =7 sin® 0, By =1 cos® 0,

Ry, =1 cos® 9, Ry =1 sin*0,

la fonction © devant satisfaire a 1'équation

>0 )

e ez 5in @ cog ©
o . E i !
duton! ou*ou?

(19)

1==1.

On voit ainsi que la détermination des surfaces C du type ellipti-
que se raméne & lintégration de ['équation (18) et de I'éguation (19).
Ces équations expriment respectivement que la coutbure des deux for-
mes différentielles

7{cosh® © (d u')* - sinh® 0 (4%, 7 [cos® O (du!)>2 —+sin*0 (d u?)?]

est constante. On en conclut que foute surface C du type elliptique
admet un groupe d’isomorphies & trois paramétres. Nous verrons
d'ailleurs dans les 7 suivants que toutes les surfaces C jouissent de la
méme propriété.

Observons encore que parmi les solutions obtenues plus haut se
trouvent les surfaces de courbure constante de I'espace ordinaire et
celles qui se déduisent d'elles par une transformation quelconque du
groupe affine. On sait dailleurs que pour les surfaces de courbure
gaussienne constante la normale affine se confond avec la normale
ordinaire '¥). Pour obtenir ces solutions particulierés il faut poser dans

¥ W, Blaschke [2], p. 166,
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I'équation (18} v = — 1 (surfaces & courbure - 1) et dans I'équation
(19) f=-1 (surfaces & courbure — 1)!"), (Pour étre d'accord avec
la définition habituelle de la courbure d'une surface de I'espace ordinaire
il faudrait changer la définition du tenseur Ri3:" donnée au movyen de
I'équation (3) du Ch. II, en remplagant Ris;* par — Risi")

22. Type hyperbolique. Considérons une surface C quelconque
du type hyperbolique. La forme

A=R,durdun (20)

étant par hypothése indéfinie, on peut choisir les coordonnées u* de
telle maniére que l'on ait R;; =R, =0. Si l'on porte ces valeurs dans
les équations (10) du n° 20, il viendra

—_— A
70&1 ' 12 =0, 122 == 0,
. O 2
Iy=o, ng =0, Fop® = Io“g'?]
ou?
et les formules (3) du #° 7 nons conduirons i 1'équation
0*log Rys

AL . 3
dul du? 1

L'intégrale générale de la derniére équation est donnée par la formule

’

200

U+ Usp

Rw:

U, désignant une fonction arbitraire de la variable z*, En changeant
convenablement” les variables, on peut donc ramener l'égalité (20) a la
forme suivante

T
\ 4du a’uﬂ 21)
(o' + w2
et les coefficients I',,* seront donnés par les formules
1‘111 = *“2’ Fu‘ =0, 1‘221 =0,
' u?
(22)
L L . 2
Iy*=0, Tpy=0 Ty —#EE

) L, Biancki [1]. p. 458 et 488,
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Nous voyons ainsi que dans le cas des surfaces C du type hyperbolique les
coefficients de la connexion induite peuvent étre ramenés a une forme
canonique; cela nous permet d'énoncer la proposition suivante:

Toutes les surfaces C du type hyperbolique sont affinement isomor-
phes lune & [l'autre,

Il' est encore facile de vérifier que la forme (21) reste inaltérée,
si I'on soumet les variables #* aux transformations suivantes

%, 8,1, 8 étant quatre constantes telles que l'on ait ¢ ¢—B 7 £0, Ces
transformations forment le groupe d'isomorphies d'une surface C du
type hyperbolique.

Remarquons aussi que la forme différentielle (21) est identique
a l'élément linéaire de l'hyperboloide x*-}3y*—2°=1 plongé dans
U'espace de forme fondamentale ds*=d x*--dy* —d 2

23. Type hyperbolique (suite). Il nous reste & ramener la déter-
mination des surfaces C du type hyperbolique a l'intégration d'une équa-
tion aux dérivées partielles. Nous distinguerons dans cette étude
deux cas:

a) Cherchons d'abord les surfaces i lignes asymptotiques imagi-

naires. On aura par hypothése

Du D22_D122: (23)
Nous savons que dans ce cas les deux familles de lignes de courbure
affines sont distinctes et réelles. On peut donc supposer que les varia-
bles #* sont les paramétres de ces lignes. On aura par suite (v. 72 10)

Dl.‘_‘ =0, R12 =0,

ce qui entraine d'aprés l'équation (23) et d'aprés les formules (14) du
Ch. II les relations suivantes

BZI:BF‘:Ov DJIDZZ:L B1]B-32:R|1R22<0- (24)
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On peut donc poser
BII:‘]‘H:TQH R22tg @, Bg"z:]/‘ R]]R—zzcotg@

En procédant de la méme maniére que dans le n®

! 21, on sera conduit
aux résultats suivants

Rii=cos*®, Rp=——sin?0,
D”=Dzz=1,
B'=—5sin*0, B,=rco0s*0, B,'=B>=0,

© devant étre une intégrale quelconque de I'équation

e 26 )
W+W=SIHQ cos 0,

b) Envisageons maintenant une surface C du type hyperbolique
admettant des lignes asymptotiques réelles et prenons les paramétres
de ces lignes comme variables u*. On peut donc écrire

D,,=D22=O, D= (25)
et, en tenant compte des équations (26) du Ch. I,
Fm] = F122 =0. (26)

Par suite les équations (10) du 7° 20 conduiront aux relations suivantes

aRU _ 0R22 _
ou?

ou'

On voit donc que chacun des coefficients R, Ry, de la forme (9) peut
étre réduit 4 l'une des trois valeurs: —1, 0, +1. Nous pouvons nous
borner & examiner les trois cas suivants:

b,) Ry =Rn=-11, by) Riy=-1, Ra=—1, b)) R;;=—1, 0,41, Rn=0.

b;) On a par hypothése

Ry =Rn=1, =11

22. Prace Matematyczne, t. 46, 337
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osons encore R, = cosh®, En portant ces expressions dans les équa-
fions (10} du n° Zb, et en ayant égard aux relations (26), on trouve sans

effort

90 iy i1 006
Pt == cotgh ® o’ Fal=0 Ia sinh ©® du?
(27)
; 00
C2ee 1“‘_ J0 Fmﬁ =0, 1‘222.____ cotgh ® — .
" sinh® dut’ ou

Les coefficients I',* et D, une fois connus, on calcule les coefficients
B/ a l'aide de I'sgalité (29) du Ch. I et des relations (4) du Ch. II, et

on obtient

B'=—cosh®, By=B?>=7, B,}=—cosh0. (28)

En substituant les expressions (27) et (28) dans les équations de Gauss

(n® 3), il vient
020

- = — ginh 0,
oulou?

En traitant de la méme maniére les cas by) et by), on est conduit
aux résultats suivants:

b2) Ri,=1, R,=sinh®, Rp=—1,
00 Lo pa__ 1 00
b’ =tgh® on ' Pl =0 Tz cosh® 0un?
1 00 . 00
e 2 YY [2=0, Ip2=tgh0 — f
o cosh® du' ' w =0 = ¢ o0
B'=B;=—sinh0, By)'=-—1, B%=1,
O = —cosh©,
ou'du?
bs) Rn =1, R]?_:@y R22='0¢
fi=—1,0,1,
Fulzavl-o’gfwn l‘mx: s ].‘22‘:0,
ou'
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S 0o 1 s - Jdlog®
]11__"1 ["2-:0, [22::“&’
o' © du?
Bll=B,":—~—@, B')]:O, B{zz‘f‘,
0% 0 .
du®0 u?

En résumant les considérations de ce n° nous constatons que

la détermination des surfaces C du type hyperbolique se raméne i Pinté-
gration des équations suivantes:

020

026 ) 020
— e 5in® 0, ———— = —ginh®
duldu' ' dwow s cos B du'du? sinh .
020 020
——->=—cosh®, ——— ——_@
Juldu? cos ou'o 2

24. Type parabolique. Il nous reste i examiner les surfaces C
de la troisiéme catégorie. A cet effet nous étudierons d'abord les va-
riétes symétriques 4 connexion parabolique admettant une unité d'aire
Comme on a, par hypothése, Rii Ry — R,>=10, on peut choisir les coor-
données u* de la variété dont il est question de maniére qu'il soit

Rn = ng =0,
Par conséquent les équations
rR=2Re naR, TR, =,
our

qui expriment que la variété est symétrique, se réduiront aux suivantes

I,2=o, =0,
(29)
0Ry 0 Ry N s
2y — 202 Ry =0,
dul "o =

La composante R., ne dépendant que de la variable u% on peut changer
ce paraméire de fagon que la forme R, du* du devienne * (du?)?
autrement dit qu'il soit

Ryp=c¢ (e=+1).
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(Nous excluons de nos considérations ultérieures le cas de la variété
sans courbure). En substituant la valeur de la composante R,, dans la
derniére des équations (29), on trouve I'y,>=0. En résumant on peut
donc écrire

R,i=0, Ryy=0, Rp=c¢, (30)

et

=0 (31)
Nous allons montrer que les coefficients I','! peuvent également étre
réduits 4 une forme canonique. Remarquons pour ce but que, la variété
admettant une unité absolue d'aire, on a Riéii-FRiézJ:O, ce qui con-
duit dans le cas actuel a la relation suivante (v. équ. (3) du Ch. II)

ol _aly,t
ou? out
On peut donc poser

r ,__0Ologd T nglggd."

Lt = - 12 T
! gt ou?

(32)
y désignant une fonction des deux variables #*. Cela étant, nous allons
changer les variables #* au mayen d'une transformation de la forme

ut=o '), u*=u
On sait?) que le prolongement de cette transformation aux coefficients
I,* est donné par les relations suivantes

. 0w
T
ow

02 . %azp due
[N
out du

————}-T (33)
ou-ouw

Il est facile de vérifier au moyen de ces équations que les valeurs (31)
des coefficients I, seront conservées par la transformation ci-dessus
et que les coefficients I';}*, T';,' seront déterminés par les égalités

de d
Olog 0 1;1 =, 09 Olog 571'; 5 0o | =
T out + Lyt o Ty'e - W‘“‘I‘ Lyt ‘a‘il’g “|“ Ut =TI

®) J. A, Schouten [9] p. 65.
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en tenant compte des formules (32), on raméne ces relations 4 la forme

suivante
d10g 2% dlog 2%
T li?_=§@{__ o' F1LT 199 _ dlogy _igdzﬂ
Yow  om dut T T T e T2 duz

. iy . b ., 0o
Donec, si l'on choisit la fonction ¢ de fagon qu'il soit 7lT=';" on aura
u
1

THT=FH =0. Il est donc permis de supposer que les coefficients
Iy* satisfont aux relations (31) et aux égalités

P [t —
Py'=Ty'=o0.

(34)

Cela établi, nous nous reporterons a I'équation (3) du Ch. II, on y posant
Z=1, h=2; en tenant compte des relations (30), (31) et (34), et en

S § " ¥ f
remarquant que l'on a Ri3; =R, nous obtenons l'équation suivante
0 T'y!
==

oul !

d'ont
Ipl=ceu! + A (1Y, (35)
le symbole A(#%) désignant une fonction arbitraire de la variable %2
Faisons maintenant un nouveau changement de variables, en posant
W=u' B, W=u
Il est facile de voir que cette transformation ne touche en rien i la

validité des formules (30), (31) et (34); d’autre part, si l'on pose dans
I'équation (33) »=1, h=p.=2, on trouve

d®B =
s Tt =Tyt
du® diu? + = ?

ou, en vertu de la relation (35),

7% + Tt =cul + A (12

Ceci montre que la fonction B(4?) peut étre choisie de facon que l'on ait

Fzzl =E L?l,
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Il résulte donc de cette étude que les coefficients U d'une waricté
symétrique A, & connexion parabolique admettant une unité d'aire peuvent
étre réduits a la forime canonique suivante

Tt =0, P2 =cu!

(36)

On en conclut que les surfaces de l'espace £; qui sont douées d'une
connexion symétrique du type parabolique se partagent en deux classes
suivant que l'on a e=1 ou e=—1; les surfaces d'une méme classe
sont affinement isomorphes l'une i l'autre. Remarquons aussi que toute
variété symétrique A, A connexion parabolique admet un groupe
d'isomorphies & trois paramétres composé de transformations suivantes
W=u-}kitta w=u?1b, 37
Notons encore que la variété holonome de groupe fondamental (37)
a été signalée par M. Borel?) et étudiée par S. Glass?®?); sa géome-
trie est identique & celle du plan tangent au céne x*—y?—22=0
plongé dans l'espace de forme fondamentale ds* =dx*+dy*> —d 22,

25. Type parabolique (suite). Soit S une surface C du type para-
bolique. D'aprés les résultats obtenus dans le 72° précédent nous pouvons
supposer .que l'on a sur cette surface

Riy=R;;=0, Ry = E==1) (38)
et
r2=o. (39
Nous savons aussi que ces relations se conservent par toute transfor-
mation de la forme

2

w=rp, u?), w=u
Maintenant nous nous reporterons aux équations (4) du Ch. II qui
deviennent dans le cas actuel

Dy By' — Dy, B! =0, D, B, o2 Byl =,

21 ul‘“D‘_:
» o (40)
Dy B — Dy, B2=0, D,y B)*— D,, B2 =0.

#) E, Borel [3], p. 38
#) 8 Glass [8
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Il en résulte que l'on a

BF=B87=0 (41)

et que, par conséquent, les courbes du#*=0 sont des lignes de courbure
affines de la surface S(n° 6).

Envisageons d'abord les surfaces dont les deux familles de lignes
de courbure affines sont distinctes et supposons que la seconde famille
se compose de courbes du'=0; d'aprés la remarque faite plus haut
cette hypothése est bien d'accord avec les égalités (38) et (39). Omn
aura en outre :

DI:! =u
(42)

Ce sont des conséquences des équations (41), (23) et (29) du.Ch. I
et des relations (40) du #° présent. Les équations de Codazzi condui-
ront maintenant aux égalités suivantes

0D,
du?

=0, 6613;2 :—Faleu_Fnngw

0B
du?

0. (43)

En rapprochant la deuxiéme des relations (42), on obtient

9Dy,

=0,
du?

On voit donc que les coefficients D,;, Dy, ne dépendent que de la va-
riable #'; par suite on peut choisir le paramétre #' de telle fagon qu'il
soit D;; =1 et, par conséquent, Dy, =7, D'aprés la deuxiéme des re-
lations (43) nous aurons alors

Ly’ 44T, =0.
En comparant cette égalité aux formules (32) du #° précédent, on trouve

=708% o
' 12 o ! 22 1
du'

r ,__Ologd
=

En substituant ces expressions dans les équations de Gauss te en
343
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tenant compte des relations (38), on trouve que la fonction ¢ doit sa- Les surfaces définies par ces formules sont des surfaces réglées

tisfaire 4 1'équation suivante dont les normales affines sont paralléles & un plan fixe; leurs équations
020 T 7@3 9 ey (44) s"czbtien.nent au moyen des quadratures, en intégrant le systéme formé
-@—I_L:EL; e 19 ) d'équations (30) et (31) du Ch. 1.
En terminant nous pouvons constater que, d’aprés les propositions
En résumé, les surfaces envisagées sont déterminées par les formules - établies au 7° précédent, les surfaces C du type parabolique sont douées

d'une connexion métrique dégénéréz de forme fondamentale + (du?)p,
et qu'elles admettent un groupe d'isomorphies 4 trois paramétres formé
de transformations (37).

Dy =1, D=0, Dyy=1,

Bl=—c7q,  By'=0, @ B'=0, B2=0,

r ,__0logd T 1 Ologd [ = — Olog ¢ I,2
R T . onr ' B on "
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Il nous reste & traiter le cas ot les deux familles de lignes de
courbure affines de la surface se confondent. Pour faire cette étude 1514)
nous, adopterons  le systéme de coordo1:1é‘es gaus§1ennes introduits dans 4. E. Cartan — Sur l'intégration des systémes d'équations aux différentielles
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Ec. Norm. (3) 21, 1904, 153 — 206),
Dy, =0, D=1 6, E. Cartan — Sur les formes diférentielles en Géométrie (C. R. 178, 1924,

182 — 185).

7. E. Cartan — Sur la connexion affine des surfaces (C, R, 178, 1924, 292—295),

8 8 Glass — Sur la Géométrie de Cayley et sur une géométrie plane parti-
culiére (Ann, Soc. Polonaise de Math, 5, 1925, 20 — 36).

Bl=¢, B, =z¢, B =0, B2 =0,

et les équations de Codazzi se réduiront 2 la relation suivante

0 Dy, 0 9, J. A. Schouten — Der Ricci-Kalkiil (Berlin 1924),
0 ut - 10, G. Tzitzéica — Géométrie différentielle projective des réseaux (Buca-
Nous pourrons donc poser rest — Paris 1924). :
Dy =U (03,

en désignant par le symbole U(4?) une fonction arbitraire de la varia-
ble #% On aura en définitive

=y, L*=o, =0, [t =cu',
D=0, D,,=1, D,y = U (1),

Bjl=0, Bji—¢ 2=0, Br—
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Streszczenie.

Praca niniejsza sklada si¢ z czterech rozdziaféw. W pierwszym
rozdziale s3 wylozone metoda ruchomego tréjécianu podstawy teorji
powierzchni w przestrzeni afinalnej majacej za grupe zasadnicza ogélna
grupe linjowa. (Teorja powierzchni rozwinigta przez niemieckich geo-
metréw jak Pick, Blaschke, Berwald i inni, ma za przedmiot po-
wierzchnie przestrzeni, ktérej zasadniczg grupa jest specjalna grupa
linjowa). Przedmiotem drugiego rozdzialu jest koneksja afinalna induko-

wana na powierzchni przestrzeni afinalnej, a w szczegélnosci teorja geo--

dezyjnych; miedzy innemi jest tutaj wykazana réwnowaznos$é definicji
geodezyjnych przyjetej w tekscie z definicja E. Cartana. Trzeci roz-
dzial zawiera rozwigzanie nastepujacego zagadnienia bedacego uogélnie-
niem problemu zginania powierzchni w zwyklej przestrzeni: dana jest
dwuwymiarowa przestrzer 4, o koneksji afinalnej dozwalajacej na abso-
lutna jednostke pola, zbadaé, czy istnieja w przestrzeni afinalnej po-
wierzchnie, na ktérych koneksja indukowana jest identyczna z koneksja
przestrzeni A, Okazuje sie, ze zagadnienie powyisze posiada rozwiaza-
nia jedynie przy pewnych ograniczajacych zalozeniach o przestrzeni A,
a znalezienie rozwiaza sprowadza sig¢ do calkowania pewnego ukladu
réwnan Pfaffa. Ostatni wreszcie rozdzial poswiecony jest powierzch-
niom, na ktérych koneksja indukowana jest symetryczna w znaczeniu
nadanym temu terminowi przez E. Cartana; klasa tych powierzchni
jest uogélnieniem klasy powierzchni o stalej krzywiznie w zwyklej
przestrzeni.
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C. Bialobrzeski.
Uwagi o pozytywistycznym kierunku filozofji fizyki.

Nowa fizyka, jaka powstala w ciagu ostatnich lat kilkunastu, po okre-
sie przygotowawczym trwajacym od poczatku biezacego stulecia, gleboko
rézni sie w swych podstawach ideowych od fizyki starej, opartej na me-
chanice Newtonowskiej.

Jest to fakt, ktéremu zaprzeczyé nie podobna. Wywotal on wielkie
poruszenie umystéw, okazato sie bowiem z catkowits wyrazistoscia, ze roz-
powszechnione dawniej przekonanie o zdobyciu przez mysl ludzks nie-
wzruszonych zasad, na ktérych ma sie opieraé pojmowanie przyrody, bylo
ztudzeniem. Wobec tego, z jednej strony fizyka staneta w centrum zainte-
resowan filozoféw, nie baczac na to, ze dziataly odstraszajaco trudnosci
matematyczne zwigzane z nalezytem jej zrozumieniem.

Z drugiej strony sami fizycy, w obliczu rewolucji, jaka wstrzasneta
podstawami ich nauki, zwrécili si¢ do rozmyslar nad wlasciwym sensem
poje¢ naukowych i drogami mysli prowadzacemi do zrozumienia przyrody,
jezeli o zrozumieniu wogéle moze tu byé mowa.

A wiec nastapilo zblizenie, albo raczej dazenie do zblizenia miedzy
tizyks i filozofja, ktére z pewnoscia bedzie sig w dalszym ciggu poglebiato.

Roéwnoczesnie na gruncie nowych idei fizycznych rozpoczela sie na
nowo walka kierunkéw epistemologicznych, stawiajacych sobie za cel usta-
lenie wartoéci poznawczej pojeé i teorji naukowych.

Najbardziej wyraziscie zarysowuje sie w tej walce przeciwstawnosé
kierunkéw pozytywistycznego i realistycznego. Obydwa kierunki wystepu-
ja w licznych odmianach, ktére najczesciej sa prébami kompromisu mie-
dzy skrajnemi punktami widzenia znajdujacemi swéj wyraz w czystych
pozytywizmie i realizmie.

Wszechstronne rozpatrzenie zagadnienia epistemologicznego, na tle
tych rozmaitych usitowan, zmierzajacych do jego rozwiazania, wymagatoby
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