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Sur la connexion rhéonome et sur un
probléme de I'équivalence.

(O koneksji reonomicznej i o pewnem zagadnieniu
réwnowaznoscei,)

Par

W, Slebodzinski.

Dans un Mémoire inséré aux Prace mat.-fiz.!) M. Wundheiler
a développé la théorie d'une connexion géométrique, associée a la for-
me quadratique

n

Z aydxi dx,+z\ adxdi--Adt

Ij=1 i—;.l
suivant une loi invariante par les transformations cinématiques
Xpz= X (g oo, X, 1), E=1

Dans les pages qui suivent nous allons montrer qu'on est conduit a la
méme connexion, en partant du probléme de I'équivalence suivant: étant
donnés dans l'espace euclidien deux mouvements d'un milieu continu,
définis au moyen des systémes d'équations dilférentielles ordinaires du
premier ordre, reconnaitre, si ces mouvements peuvent étre transfor-
més l'un dans l'autre par une transformation du groupe euclidien
a coefficients fonctions du temps £ Ce dernier probléeme a été posé

) A, Wundheiler, Rhéonome Geometrie, Absolute Mechanik, Prace mat,-
fiz. t. 40 (1932), p, 97 — 142,
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et résolu par M. Zorawski?. Nous donnerons ici une autre so-
lution, en le réduisant au probléme d’équivalence de deux systémes de
formes piaffiennes (7% 1 et 2); dans les 7% suivants (3 et 4) nous en
déduirons la connexion de M. Wundheiler.

1, Désignons par le symbole (G) le groupe des transformations
définies par les formules

1

;éizzairxr"i"aiv‘t::‘ [’::':"‘ 1-21--'v”']| (1]

171

les coefficients @;, @i étant des fonctions de la variable Z, assujelties
aux conditions suivantes

. n n
< O "
Ly Yir G = 2.. i@y =3y, [ayl=--1,
r=1 r=1 (2)
TR ES
Ojj "‘l 1,i==].

Les équations de définition du groupe (G)
n — - B e
NN 9% 0% NV 0% 0%,

2T = Gy ®)
el Gxi 0x; == QX 0X,

Tt

peuvent étre remplacées par un systéme de Pfaff équivalent. En effet,
si l'on pose
dx;i ah_()xh

R TE

Cpi ==

(4)

les transformations du groupe (0) seront évidemment définies par les
équations suivantes
n
o - % Y
t=t dx,= 3 Oy d Xr ”}‘” vadt, (5)

ras]

dans lesquelles les variables #, %, jouent le role des variables indépen-
dantes, les symboles # Xi, @, u; désignant les inconnues, Observons

% K. Zorawski, Invariantentheoretische Untersuchung gewisser Eigenschaf-
ten der Bewegung kontinuierlicher Medien, Bull. Acad. de Cracovie 1911, p. 175~ 218;

Ubeg gewisse Eigenschaften der Beweguogen kontinuierlicher Medien, Ibidem, 1912,
P, 269 —292,
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que les variables @y doivent satisfaire aux relations finies suivantes

” n

Sﬂ N

Z N

% Gy Gjp == Urn J~r1_= Oni o (6)
Y

r =21

qui résultent immédiatement des équations (3) et (4).
Posons maintenant

n

n Y
o == }_Jwrdx, |~a;dt. (7)

rit

En différentiant extérieurement ces équations, on obtient

o = }_4 [d oy d ]+ [dodt]. (8)

re==|

Mais, si l'on résout les équations (7) par rapport aux différentielles d x;,
en tenant compte des relations (6), on aura

n n

S ~~
dxp= oy wy-— Y apoydl, (9)
71 Jo1

En portant les expressions ci-dessus dans les équations (8), on trouve

n N
of = }_4 oy [d o 0] - [ (d”'f_:)—a r %y i ) dt] .
rj1 '

Fj=1

Si l'on pose encore
P
n n n
L s o
Oy == —— 2 Up A0y = Z oy doagr, Ti=—d o |- 2 ajr oy & oir
-1 et 7ot

les formules précédentes prendront la forme
"
Lu)[' _lﬂ,_ ?L..J [u)[] u)j] + [’E,‘ a f] == (), [10]
1

Telles sont les dquations de structure du groupe (G)?). Les transforma-

% E, Cartan, Sur la structure des groupes infinis de transformations Ann.
Ee. Norm,, . 21, 1904; t. 22, 1905.
11
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tions de celui-ci seront maintenant déterminées par les équations sui-
vantes
=1, w;=w;, (11)

les symboles ®; désignant ce que deviennent les formes o;, silon
v remplace les variables f, X, %, % par les variables 7, X, oy, o,

2. Supposons maintenant que l'on se donne deux systémes
d'équations différentielles

dx;

“zi‘i""”lmxl cee g Xn) ({=1,2,...,1) (12)
et _

dxi  — = - - .

Ft":u[(tlxl'”"x"] (i=1,2,...,n); (13)

on sait que chacun de ces systémes représente le mouvement d'un
milieu continu dans un espace a 7 dimensions, Nous nous proposons
d'étudier le probléme de l'équivalence de ces mouvements par rapport
aux transformations du groupe infini (G), défini dans le 1 précédent.
Or, si 'on introduit 27* variables auxiliaires B, Pir, en posant

n n

= > b (d 5, —u,df), 6= 2.2 Bir (dx— i, df) (14)

=1

et que l'on rapproche les équations (11) du groupe (G), le probléme
d'équivalence posé plus haut se réduit & I'étude du systéme d'équations
suivantes

{= t, 0;: w;, (“,)’i: ®;, (15)

Nous allons réduire le systéme (15), en suivant la méthode de
M. Cartan’). Remplacons, a cet effet, dans les formes ®; les dilfe-
rentielles dx; par leurs expressions (9) du 7% 1; il viendra

'
n

n "

M . -

O = > tjr Bir 0 — \ ﬁf,(u,~|« \ g zf) dt.
e Junt

ri=1

Or, on peut établir entre les paramétres ajry 9, Bir des relations telles

) E. Cartan, Les sousgroupes des groupes continus de transformations, Ann.
te. Norm,, t, 25, 1908, Ch, I.
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que les coefficients de «; et de df dans l'expression ci-dessus prennent
des valeurs numériques fixes, Pour qu’il en soit ainsi, il suffit de poser

o
Bir= o4, o= 3 %jr Uy (16)

red

Le coefficient de df devient alors nul et le coefficient de «; prendra,
en vertu des relations (6), la valeur 9y. On aura donc

("",’ == 0,

Le systéme (15) se réduit ainsi au suivant

E-z t, W;= ;. (17)

Observons aussi que, en vertu des relations (6) et (16}, les formes w; et
o; s'écriront maintenant de la fagon suivante

n
;== > o (d X, — 1, dt), 2.40” dx, —u,dt); (18)
ri 1 r=1
on en déduit
.Y - — — W -
dxrmzzrdt=2ai,mi, dx,—u, dt = Zai,mi. (19)
i1 red

D'aprés les considérations précédentes le probléme de I'équivalence
des systémes (12) et (13) par rapport au groupe (G) a été réduit en
définitive a 1'étude du systéme (17). Pour aborder ce probléme diffé-
rentions extérieurement la forme o; donnée par la premiére des formu-
les (18); il viendra

n n

o= D [d e (d 5y 1, d2)] -~ > oldu i)

rasl r=1

ou
n

' s o,
o= 2‘4 [(iai,.(dx,—u,dl‘)]w-% i ds

ce qu'on peut aussi présenter sous la forme suivante
79
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n

o= > [y (@ 5y — iy d )] — > /gz [(dxs— usdt)d].

re=1 re==1

Si 'on y remplace les différences d.x,—u,df par les expressions (19),
on aura

n 13 n

[ Y ® du
0; = s {m/ (_Z“j/dmir‘—§ iy g o /) ] '
ﬁ = breurg 0 Xy ‘
Les relations {6) entrainant l'identité

n n

S S

Z oy d o |- }_4 vy dag,=0, (20)

ranl roug

la dérivée w/ peut étre écrite aussi comme il suit

n n

n
PR ("(‘ S’ du, '
of = > fo;{ > apdaj,— > apoy - dt) | (21)
el B S Preery 0%y ],
Posons maintenant
. 1/ 0u d iy 1/0 )
L‘”z“z—(—d ‘f___ é)1 Tirs == <( ”r"}"’ ()”A); (22)
xs  0X, 2\0x,  Jdux,
on aura évidemment
Crs+:sr=0. Trs == T)sr (23)
et
u, .
FP (24)

Avec ces notations la relation (21) devient

n n n
Y Y Y ’
r N . P
o= 7 [“’/ ( 2 iyl 0y — \ iy By Gy (I )
J=1 Vopmal P

n
L
- 2_, gy s fles [0 A E]

r&fzzt

Nous pouvons lui donner une forme plus condensée, en écrivant
80 ‘ '
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n
L.
, .
of > oy o] =9, (25)
J=t
ott Uon a posé
1 n
—~ -~
Wy == \ iy O thjy — \ iy gy Cps A (26)
ol ry=zl
et
n
@
L = e \ Air Dijs s [w; dt}. (27)
ref 1

Remarquons qu'on a
gy - oy ==0 (28)

ceci résulte immédiatement des formules (26) et des relations (20)
et (23).

Revenons maintenant au systéme (17). Celui-ci entrainant 1'équa-
tion @/ =0/, si l'on y remplace la dérivée extérieure o, par l'expres-
sion (25) et la dérivée ®/ par une expression analogue et que l'on tient
compte des équations du systéme (17), on obtient

H

L )
N (o — o) o] = —
P
I
ot encore, en vertu des formules (27),
n n
\*1 — N e
P [((u,:,' _— ll),:/'] U)./] = ‘> ! {’J_,',. Ojs Nys — %ir Ofs ’I],.A-I [(L\j d i] (29)
Ja=l r§f=1

Les formes w;, df étant indépendantes, pour que l'équation ci-dessus
ait liew, il faut que les différences wjj— wy puissent s'exprimer d'une
fagon lindaire et homogéne par les expressions wy, df. Les équations
(29) ont done pour conséquence des relations de la forme
s
u),'j-» - m,'/- == ‘/;_f Tij/»‘ Wp -—l ‘(,'J' d i . (30)

dont les coefficients satisfont aux conditions suivantes

qyn =0, i -F1=0. (31}

6 Prace Malematyczno-Fizyczne, T. 45. 81
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En introduisant les expressions (30) dans I'équation (29) et en identi-
fiant les deux membres, on obtient des relations nouvelles entre les
coefficients 7:

Vi == Yitj +

(32)

n

P
Yij == 2 [”—ir Ojs lirs — Qi Pfyg "Ar.s‘L

real

(33)

Les relations (30) et (32) entrainent la nullité de tous les coefficients y
a trois indices; on a de méme 7;=0; en effet, les quantités v,  étant
symétriques en # et s d'aprés leur définition (22), on a aussi 7= 1
si l'on rapproche ce résultat de la deuxiéme des relations (31), on tro-
uve que les coefficients 7, sont tous nuls. Nous sommes ainsi conduit
aux relations nouvelles w; = o; que l'on doit adjoindre aux équations du
systéme (17).

En résumant les considérations précédentes, on peut énoncer la
proposition suivante:

S'il existe une iransformation du groupe (G), transformant les systé-
mes (12) et (13) I'un dans [l'autre, celle-ci peut éire prolongée aux varia-
bles a;; de maniére que les équations suivantes

o= £, K)i= w;, }u,, == Wjj (34)
soient satistailes,

Maintenant nous allons démontrer la réciproque suivante: s'il
existe des relations entre les variables t, x;, oy d'une part el les variables
I, xi, 0y d'autre part, réalisant les équations (34), les systémes (12) et (13)
sont équivalenis par rapport au groupe (G).

Observons en premier lieu que, d'aprés les équations f==f, o;==
o;, il existe 7 relations entre les différentielles dx;, d.x;, df,
dantes en dx;, Il en résulte que la transformation qui réalise les
équations (34) entraine des relations suivantes

indépen-~

X=X (PP A N lwst, (35)
En portant ces expressions dans les équations ==, qui peuvent
s'écrire de la maniére suivante
n ’ n
2 &
> rldx—dt)= > o (ds,—u,db), (36)

=1 1
82

icm°®

Sur la connexion rhéonome et sur un probléme d'équivalence. 9

on trouve

Zm,,(“‘} ax’d‘cé

cette relation étant une identité, on en déduit

Oyt dt ) = > (dx,—u, d )
C)t s

ey o
‘/\ Oir ()4\,:: %is o (37)
=",
" n
- " o Y
% ( O U, | ==— \ %ir Uy (38)
e ot Tnml-l

Si l'on multiplie les deux membres de 1'équation (37) par vz et que
l'on fait la somme par rapport & l'indice 7, en ayant égard aux rela-
tions (6), on sera conduit aux équations,

(39)

oit I'on a posé

(40)

Observons que, les quantités %, #; étant des coefficients de deux
substitutions orthogonales, il en est de méme pour les grandeurs ds.

(36)
dx,—u,df et en tenant compte des relations (39) et

par rapport aux expressions
(40), on obtient

En résolvant les équations

ax,
d v,-——u,dz‘--\;

prassm. d
Sl

(d X — Hg A 1),

De méme, les équations (38) nous conduisent a l'identité
0 %,

& 0:‘6,
Lt g

= m—a 0%y “
On voit done que les systémes d'équations (12) et (13) sont équivalents
par rapport & la transformation (35). Pour achever la démonstration
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de la réciproque il nous reste encore de montrer que cette transforma-
tion appartient au groupe (G). Or, d'aprés la formule (40} on a

n

n
Ry, ) - \»7 -
d Qry == 3 ip d oy "‘_ s d Yir »

it o1
Si l'on y substitue les expressions suivantes

n n n

n
o @ v 1
Aoy = 3 | hgg Wi = > %ig Cos at, doy == \ Dggp Wy “\} Ly bgr dt,
pra e} il e
g1 g=1 g 1 ®

tirées des équations (26), on sera conduit aux relations qui peuvent
s'écrire comme il suit
n n n
N ) . WAl ~
da,s = ‘> Uy tgs (0pg + 0gp) — S Qs Cgrd b \ Qrybys A £,

pa==l ==l g -

Mais, en vertu des équations (34) et {28), on a

@py = 0gp = wpy —F 0y =0,
Donc

n
-
daps=— [(Z qs qr ’“{" Qry bys ) dt.
g-=1

Ceci montre que les coefficients s ne dépendent que de la variable .
Eu égard aux formules (39), on en déduit que le transformation (35)
est de la forme suivante

n
—_ Ol
o= > a5 ai,

re=t

les coefficients @; étant des fonctions arbitraires de la variable £ Ceci
montre que la transformation (35) est une transformation du groupe ((),
c’est ce qu'il fallait démontrer.

Le probléme del'équivalence des systeme (12} et (13) par rapport au
groupe {G) est ainsi réduit a celui de deux systémes £, w;, oy et 1, o,
*Or, ce dernier probléme se résout par la méthode générale de M., Car-
84
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tan?. Pour l'appliquer au cas actuel il faut différentier extérieurement
les équations wy=wy;, Si l'on effectue cette opération sur les formes
;. données par les formules (26), on obtient par un calcul facile les
relations suivantes

n
Ul

of 4 }_; [og 0y ] =Ly, (41)
=1

les formes @ étant définies par les égalités

n
Wl
Q== :1’,.4 K lon d ] (42)
h==1
et
" e
WAl O Lrs
Kijp = — % Sir Yis Uty “3)

En poursuivant ainsi cette méthode, on sera conduit aux invariants diffé-
rentielles du systéme (12), trouvés par M. Zorawski

3. Aprés avoir étudié le probléme d’équivalence de deux mouve-
ments d'un milieu continu, nous en déduirons une géoméirie généralisée.
Désignons pour ce but par X,,,..,x,,¢ les coordonnées d'un point
arbitraire M de l'espace euclidien E,.ti rapporté & un repére rectangu-
laire (R), formé de l'origine O et de n-+1 vecteurs unitaires /;, 1,,,..

f,, I, On aura donc

Comme groupe fondamental de l'espace E,11 nous prendrons le groupe
de transformations suivantes

n
o Y -
Xp== 2 dip Xr —{- a;, t=1 (44]
r==i

les symboles @i désignant des coefficients d'une substitution orthogo-
nale & # variables et les symboles a; des constantes arbitraires,

Nous allons définir dans la variété euclidienne E,j1 une nouvelle
connexion, induite par le mouvement continu

9 E Cartanl c
85


GUEST


12 W. $lebodzinski.

dx,-
dt

=u(t, X .. .. Xn) (12)

et désignée dans la suite par le symbole 2% (. Imaginons, & cet effet,
au point M de l'espace E,p1 un repére cartésien {(Ru) ayant ce point
pour l'origine et tel que ses axes soient paralléles aux axes du repére
(R). Or, nous convenons que dans la connexion 2%, les repéres alta-
chés deux points infiniment voisins M{x;,f) et M (wi-|-d x/, [ -}-d b

sont liés par les relations
n

dM == }_‘J ! /,’ —l~' di 1,

==l

(45)
i
d jz = 2- mﬂ“ ]“ d 7——2 0,
=1
olt l'on a posé
0 =dx;—wdt, 00 =—"CL;d!, (46)

les coeificients {; ayant la méme signification que précédemment

(n2 2). Des équations (45) on déduit d'une facon bien connue les équa-
tions de structure de la connexion 28%..1; les voici

n

n
% ) o
(u)io)’ + \> [(.Uij0 mj()] = Qi“, ((QUO)' —-l—-~ 2‘ {‘-')ir“ 0),/“] R L.![/“, (47)

Jj=1 o=

Il est facile de vérifier que les composantes du tenseur de torsion &
et du tenseur de courbure @;° sont données par les formules

n

n
- ~ d Lir
Q0 == e i Tol dil @ 0;_:_\; 1 \ ;
5 (48)
=y = (20 9 Hf,) ,
20y dx

La premiére des équations (47) est susceptible d'une simple inter
prétation cinématique; pour I'obtenir nous écrirons cette équation de la
maniére suivante

o 4 N {" (
Bu (d) — d o ()4 D log () 0 (d) — w? () o ()]
Feel
86
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n
N 0(3 0 5
=— > mwylof@dt—oup(@st], (49)
7=t

en désignant par d et & deux systémes distincts de différentiation.
Choisissons ces différentiations de fagon que l'on ait

axizlliaf, di==0,

Alors, on aura (v. les formules (46))
w® (d)=dx;, 0 @) =0, 0;° (d) =0

et Véquation (49) deviendra
n
Sy
sdxi= > (g drt.
=

On voit donc bien que pendant le mouvement continu, défini par les
équations {12), 1'élément linéaire dx; éprouve dans l'intervalle du temps
8¢ upe rotation infinitésimale de composantes (3¢ et une dilatation
infinitésimale de composantes 7;5Z Ajoutons encore que le tenseur
Q0 est un cas particulier du tenseur de dilatation (Dehnungstensor) de
M. Wundheiler?,

Pour définir la connexion 8%, nous nous avons servi de repéres
paralléles de l'espace euclidien E,y1. Si on ntilise des repéres ortho-
gonales arbitraires, on aura, au lieu des équations (46), des formules
analogues d'une forme un peu plus générale

n n n
> o (d d >0 d S at
0 == o (d Xp — 1, d t), 0 = > iy d %jp — 3 %y T Grs
i ir [ r r ], if ir jr ir %js Grs 1
r=1 7o rs==1

les symboles #; désignant des fonctions des variables x;,?, satisfaisant
aux identités {6). Les tenseurs de torsion et de courbure seront main-
tenant donnés par les formules (27) et (42) et les équations de structure
s'obtiennent, en supprimant dans les relations (47) l'indice o. Signalons
encore que linterprétation cinématique donnée plus haut ne cesse pas
d’étre vraie dans le cas des repéres arbitraires, il faut seulement remar-
quer que la rotation infinitésimale se compose maintenant de deux par-

% A, Wundheiler, L c
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tiés, dont l'une provient du choix des repéres et l'autre du mouvement
du miliea continu.
En résumant les considérations du présent 7., nous pouvons dire

que la connexion %4y est invariablement lide au systéme d'équations

d x;
;1? =1 (f, X, ..., Xu)

par rapport au groupe (G). Le probléme d'équivalence posé dans le
n2. 2 se réduit donc au probléme d'isomorphisme de deux connexions
WOy vis-a-vis du groupe (G).

4. La notion de la comnexion ", peut étre géneralisée et c¢'est
cette généralisation qui est identique a4 la géométrie rhéonome imaginée
par M. Wundheiler, Considérons, pour présenter cetie généralisa-
tion, la forme définie positive

n n

e \
qJ:};u, aijdx,-cixj—z }; u;cix,'(itwj«adﬁ
i1 fe=t

& n4-1 variables #,%;, On peut évidemment l'écrire de la facon suivante

Ny i ‘ o
b= P ay(dxi—udt) (dx;—udt)-- Ad 2 (50)

if==1

Or il est toujours. possible, et d'une infinité de manjéres de décomposer
cette forme en une somme de carrés de 7--1 formes différentielles
linéaires. Soit

n
>3
— A2 2
§= 0f - w (51)
£zl
une de ces décompositions; les 7 formes ®; sont linéaires el homogénes
en dx;—u;dt et la forme » est donnée par la formule
A g4
o=='Adt,
Maintenant nous nous proposons de déterminer n® nouvelles for-

mes linéaires w; et n formes extérieures quadratiques £; de telle ma-
niére que l'on ait

n
e
of 4 Z [0y o] = @, (52)

j=1
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Nous supposons de plus que les formes cherchées doivent satisfaire aux
conditions supplémentaires suivantes

@y~ wj; =0, (53)
] J

n
B 1
Q= \?‘ g Loy A L], iy = i . (54)
JES)

Nous allons montrer qu’avec ces conditions les formes ;, £; sont com-

plétement déterminées.
Remarquons en effet que les dérivées o/ peuvent étre présentées
sous la forme suivante
" "
0 = }d Rirs [0 wg] 4+ z R [0, A 2], (55)
(r&) -1 re=]
-
le symbole 2_‘ désignant la somme étendue & toutes les combinaisons
(rs)=1
deux 3 deux des indices 7,5, qui peuvent varier de 1 & 7 et les coeffi-
cients A étant assujetties aux conditions

llir.\‘ + /li,vr =0, (56]

D’autre part on peut poser
n
% V
oy = Z Lijr oy -1y d 1, 57)
r=1

les coefficients Ly, l;j vérifiant les relations
Lijr i = 0, L+l = 0. (58)

En remplagant dans l'équation (52) les formes o/, my, 2 par leurs expres-
sions (55), (57) et (54), on trouve

" n n n
Z Birs [0y 5] - :\;_ e [y d 8] -} }_’ Livs [0y 0] — }_J liy [0, . 1]
(re) =1 ro1 reed resl
n
Sl
= 2_‘ Qir [(!), d t]'
==l

Les formes w;, d{¢ étant indépendantes, on en déduit
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/lir.s' "]‘" lﬂsr - lir.s' ==, (59)
hig = Ly = 1zr (60)

En tenant compte de la premiére des conditions (58), la relation (59)
peut s'écrire sous la forme

lirx 'I“ Lyt == ll-z'r.x- . (61]

En y permutant deux fois circulairement les indices 7,7, s et en ajoutant
les relations obtenues & la relation initiale, on sera conduit & I'équation
suivante

bt bt oty = ; (ttrs o 1= i)
En la rapprochant encore de I'équation (61), on obtient
1
[,A\v,' == -2M (—— /?,',s ~}— /Z,s,: —{—~ /7‘\»1,]‘ (62]

D'autre part on voit bien que, d'aprés les relations (60), (58) et (54),
les grandeurs /i, représentent la partie antisymétrique et les grandeurs
i la partie symétrique des quantités 4 ; donc

1 1
by = > (i — Rot), g = 2 (i == h). (63)

Les formules (62) et (63) montrent qu’ & loute décomposition de la forme
b en une somme (51) correspondent, d'une maniére complétement déter-
minée, les expressions oy el Q; satistaisant aux relations (52) et aux con-
ditions (53) et (54).

Les formes o; une fois déterminées, posons

"
.
Wz +' }_J [(Uf, u),j] == S)ti,
rel

ce qui nous permet de définir les formes quadratiques extérieures &y,
Attach'ons maintenant & chaque point M de la variété (%1, £) un
espace euclidien de groupe fondamenta) (44) et rapportons le au repére

(R) défini au commencement du 2 3. Nous raccorderons les repéres
90
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attachés & deux points infiniment voisins au moyen de la loi suivante
(iM == 0y ]:*}—., ,+Lv)”1,,—{-—m7, d]_t-zgmj','/;df=0

les symboles ®;, ® ayant la méme signification que plus haut. Nous
obtenons ainsi la connexion dont la structure est définie par les équations

n
.V
o/ - \ Moy o)==, o =0
pra

71

= Ly,

n
-
oy -+ ‘\‘_‘ [ws 0]

re=l

Ajoutons encore qu'a un changement de la décomposition de la forme
¢ en une somme de la forme (51) correspond un autre choix du repére
(R) ce qui ne touche en rien la structure de la connexion.

1

Nous avons ainsi montré qu'avec la forme quadratique ¢ est liée
une géométrie généralisée d'aprés une loi invariante par les transfor-
mations cinématiques

}C,‘=>¢,~()€1 PR ,xn,l), Z’zt

Cette géométrie est identique a la géometrie rhéonome de M. Wund-
heiler.

Streszczenie.

W rozprawie p. t. ,Rhéonome Geometrie. Absolute Mechanik",
ogtoszonej w t. 40 Prac matematyczno-fizycznych, p. A. Wundheiler
rozwinal podstawy geometrji odksztalcajacych sie przestrzeni riemannow-
skich. Ze stanowiska analitycznego geometrja ta jest teorja spélzmienni-
kéw formy kwadratowej

n n
" o
Sagdsdsta > udnditAde
1 Tt

ze wzgledu na grupe przeksztalcen kinematycznych
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.‘J(fi:E[()C],.,.,XI;, t), f’—'—-‘t,

W pracy niniejszej wykazujg, ze teorje geometrji reonomicznej mozna
skonstruowaéd, wychodzac z nastepujacego zagadnienia réwnowaznosei:
dane sg dwa ruchy ciaglego osrodka w 7-wymiarowej przestrzeni eukli-
desowej; zbadaé, czy ruchy te moina przeprowadzi¢ jeden w drugi za
pomocy przeksztalcenia euklidesowego o spélczynnikach bedacych funk-
cjami czasu f. Zagadnienie to postawil i rozwiazal prof. K. Zorawski
w rozprawie ogloszonej w r. 1911 w Biuletynie Akademji Umiejetnogei
w Krakowie. W ust. 1 i 2 tego artykutu rozwijam inne rozwiazanie tego
zagadnienia, oparte na zastosowaniu ukladéw form Plaffa. W nastepnych
dwéch ustepach wyprowadzam z réwnan zagadnienia réwnowaznosci
teorje koneksji reonomicznej oraz uzasadniam réwnania jej struktury,
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On the representations of a number

as a sum of squares.
By

T. Estermann (London).

Introduction.

If r¢(n) denotes the number of solutions of the equation
xRt xd=n

in integers X;, X,,..., X, and})

[se)
() Y= Y e (3%>>0),
M==—0)
then
/-L_D‘
) (3,0} =Y ri(n)eins (35>>0).
n=

The object of this paper is to use (2) for the evaluation of 7,(n)
in the cases $=15, 6, 7, 8 in a more elementary way than has been
done before®). Thus I hope to make the subject accessible even to those

1) Readers familiar with elliptic functions will perbaps prefer the notalion ¥, (0}z),
but the simpler notation 4 (1) is sufficient for the present purpose,

%) Hardy, Trans. American Math, Soc, 21 (1920), 255 — 284, and Proc. Nat, Acad.
of Sciences 4 (1918), 189 —193.

Mordell, Quart, J. of, Math. 48 (1917), 93 — 104 and Trans, Camb, Phil, Soc, 22
(1919), 361 — 372,

Dickson, Studies in the Theory of Numbers (1930), ch, XIIL
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