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22 V., Jarnik. Uber einen Satz von A. Khintchine, II,
also
[52) @l(olyozmn‘os)fi f

Andererseits; ist # ganz, 1222, so liegt (01, 0,, ..., 0;) in einem Wiirfel
n-ter Ordnung, Nach A1, A2 gibt es also ganze Zahlen py, p», ...,
Ps+ ¢ mit )

w 1
i o — - RREE
(53) lef—';\?—.—‘—sE@U——l.l---.S]. 2= = R 2nZn .
22z, °
Wird also i—l—:—l———l‘_—ﬁ—:«s gesetzt, so ist nach (32), (53)
s(s+1)
= q= k2 (log 2n) = ko2 (log gy,
also
st
‘m_ﬁ’gi(}ﬂg@ﬂ) s (=12 ...,9),
qi 2 q
also
(54) By (01, By, ..., 0)=8.
Nach (1), (52), (54) ist aber
B (8¢, By v O5) =Py (01, 05, ... .Os'):ﬁv
w., z, b, w.

2%) Zusatz hei der Korrektur; Herr Mahler wird demniichst einen sehr ejnfachen
Beweis von (2) verdifentlichen.
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Przyczynek do zastosowania Geometrji kinema-
tycznej do konstrukcji srodkéw krzywizn prze-
krojow plaskich 1 stycznych glownych po-
wierzchni prostokreslnych wichrowatych, wy-
stepujacych najczescie] w praktyce technicznej.

Beitrag zur Anwendung der kinematischen Geometrie zur
Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte der ebenen Schnitt-
kurven und der Haupttangenten der windschiefen Regel-
flichen, die am meisten in der technischen Praxis vorkommen.

(CZESC 1).
A. Wistep.

1. Powierzchnie prostokreélna nazywamy, jak wiadomo, wichro-
wata, jezeli kazde dwie jej sasiednie tworzace sa wzgledem siebie wi-
chrowate, a wigc ograniczaja element powierzchniowy, ktéry nie da sie
rozwinaé na plaszczyznie.

W czeéci I tej rozprawy zajmiemy si¢ przedewszystkiem takiemi
powierzchniami wichrowatemi, ktére opisuje prosta g przez ruch swéj
po trzech krzywych ¢;, ¢,, ¢;, ktére stale wszystkie przecina. Krzywe
te nazywamy kierownicami, a moga one byé plaskiemi, przestrzennemi
lub zastapione linjami prostemi. Zamiast jednej z tych kierownic moze
byé podany jaki§ inny warunek ruchu, np. prosta £ ma podczas swego
ruchu przecinaé stale kiercwnice ¢, i ¢ i tworzyé z kierownica ¢;
staly kat.

Ze w powyiszy sposéb wytworzona przez prosta £ powierzchnia
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jest wichrowata, wynika z nastepujacego spostrzezenia (Rys. 1): Niechaj '

tworzaca £ w pewnym momencie przecina kierownice ¢, ¢,, ¢,
w puaktach 4, B, C, w nastepnem za$ bezposredniem (sasiedniem) po-
fozeniu g, ktére zajmie po nieskonczeniu matym czasie 47, w punk-
tach A’, B, C'. Elementy AA’, BB, CC' krzywych ¢, ¢,, ¢, wyzna-
czaja do nich styczne £, £,, 4, w punktach A, B, C; a poniewaz styczne
te sa wogblnosei wichrowate wzgledem siebie, przeto tworzace £ i g,
nie moga leze¢ na jednej plaszczyinie, sa zatem rowniez wichrowate.
Stad wynika, ze wszystkie styczne (t) powierzchni w poszczegélnych
punktach tworzacej g sa wzgledem siebie wichrowate, wyznaczaja wiec
z tworzacq £ nieskoriczenie wiele plaszczyzn, ktére dotykaja powierzchni
w poszezegblnych punktach tej tworzacej.

Nie ‘jest jednak wykluczony osobliwy przypadek, ze sasiednie two-
rzace £ i g przecinaja si¢ w jednym punkeie, zwanym osirzem (punk-
tem) kiuspidalnym. Wtedy wszystkie styczne () w poszczegélnych punk-
tach tworzacej (g-8)=g, zwanej lworzqeq torsalng wypelniaja z g
jedna plaszczyzne, ktéra sie styka z powierzchnia we wszystkich punk-
tach tej tworzacej.

2. Biorac jeszcze raz pod uwage polozenie stycznych (4 po-
wierzchui wichrowatej ® wzgledem dwéch nieskonczenie bliskich (sa-
siednich) tworzacych g i g, (Rys. 1) w ogélnym przypadka, zauwazymy,
Ze moina je uporzadkowaé jako tworzace tego samego uktadu hiperbo-
lojdy wichrowatej (jednopowlokowei) T, przyjmujac za jej kierownice
ktérekolwiek trzy z tych stycznych, np, 4, 4,, 4, Hiperbolojda I' ma
wtedy z powierzchnis ®, précz wspélnych 3 plaszezyzn stycznych 2 - ),
(ta-8) (4,-g) i3 ich wspélnych punktéw styeznosei A, B, C, nieskos-
czenie wiele wspélnych plaszezyzn stycznych i ich punktéw stycznosci
na tworzacej &, czyli obie powierzchnie posiadaja wspélna stycznos§é
wzdluz tworzacej g. Tworzaca bowiem & 1 bezposrednio po niej naste-
pujaca tworzaca g; przecinajg wszystkie tworzace hiperbolojdy ukladu (£)

w parach bezposrednio po sobie nastepujacych punktéw 7 i 77,...,
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ktore stanowia wspélne elementy stycznosci obu powierzelni, Wskutek
tego znane fwierdzenie dla hiperbolojdy I' o rzufowosci pg,"zu p{aszczyzlen
stycznych, ktérego osiq jest dowolna tworzaca g z szeregiem zch}pur.i -
téw stycznoscl, ktérego podstawa jest ta tworzaca, jest wa:j."ne réwniez
dla powierzchni ®, i moze by¢ wykorzystane .do lkonst'rukcu ldalszych
plaszczyzn stycznych i ich punktéw stycznosci tej Powxerzchm, gdy sa
znane 3 pary homologicznych elementéw tych utworéw.

Jezeliby za$ slyczne f,, 1,11, mialy po trzy sqsiednie pur'zkty wspéln_e
z powierzchnig ¢, t. j, gdyby przecinaly po 3 b.ezp?s’redn.xo po 'sok'ne
nastepujace tworzace, czyli gdyby byly styczner’m gléwnemi (p'1'zeglgctza)
powierzchni @ . w punktach A, B i C, wtedy, jak z {aEWOSCIQ mozna
uzasadnié, wszysthie tworzqce ukladu (f) hiperbolojdy T, wyznaczone]‘
przez te styczne gléwne, dofykalyby powierzchni ® w .3 punkt(:’tch,
hiperbolojda ¥’ mialaby z © w kaidym punkcie tworzqce] £ ws;zo?r’llq
plaszczyzne scisle stycznq. Hiperbolojde takaA nazywaé l:nad’zlemsé1 Scisle
styczng z powierzchnia ¢ wzdiuz tworzqcej g i oznaczaé bedziemy
przez I's. .

Przyjmujac trzy styezne #;, %y, f; powierzchni ® (Rys. 1) tak, abi
lezaly w trzech plaszczyznach a || § || v, natenczas styczne w punl;tacz)
tworzacej g, moina uporzadkowaé jako tworzace te.go sam.ego ukla "1[(
parabolojdy hiperbolicznej 11, posiadajacej z powzerzchmfg P wspélng
tworzqcq g i stykajacej sig z niq we wszystkich punktach te{ f‘wfn-zqce;.1

Gdyby zas styczne &y, Ly, I, bedace w przestrzeni rownolegz
do tej samej plaszczyzny, byly stycznemi gléwnemi w ;?unktach 1’4, B; 1b
powierzehni P, natenczas wyznaczona przez nie pa,rabt?lolda I p?szad;a y
$cislq stycznosé z ® we wszysthich punklach u{spolne] iu'zorzqce] 1‘? ara-
bolojde taka nazywaé bedziemy §ci$le styczng i oznaczaé przez ls.

3. Wyobrazmy sobie obecnie, ze parabolojda II, stykaj'a‘ca su?
z powierzchniag ¢ wzdluz wspéloej tworzacej g, ma w pun]:{cle /; tej
tworzacej wspélng plaszczyzne $cifle styczng t; wtedy kaida pasz:
czyzna o, poprowadzona przez A, przecina plaszczyzng © podllug pro‘
stej 8, powierzchnie za§ podiug krzywych ¢ i ¢*, ktér_e dotyka?a, StYCtZ.
nej § w punkcie 4 i maja w nim po trzy bezpos’redrflo po’ sobie n;s q.
pujace punkty wspélne, a zatem posiadajq w pzfnkcze A fe samg rzy
wizne (Rys. 2). . '

Ze zmiana polozenia plaszczyzny przecinajacej ¢ w przestrz-en;
i stycznej s na plaszczyZnie © zmienia si¢ krzywizna krzywych ¢ 1dc
w punkcie A, Rtéra przechodzi przez wartosé graniczng 0 (p=1t0), gdy

“styczna s zejdzie sie z drugq tworzqeq t parabolojdy 1l znajdujaca sie

: Sod t,
na pl. © i przechodzaca przez punkt stycznosci 4. Tworzaca zatem -
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jako styczna powierzchni ®, musi mie¢ z niq w A trzy bezposrednio po
sobie nastepujqce punkty wspélne, czyli musi przecina¢ trzy bezposred-
nio po sobie nastepujace tworzace powierzchni @; jest wiec styczng
glownq (przegiecia) powierzchni ® w punkcie A.

Rys, 2.

Konstrukcje zatem krzywizny przekrojéw plaskich i stycznej glow-
nej L w dowolnym punkcie A powierzchni wichrowatej ® moiemy zwiqzaé
z konstrukcjq tej krzywizny i drugiej tworzqcej parabolojdy hiperbolicz-
nej Il, $cisle stycznej z ¢ w punkcie A, a posiadajacej z nia pojedys-
cza stycznos¢é we wszystkich innych punktach wspélnej tworzacej g.

Dlatego uzasadnimy te konstrukeje przy pomocy Geometrji kine-
matycznej przedewszystkiem na parabolojdzie hiperboficznej 1I.

B. Konstrukcja krzywizn przekrojéw plaskich parabolojdy
hiperbolicznej przy pomocy Geometrji kinematycznej."}

4. Parabolojde hiperboliczna [ wytwarza, jak wiadomo, prosta g,
ktéra porusza si¢ w ten sposéb w przestrzeni, ze stale przecina dwie
proste kierownice skosne £ i f;, i zachowuje réwnoleglosé do plasz-
czyzny kierowniczej %;co, na ktérej w nieskoficzonogei znajduje sie
trzecia kierownica prosta f... Poszczegélne polozenia zatem tworzacej g
otrzymujemy, laczac prostemi punkty homologiczne podobnych szeregéw,
ktére wyznaczaja na kierownicach £ i f, plaszczyzny, réwnolegle do m ...

Ruch wiec tworzqeej g w przestrzeni jest wyznaczony przez ruch
posiepowy jej punktéw przeciecia sie A i B z hierownicami ! i ., ktérych

") Pordw.

1) Rohn-Papperitz

Lebrbuch der darstel Geometric str. 216 w 3
wydaniu,

2) B. Prochéazka. Vybrané stals z deskrip, geometrie, VI svazek —
- str. 124,
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drogi odbyte na tych kierownicach w tym samym cz.asief a wiec Téw-
niez predkosci, sq odcinkami tych prostych. zawartemi miedzy dwiema
plaszczyznami, réwnoleglemi do pl. kierowniczej %t co.

Poniewaz na parabolojdzie Il istnieje drugi uklad tworzacych (#),
réwnoleglych do drugiej plaszezyzny kierowniczej Tgco, na ktérym thO-
rzace uklady (g) wyznaczaja podobne szeregi punktéw, przeto jest
jasnem, ze t¢ samq parabolojde Il moie wytworzyé tworzqca & przez ruch
swéj, powyzej opisany, po jakichkolwiek dwéch tworzqcyc.h z ukltadu ,}Et],.
przyjetych za kierownice. Przez kaidy punkt A parat’)olmdy Il przecho-
dza zatem dwie jej tworzace, jedna ukladu (g), ‘rownolegla do mco,
druga uktadu (), réwnolegla do 7geo; wyznaczaja omne plaszczyzne

‘t==(g - #), styczna do parabolojdy w punkcie A.

Punkt stycznosci W takiej plaszczyzny stycznej, k?éra iest- pros_to-
padta do ‘krawedzi 0, plaszczyzn kierowniczych #rco i Tgeo, jest, jak
wiadomo, wierzchotkiem, normalna 717, przechodzaca przez wierzchotek,
a wiec 1| 0; osiq 0 parabolojdy.

QZ polllozleniaq prostopadlego plaszezyzny stycznej w wierzchothu W
do obu plaszczyzn kierowniczych wynika, ze rzufy pr?st'okqt’ne na nig
iak fworzqcych ukladu (g), jak ukladu (t) sq wzgledem siebie réwnolegle.

Rys. 3.
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Rzuty te obu ukladéw przecinaé sie bedq pod kqtem prostym, gdy parabo-
lojda jest réwnoboczna, t. §, gdy meo | 7yeo.

Jezeli plaszezyzna styezna w dowoloym punkcie A parabolojdy
jest prostopadta do %rcq, t. . t 1w s, wtedy rzuty prostokatne na nig
tylko tworzacych ukladu (g) sg rownolegle, gdy zas t.!mzen, to znowu
tylko rzuty tworzacych (£) sa réwnolegle,

5-a. Wyjdimy od wyprowadzenia konstrukcji krzywizny normalnego
przekroju parabolojdy réwnobocznej 11, w jej wierzcholku W (Rys. 3).

Oznaczmy tworzace wierzcholkowe przez £ i ¢ i przyjmijmy, ze
powierzchnie te wytwarza tworzaca g, odbywajaca swéj ruch po kie-

rownicach £ i #,, ktére przecina w punktach A=W | B (cys. 3a)).,

Jezeli punkt A odbedzie na ¢ w nieskonczenie matym czasie d?, ruchem
postepowym z predkosécia v, droge AAd,=w, - dt, to w tym samym
czasie odbedzie punkt B na # takimze ruchem z predkoscia v droge
BBy=w-df, kiéra otrzymamy z przyjetej drogi AA,, jezeli 4, prze-
tniemy plaszczyzna || I;co, poprowadzona przez punkt A,. Raczac
punkty A, i Bu, otrzymamy prosta g.=A,B,, ktérej polozenie zajmie
tworzaca g po odbyciu ruchu swego w przestrzeni w czasie d# Ruch
ten mozna rozlozyé na dwa ruchy skladowe: przesuniecie réwnolegle na
pl. stycznej t==(g'#), o nieskonczenie maly odcinek A A,= B B, =
=, dt, do polozenia g,'==A,B,’, i nieskoriczenie maly obrét o kql
prostej £," w plaszczyznie réwnolegtej do plaszczyzny normalnej (g - 1)
w punkcie A=W, Przy tym obrocie punkt B, opisze nieskorczenie
maly tuk B, B, — VB B2 —BB,/=dt l’/m’“’ — 7% ktéry mozemy przy-
jaé, ze jest Lt; oznaczajac wiec staty odcinek AB=A4,B, =a, otrzy.
mamy z tréjkata A,B,B," wyrazenie

dityot— v,

tg W= —— . (1)
-
Wyobrazmy sobie obecnie przekréj ¢, parabolojdy I, (rys. 3a))

plaszczyzna normalna (s - 1), przecinajaca
prostej s, zamykajacej z tworzaca ! kat o. Prosta & jest styczng krzy-
wej Ci, ma wiec z nia dwa nieskoriczenie bliskie punkty wspélne; na-
stepny jej nieskoriczenie bliski punkt przypadnie w punkcie L,, w kto-
rym tworzaca g. przebije plaszczyzne (s - n). Droge w przestrzen, lktéra
musi odby¢ jakis punkt tworzacej g, schodzacy sie w pierwotnem jej
polozeniu z punktem A, aby zajaé polozenie L,, mozna rozlozyé rowniez

na dwie skladowe: a) na droga 4.5,= -%ii~f="u’ * df, ktéra odbyly ten

COos 2

plaszezyzne styczna t© podhug
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punkt w czasie df ruchem postgpowym z przedkoscia ¥ po stycznej s,
podczas przesuwania sig réwnoleglego tworzacej g po pl. ©; b) na
droge SuLnls, ktora odbylby ten punkt na plaszczyznie (s- ) podcze'Ls
obrotu prostej g, w plaszczyznie || (g'7). Ta ostatnia droga da sie
wyrazi¢ réwnaniem:

Suln=S8S,An tg o=V, dl-tg e tg v, a po uwzglednieniu réw-
nania (1):

-

Sy Ly= k2 tg [ L [2]

Cdp = de

Koto styczne do s w punkcie A i przechodzace przez nieskonczenie
bliski punkt L, jest kolem krzywiznowem przekroju ¢, w punkcie A.
Promien jego p obliczymy przy pomocy tréjkata prostokqtnzgto AL,N,

v
w ktérym bok L. N1 AL,, wysokosé za§ LyaN, = ASy= ——

cos %

, da sie

réwniez obliczyé z twierdzenia o $redniej geometrycznej:

LiN2=AN, N,N=AN,(AN—AN,),

czyli \
b ﬂldt) — AN, (2p— AN,
cos o
A poniewaz odcinek A N, jest znikajaco maly wobec 2p, mamy przeto:
(““)“=AN«29. )
cos o

Z rysunku jednak poznajemy, ze AN, = S,L,; a wprowadzajac do
réwnania (2') warto§é za Su.L. z réwnania (2), otrzymamy:

2 ST A
?’.ﬁ“) —2pvdf tg VT
cos & a
stad ( v]_)
o= cos’ o _ 3]
yol—uod
27, tg @

% =1v', a w mianowniku za
cos o

czyli, po wprowadzeniu w liczniku za

v tg @ Mz'ﬂ" [por. réw. (2)], réwnanie (3) przyjmie ksztalts
| tg o
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o'
B )

Aby na podstawie réwnania (4) skonstruowaé promiesi krzywizny p
przekroju normalnego ¢, w punkcie A, nalezy wyjasni¢ geometrycznie
znaczenie wyrazed w liczniku i mianowniku, W tym cela przyjmijmy
na kierownicy £ [Rys, 3b)] odcinek A A, za predko§é v, punktu A4,
a na kierownicy f; odetnijmy, sposobem w ust. pierw. art. 4 wskaza-
nym, odcinek BB, jako predkosé vi punktu B. Jezeli przez A, poprowa-
dzimy prosta 4, S==G," | G, to przetnie ona styczna s w punkcie S, pro-

sta za§ BB, || ¢ w punkcie B,’; odcinek AS=-£{’~~;=‘U' przedstawiaé

cos o
nam bedzie predkos¢ ruchu postepowego punktu A na stycznej s, odci-
nek za§ By B, =}v?— 9 predkosé obrotowa punkiu B,’ przy obro-
cie prostej g," w plaszezyinie réwnoleglej do (g n), do polozenia
& =AB;. Przy tym obrocie prostej g’ punkt S obréci si¢ z pred-
koscia S L, ktéra otrzymamy, jezeli prosta SL | n przetniemy w punk-
cie L zapomocy prostej g,==4,B,. Z tréjkatéw bowiem podobnych SLA,
i A, B, B, wynika proporcja:

SL:SA; =BB/: A B/,
czyli

SL:v tg=yuv!—v}! :q,

skad otrzymujemy wyrazenie na SL=y, tgcl.k~-~—w7~---y"»~<, ktére jest zu-
a
pelnie zgodne z wyrazeniem w réwnaniu (2), gdzie oznacza polowe
przy$pieszenia, z jakiem punkt S, [rys. 3a)] porusza sie ruchem jedno-
stajnie przy$pieszonym na pl (s-#), jak réwniez zgodne z wyrazeniem
w mianowniku réwnania (3),
Promien zatem krzywizny p normalnego przekroju ¢, w wierz-
cholkka  parabolojdy réwnobocznej 11, plaszczyzng (' 7) konstruujemy
sposobem nastepujacym [Rys. 3b)]:

Przez dewolny punkt B na tworzqcej wierzcholkowej g prowa-
dzimy  tworzqeq t, ukladu (f) i wyznaczamy jej rzuf prostokatny
na plaszczyzne styczng t==(g ). Przez dowolny punkl A, na dru-
giej tworzqcej wierzcholkowej t prowadzimy prostq &' |l &, ktéra prze-

) Poréw, Prace matem -fizycz tom XXXII, str, 86, Kalicun-
C hodowicki. Przyczynek do konstrukeji elementéw stycznosei i srodka lrzywizn
jednobieznych krzywych ptaskick przy pomocy Geometrji kinemal,
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cing styczng § w punkcie S, rzul g," w punkcie B,’. Przez punkt S pro-
wadzimy prostq S L || n, przez B," prosta B, B, | nlx, ktéra przecina
lworzacq L, w punkcie By, a prosta A, B, ==g, przecina prostq S L
w punkcie L7).

Odcinek AS przedstawia predkos$é v', z ktérq punkt A odbywa ruch
postepowy na stycznej s, odcinek za$ SL predkosé¢ v”, z ktérq punkt S
stycznej s obraca sig¢ na plaszczyinie przekroju (s. n.).

7 wyznaczonych w ten sposéb predkosci v* i v wykreslimy pro-
mient krzywizny ¢ przekroju ¢, w punkcie A na podstawie wzoru (4),
jezeli koniec L, odcinka SLy == 2 v” na prostej SL polqczymy z A, a nasfﬁg—
pnie z punktu S poprowadzimy prostq SK, 1. AL, Prosta ta prze‘true
normalng ne=: 0 w punkcie Ky ktéry jest srodkiem krzywizny, odcinek
za§ AK, promieniem krzywizny.

b) Konstrukcja krzywizny przekroju skoénego C;, w wierzchotku W
parabolojdy réwnobocznej Il;,

Wyobrazmy sobie obecnie, ze poprowadziliémy przez wierzcholek
W réwnobocznej parabolojdy Il plaszczyzne (s.m) skosna do pl stycz-
nej ©z= (g . f); krawedz tych plaszczyzn oznaczmy Znowu przez S, krzy-
we przekroju przez ¢y (Rys. 3a), punkt przebicia si¢ z plaszczyzna
(s - n,) nieskoniczenie bliskiej krawedzi g, przez M. . '

Punkty M, A i styczna s wyznaczaja kolo krzywiznowe przekroju
¢;, Do wykreslenia jego promienia p; musimy mieé ——wedlug. p'Oprze~
dniego ustepu’*) — predkoéé postepows v’ punktu A na stycz.ney s i pred-
kosé obrotowa jednego punktu tej stycznej w plaszczyime' (s ny) na
prostej p_| s, (Rys. 3b). Predko$¢ postepowa v, jak poznajemy z ry-
sunku, jest taka sama, jak dla przekroju normalnego Cn, cerl'em za§ wy-
prowadzenia ‘predkosci obrotowej wezmy pod uwage trolk?t SiLaM
(rys. 3a), w ktérym bok S, M przedstawia droge, jakq’ zakre§la pu’nI.tt
S. na plaszczyznie (s n,) podczas obrotu prostej g:" w plaszczyinie
réwnolegtej do pl. normalnej (g - n). ' )

Oznaczajac w tym tréjkacie kat L. S, M przez ) i stosujac do nie-
go twierdzenie o wstawach, mamy:

M S/r H Sn Lu = sin (90 "{"" ")] :sin [90 . (w J‘" )‘)]

= cos ©:cos (o)) ==cos w:(cos ® cos A—sin @ sin }).

*)  Zauwazyé nalezy, %e prosta A, By = g jest rawnolegta do prostej A By,

"taczacei punkt A z rzutem prostokainym By punktu By na pl. normalag (g - 1k

*)  Por. dopisel u dotu str, 8 niniejszej rozprawy.
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10

Przyjmujac lim cos w==1, lim sin ®=0 i wprowadzajac za S;L.
wyrazenie z réwnania (2) ust. a), dochodzimy do réwnania:

r d"z
M S, =22
cos X
czyli
MSu _ 0" N )
di? cos A

Predko$é zatem v'” = SL, [rys. 3b], z jakq porusza sie punkt S
stycznej s w plaszezyZnie skoénej (s. n) po dowolnej prostej I,  przecho-
dzqcej przez S, ofrzymamy z predkosci obrotowej v’ = SL tego punktu
w plaszezyZnie normalnej (s. n), jezeli prostq I przetniemy w punkcie L,
zapomocq prosfej, poprowadzonej w plaszczyznie (I, S, L) przez punkt
L, prostopadle do SL.

Przy pomocy predkosci v”’ wykreslimy predko§é obrotowa vl==
=S8 L, tego punktu S na prostej p_i_s w plaszczyznie (§-ny), jezeli
prosta p przetniemy w punkcie L, zapomoca prostej L, Ly || 5.%)

Wprowadzajac wyznaczone predkosci v’ i v do réwnania (4),
otrzymamy:

o'?

5 ol

Réwnanie (6) wskazuje, ze ps wykreslamy tak samo, jak p:

Predkosé obrotowa, o™= SL, przedluzamy o taka samg diugosc
do punktu Ly, t. . SLy=2.SL,;, laczymy nastepnie L, z punktem A
i wykreslamy do tej prostej A L, z punktu S prostopadly S Ki; ta pro-
prostopadia przecina normalna n, krzywej ¢; w punkcie K, ktéry jest
§rodkiem krzywizny, odcinek za§ A K; promieniem krzywizny w punkcie
A tej krzywej,

¢} Zastanawiajac sie blizej nad konstrukcjami, wyprowadzonemi
w ust. a) i b) niniejszego artykutu, dochodzimy dodatkowo do nastepu-
jacych wlasno$ci:

1) Wrykreslajac na rys, 3b) z predkosci v”" =S L predkosé v =S L,,
prowadzilismy przez L prosta LL, | SL, a wiec réwnolegla do plaszezy-
zny stycznej t==(s- g); tak samo jest réwnolegla do plaszczyzny © prosta
L Ly |5, przy pomocy ktérej wykreslilismy z predkosci v na prostej
I predkosé v na prostej p_| s. Stad wynika, ze punkty L, L, i L, le-
z3 na plaszczyznie, réwnoleglej do pt. stycznej . A zatem:

Tamze str, 84,

")
32

icm°®

Przyczynek do zastosowania Geometriji kinematyczuej,

Predkosci, z jakiemi poruszalby sie punkt S stycznej s, przy jej obro-
cie dokola punktu A, po prostych przechodzacych przez niego, sq réw-
ne odcinkom, ktére odcina na tych prostych, liczae od punktu S, plasz-
czyzna réwnolegla do plaszczyzny stycznej parobolojdy w punkcie A *).

Jezeli wigc jest znana predkoéé punktu S na jednej z tych prostych.
mozemy z latwosciq wyznaczyé jego predkosé na kaidej innej, a temsa-
mem  skonstruowaé promieri krzywizny przekroju parabolojdy dowolng
plaszczyzng, przechodzqcq przez styczng s.

2) Jezeli na rys. 3b) oznaczymy kat nachylenia plaszczyzny skos-
nej (s m) do plaszezyzny normalnej (s« n) przez 2, otrzymamy z tréjkata

_ prostokatnego SLL,:

e

" vy tga L2 71
SL=ple=% .~ @
’ cos ¢

[Por. réw. (2)]

Po wprowadzeniu tego wyrazenia za o do réwnania (6), mamy
Uy
cos «

vy )2
cos o
o —p 2
20 tg o U U
a

przy uwzglednieniu » =

ps = COS ©==0 cos ¥

[Por. row. (3)]

Promieri py krzywizny przekroju parabolojdy w punkcie A plasz-
czyzng skosnq (s. n,) jest rzutem prostokatnym na te plaszezyzne promienia
krzywizny w tym punkcie przekroju normalnego parabolojdy plaszczy-
zng (s - n).
3) Nalezy zauwazyé w koficu, ze powyisze zwiqzhi miedzy vV i v”
Ps i p przekrojow parabolojdy réwnobocznej Il, wiej wierzchotku A = W,
sa niezaleine od rodzaju paraboloidy i charakteru jej punkfu A, dlate-
go w nastepnych artykutach bedziemy brali pod uwage tylko przekroje
normalne parabolojdy dowolnej II.

6. Konstrukcja krzywizny normalnego przekroju dowolnej
parabolejdy Il w jej wierzcholku W [Rys. 4].

Tworzace wierzcholkowe g i f nie 33 do siebie prostopadle, jednak
rzuty prostokaine na plaszezyzne styczna t== (g, #) obu uktadéw tworza-
cych parabolojdy sq wzgledem siebie réwnolegle (por, art. 4), z czego

*)

Jestto analogja do konstrukeyj na plaszezyznie wyprowadzonych na str, 84,
85 tamze.

3 Prace Matematyczno-Fizyczne, T, 45.
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wynika zgodno$é konstrukcji krzywizny normalnego przekroju w wierzchot-
ku W paraboloidy 1 z konstrukcjq takiegos przekroju w wierzcholku pa-
rabolojdy réwnobocznej 1.

Jezeli bowiem przyjmiemy, ze parabolojde Il wytwarza tworzaca g
przez ruch swéj po kierownicach 7 i 4, to jej przejscie do nieskoricze-
nie bliskiego polozenia g, da sie znowu rozlozyé na réwnolegle prze-
suniecie na pl 7 do g» || £, 1 na obrét o nieskoficzenie maly kat o
w plaszezyznie || (g-n) (Rys. 4a). Przy pierwszym ruchu skladowym
punkt A odbywa po prostych ¢, p, S, s;,...przechodzacych przez niego
na pl. t, nieskoficzenie male drogi AA, APu AS. ..., ktére wyznacza

icm

na nich prosta g+’ || 8, podczas drugiego ruchu poszczegélne punkty

prostej g." zakreslaja w pl || (g - n) nieskodczenie male tuki, ktére ogra-
nicza prosta g;.
Przyjmujac wiec na rys. 40) predkos$é postepowa v, = AA, punkiu

n

A na kierownicy f, wyznaczymy z niej predkosci postepowe AP, AS,
AS,, ... tego punktu na prostych przez niego na pl. stycznej © przecho-
dzacych, jezeli te proste przetniemy prosta g, poprowadzona przez
punkt A, réwnolegle do g, a wiec tak samo jak na rys, 3b).

Réwniez tak samo jak na rys. 3b) wyznaczono na rys. 4b) przy po-
mocy predkosci vi==BB, predkosci obrotowe punktéw P, S, S, ...,
przecinajac prostopadle w tych punktach do pl stycznej prostq g, == A, B,
ktéra, jak z' rysunku poznajemy, jest réwnolegla do prostej A B,
laczacej punkt A z punktem B,, kt6éry jest rzutem réwnoleglym w kie-
runka 4" || f punktu By na plaszczyzne normalng (g - n).

34
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Przy pomocy predkosci v’ iov” w jakiejkolwiek plaszezyznie nor-
malnej w punkcie A, ktére nazywa¢ bedziemy parq predkoéci sprzezo-
mych, wyznaczymy:

1) $rodek i promies krzywizny wedlug réwnania (4);

2) pare predkosci sprzezonych w jakiejkolwiek innej plaszczyzZnie
normalnej, przechodzacej przez A, a wiec réwnies pare predkosci (v, 0)
w plaszezyznie (n . t), czyli tworzgeq t. gdyby nie byla dana, przy pomo-
cy prostej g1 | g i prostej g, || AB.

7. Konstrukeja krzywizny normalnego przekroju dowolnej parabo-
lojdy Il w punkecie A, w ktérym plaszczyzna styczna jest prostopa-
dla do jednej z plaszczyzn kierowniczych [Rys. 5]

Niechaj plaszczyzna styczna t== (g #) w punkcie A bedzie prosto-
padia do plaszczyzny kierowniczej = gc.. Wtedy rzuty prostokatne na
pl. © tylko tworzacych ukladu (#) sg do siebie réwnolegte, z czego wy-
nika, ze rzut prostokatny ¢, kierownicy £, jest réwnolegty do ¢ (Rys. 5a),

h
n
N
/] |
/
/’
/
/
’
’
/
’ ¢ ¢
/ M p ’
s - Al 8 /
’ - ,43\\‘; G
/ -~ >
- > &
L) - A a B/
Nl T al N
; . E:/A d
L R
.
A, lv//;'r’z // o
57 S n h Iy B

, Ok

Rys. 5

rzut za§ g, sasiedniego polozenia g, tworzacej g zamyka z niag na
plaszczyZnie © nieskoficzenie maly kat &.. Ruch zatem tworzacej & po
kierownicach ¢ i #, prowadzacy ja w nieskoriczenie malym czasie df
do polozenia g,, mozemy rozlozyé na dwa nieskonczenie male obroty.
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a) o nieskoficzenie maly kat & na plaszezyznie ¢, do polozenia

’

8n;
b) o nieskonczenie maly kat ® w plaszczyznie (g." g4) | © do

polozenia gn.

Ad a). Poprowadimy przez punkt A na plaszczyznie t:styczna

pl g a kat jej z tworzaca ! oznaczmy przez ¢; nastepnie dowolng
styczna S, zamykajaca z p kat f.

Podczas obrotu tworzacej g na pl © punkt A odbywa po prostych.

t, pis drogi A4, AP, i AS. ktérych zaleinoéé od siebie wyprowa-~
dzimy z tréjkatow AP, A, i AP, S
Z tréjkata AP, A, mamy:
Ad, s APy=sin (90-8) : sin [90 — (= +8)]
=cos ¢: cos (z-0)
==cos 0:{cos ¢ cos ¢ —sin @ sin 8] przyjmujac lim cos =1
1:cosa lim sin 6==0

AP,=AA, cos o, a po wprowadzeniu za 44,=7v, df,

4

AP, =, cos o .dt, czyli-ﬂzg{w:% cos e=v, ., . . (1}

Z tréjkata drugiego AP, S, mamy:
ASy 1 APy =sin (90-+8) : sin [90 — (3 E)]
ASy ;v dt=cos & : cos (6-B), zas dla lim cos 6=1, lim sin =0,
==1:cos f§, stad
o' dt  AS, v’
==y

AS/1=
cos f dt

(8)

cos §

Ad b). Podczas obrotu tworzacej g, w plaszezyZnie (g, -g,) | ¢
punkt S, odbywa w plaszczyznie (s-7) droge

Snln=Sy Auntgo . . . . . . . .. 9
Wyrazmy Sp An i tg © przez przyjete wielkosei AA,==w, dt,
BB,=wudt, o, B, 8 i kat v==(¢, - t,").
Z tréjkata AS, A, mamy:
Sp An: Adn=sin (f—a) : sin [90 — (90 + 3]
=sin (B—a) : cos (B--9)

=sin (—a) : (cos B cos 6 —sin B sin &), dlalimcosd=1,
36
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lim sin 6==0

==sin (B—a) : cos B, stad

»sin (B—o. in (8—=
Sa A, 25414,1 sin a) _ U sin 5—2) At
cos § cos B

(10)

Poprowadimy przez punkt B (rys. 5a) prosta BR,_|_ g, a punkt
przecigcia sig jej z £, oznaczmy przez R, Dla nieskoriczenie malego
kata & mozemy przyjaé, ze w tréjkatach prostokatnych AP, A4, i BR, Bn,
boki An Py i R By, lezace naprzeciw réwnych katow A, AP, =

=B, BRy=0., sa réwne, z czego wyniknie A, B, =P, R, =

a . ~
=——-=ga, dla lim cos =1,
cos G

cos @

Jezeli przyjmiemy nastepnie, ze nieskoriczenie maly luk B, By =,

otrzymamy z prostokatnych tréjkatéw A, B, By i B, By’ B:

_ Bu B _ BBusiny _ v sin T gt

tg © =
g A, By a a

(11)

Po wprowadzeniu wartosci z réwnania (10) i (11} do réwnania (9),

otrzymujemy:

S, L,,=7J‘ vy sin (B—2) sin 7 dr,
a cos i
czyli

Sn Ln v, v sin (3—a) sin 7 —
at? a cos §

(12)

Przyjmijmy na kierownicy ¢ (Rys. 5b) dowolny odcinek 4 A, =v, za
predkosé postepowa punktu A na tej kierownicy, odcinek zag BB, = vy,
ktéry wyznacza na kierownicy # plaszczyzna, poprowadzona przez 4,
réwnolegle do (g-7), za predko§é postepows punktu B na kierownicy
4. Wyznaczmy nastepnie rzut réwnolegly Bi punktu B, w kierunku

4, | £ na plaszezyzne normalna (g - n).

Przez punkt A, poprowadimy prostq r || g i prostq 1, || ABi.

Z tréjkatéw prostokatnych 44, P i ASP mamy:
A P=w, cos n.=v," wedlug réwnania (7).
AS="1 =y . .8

cos 3
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Oznaczmy punkt, w ktorym prosta r przecina #;' przez By, punkt
za§, w ktérym 7, przecina prosta B; Bi przez By, Z rysunku pozna-

jemy, Ze , , .
Bu Bn ==B1 31 == sin 7Y,
a wiet .
, B, B, 7, sin
tg o = - [ .
A; Bu a
Z tréjkata A S A; mamy:
SA4,:v,=sin (3—a): cos §,

stad
54, Y sin(f—2)
! cos [5
Z tréjkata zas L S A
v, 7 sin (f—2) sin ¢

SL=S4, tg o= =" wedlug réwn. (12).

a cos 3

Udowodnili§my zatem, ze predkoéci sprzezone przekroju normal-
nego parabolojdy w punkcie A, w ktérym plaszezyzna styczna jest pro-
stopadla do jednej z plaszczyzn kierowniczych, dadzqg sie wyznaczyé taka:
samq konstrukcjq, jak w wierzcholku parabolojdy.

Celem wykazania, ze réwniez Lonstrukcja promienia krzywizny
w przyjetym punkcie A jest zgodna z konstrukcja poznang w poprze-
dnich artykulach, wezmy pod uwage kolo krzywiznowe w plaszezyZnie
normalnej (s-7) (rys. 5a), wyznaczone przez styczna S, punktem stycz-
no$ci A i nieskoficzenie bliskim punktem L, Kolo to niechaj przecina
normalng 7 w punkcie N, Wysokos¢ L, N,=A4S5, tréjkata prostokat-
nego AL, N dzieli przeciwprostokatnag A N=2p na odcinki 4 N; = Sy L,
i NNN=2p—S,L, z ktéremi tworzy proporcje ciagla:

Suln: AShi=AS,: (2 P—S”L),

stad
A5t
SII Lll’
po wstawieniu za$§ w licznik i mianownik wartoéci z réwnan (8) 1 (12).
i skreglaniu S, L jako nieskoficzenie malego odcinka wobec 2 p, otrzymamy:

2p—~—Sp L=

[ 'ZI1 |
I Tz
= 08 e (13%
2 visin (—Asini 20"
a cos f
a zatem zupefnie zgodne réwnanie z réwnaniem (4) str. 8. .

") B, Prochézka, Vybrané staté 2z deskriptivné Geometrie, VI Svazek — str. 132.
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8. Konstrukcje krzywizn normalnego przekroju paraboloidy IT
w dowolnym jej punkcie 4 (Rys. 6).

Pozostaje nam w kodcu do wyprowadzenia konstrukcja krzywizny
normalnego przekroju paraboloidy w dowolnym jej punkecie A4, ktérego
plaszczyzna styczna t==(g.#) ma dowolne polozenie wzgledem plaszezyzn
kierowniczych, wskutek czego, zaden z obu ukladéw tworzacych nie
bedzie mial rzutéw prostokatnych na te plaszczyzne réwnoleglych, a za-
tem ani rzut prostokatny g.' tworzacej g, nie bedzie réwnolegly do g,
ani takiz rzut #," kierownicy #, nie bedzie réwnolegly do ¢, (Rys. 6a)).

Rys. 6.

a) Poprowadimy przez punkt A na rys. 6-a), podobnie jak na
rys. 5:-a), styczna p .| g, z ktéra t zamyka kat o, i styczna dowolna s,
ktéra z p zamyka kat B. Przyjmujac znowu, ze prosta g." jest sasied-
niem polozeniem na pl. t, tworzgcej g po jej obrocie o nieskoriczenie ma-
ty kat ¢. otrzymamy z tréjkatéw A A, P, i AS,P,, takie same wyraze-
nia na drogi AP, i AS:, jak w réwnaniach (7) i (8) art. 7, co dowo-
dzi, ze réwniez w danym przypadku, z dowolnie przyjetej predkosci po-
slepowej na jednej ze stycznych punkfu A, np. z predkosci v, =A4 A,
(Rys. 6-b), otrzymamy predkosci postepowe punktu A na innych stycz-
nych, przecinajqc je prostq rlg, poprowadzona przez A;.

b) Celem wyprowadzenia konstrukeji sprezonych predkosci obro-
towych, wykreslimy na rys. 6-a) przez punkt B prosta BR.|p i prosta
BR||t, i wezmy pod uwage trapezy A;;}.Ré\i P,R,BA. Przyjmujac,

2% 2 .
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se w nieskoriczenie malych ftréjkatach prostokatnych AP,4n i BRR.
bok A,P,=RR,, otrzymamy:

A,,Rz A;an "%—Pn Bzzl—i"Bn,R:A/an,"‘-Bn’R

AB a
Pran:RRIL—g“PuBn”%"Bn,RsAan,+Bn’R= = Tt
cos®  cosd
a . o . .
a zatem A, B, -+ By R=-———=a, przy lim. cosé=1; a poniewaz

cos o
w sumie tej nieskoficzenie maly odcinek B,’ R znika wobec skoriczone-
go odcinka A,B, , przeto musimy przyjaé, zZe

Wprowadzajac te wartosé za A, B, do propozycji Sula:Sndn==,
B, B.): A, B.', ktéra wynika z podobiesstwa tréjkgtéw S, L An
i Ar By Ba, otrzymamy
S, L, = Sn A BuBy

a

. .. . - < !
a po wprowadzeniu za S, A, wartosci z réwnania (10), za$ za B, B, =
Lﬂ

BB,sinj=wuv; dt siny[y=<(,-%,")], wyniknie na——— identyczne wy-

razenia z réwnaniem (12) poprzedniego artykulu.

Wyznaczywszy na kierownicy #; (rys. 6-b) odcinek B B, ==v; jako
przynalezna predko$é punktu B na tej kierownicy, rzuémy prostokatnie
punkt B, na plaszczyzne t=(g ' #). Odcinek B, B;" =B, Bsinv= v siny
[1=<(%-2%")] jest réwnolegly do plaszczyzny normalnej (2, -p').L &
poprowadzonej przez B prostopadle do tworzacej g; oznaczajac ten
rzut przez By Br', mamy wiec B Biy' =B, B," =71 siny. A poniewaz
z rysunku poznajemy, ze odcinek BB/ jest réwny swemu rzutowi
prostokatnemu B Br na plaszczyzne normalna (g-7) 1. v w punkcie 4,
za$ ten ostatni jest réwny swemu rzutowi réwnoleglemu ByBy' w kie-
runku kierownicy ¢ na plaszczyzne (v- v,) || (2. g), przeto dochodzimy
do nastepujgcej réwnosei:

By By == B By= B By = B, B, =v;sinv;, z ktorej wynika jedno-
kladnosé tréjkatow A; By By'i ABB, a stad rownoleglosé prostej ry =
A, By do prostej AB,, przyczem punkt B ofrzymujemy z punktu B, w ten
sposéb, ze rzucamy go prostokqinie  najpierw do plaszczyzny normalnej
(ny ~ p) L g w punkcie B, a nastepnie otrzymany  rzut By rzucamy pro-
stokatnie do plaszczyzny r}(g‘m‘ﬁlnej (n-g) 1.vw punkcie A.

40 {' i §;§ o
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Obliczmy obecnie odcinek SL, ktéry wyznacza prosta 7|4 B na
prostej SL | s w plaszczyZnie (s - 1), z proporcji, jaka zachodzi w troj-
katach podobnych SL A4, i 4, BBy

SL:SA =B By :A By,
czyli
SL:SA =v;siny:a, stad

SL= Yisin(B—dsiny .,

acosfl

Otrzymalismy zatem na SL wartoéé zupelnie zgodna z poréwna-
niem (12) art. 7, co dowodzi, ze réwnie: w dowolnym punkcie A na
parabolojdzie = konstruujemy sprzezone predkoéci obrotowe w plaszczy-
znach normalnych przekrojéw w tym punkeie, tak samo jak w poprzednich
przypadkach, przy pomocy prostej r|sB;, z tq tylko réznicq, ze punkt
B, wyznaczamy z punktu B, w sposcb wyzej opisany.

Majac wyznaczone predkosci sprezone, konstrunjemy z nich p na
podstawie réwnania (13) art. 7.

C. Zastosowania poznanych konstrukcyj.

9. Zagadnienie 1.

Dana jest parabolojda hiperboliczna 1l w rzutach  prostokatnych
zapomecq kierownic %, it i plaszczyzny kierowniczej %t oo, Etéra schodzi
sie z plaszczyzna poziomgq rzutéw.

Wyznaczyé promieri krzywizny pn
wierzchni w dowolnym punkcie A.

normalnego przekroju tej po-

Rozwiazanie [Rys 7] Tworzace w punkeie 4 oznaczono przez g it;
rzut pionowy g”'j|x i przecina £’ i £” w punktach B i C', g’ laczy rzuty poziome
B’ i C’ punktéw B i C, w ktérych tworzgca g przecina w przestrzeni kierownice £, iZ,,
Rzut pionowy ¢’/ tworzacej ¢ taczy A" z punktem U, w ktérym przecinaja sie f,” i)',
a ktéry jest rzutem pionowym takiej tworzacej z ukladu (g), ktéra jest prostopadla
do rzutni pionowej; rzut zas§ poziomy !’ taczy A’ ze §ladem poziomym A, tej tworzacej
ktory sie znajduje na tworzacej g, laczacej §lady poziome B, i A kierownic £ i t,.

Plaszczyzng styczna t==(g - f) w punkcie A zaznaczono na rysunku $ladami
He i Ve; do $ladéw tych sa prostopadle rzuty normalnej # powierzchni w punkcie A.
Dowolna styczna & przyjeta na pl. ¢+ wyznacza z normalna 71 plaszezyzne, przecinajaca
parabolojde podiug krzywej ¢n,
w punkcie 4, ’

dla ktérej mamy wyznaczyé promied krzywizny

‘Przyjmijmy, Ze parabolojde !l wytwarza iworzaca g przez ruch swo6j po kie-
rownicach ¢ i £, przyczem punkty jej A i B poruszaja sie po £ i z predkosciami
AA =wv, i BB, =v. Celem wyznaczenia promienia krzywizny, nalezy skonstruowaé
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pare predkosci sprezonych w plaszezyznie (s-1n). Przedkosé postepowa A S = "
wyznaczymy, jak w ust. a) art. 8, przecinajac w punkcie S styczna s zapomoca
prostej # || g poprowadzonej przez A,; a poniewaz rZZ H:, przeto S’ znajduje sig
na ¢ladzie ., rzut pionowy na X. Predkosé obrotowa S L || 7 wyznaczamy konstrukeja,
poznang w ust. b) art. 8: rzucamy prostokatnie punkt B, ma ptaszezyzne normalna do
tworzacej g w punkcie B, ktéra jest wyznaczona przez proste /i | n i prosta p,.l g
lezaca w plaszczyznie T= (g - t); oznaczywszy ten rzut przez Biv, rzucamy go prosto-
katnie na ph normalng (g - n) == (g« n). Jezeli wige m =n przechodzi przez B, Lo
vzut lem, ozmaczony przez By padnie na n, promied za$§ rzucajacy jest rownolegly
do p, || p. Prosta r; || A By (wyznaczono ja tylko w rzucie pionowym) przecina SL ||

K %

Rys. 7.
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w punkecie L; odcinek zatem S L” jest przedkoscia ohrotowa punktu S w plaszezyZnie
(s + nm), sprezong z przedkoseia v’ == AS.

Naturalna wielkosé odeinka SL=v", jak réwniez odcinka AS=v’ wyznaczono
przy pomocy ktadu plaszezyzny (s. n) na plaszczyzne pionowa, prowadzona przez of

x, | w. W kladzie tym wyznaczono réwniez naturalng wielkosé promienia pn= A Kn
konstrukeja wynikajacg z réwnania (13) art. 7.
10. Zagadnienie 2.

Dana jest w rzutach prostokatnych hiperbolojda jednopowlokowa I
zapomocq kierownic t, £ 1 t,. Wyznaczyé promieri krzywizny ps skoSnego
przekroju tej powierzchni w doewolnym punkcie A (Rys. 8).

(Rys. 8).

Objasnienie, Punkt A przyjmijmy na kierownicy Z i popro-
wadZmy przez niego poprzeczng do fif,; bedzie to druga tworzaca &
hiperbolojdy, przechodzaca przez A, a plaszczyzna t==(g - ) bedzie plL
stycznag w tymze punkcie, Slady plaszezyzny © oznaczono na rysunku
przez H. i V., punkty przeciecia sie g z #;if, przez B i C. Jezeli tit,
przyjmiemy za kierownice a g za tworzaca parabolojdy hiperbolicznej
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1, to jej plaszczyzna kierownicza Tgco jest rownolegle do ¢t i f,. Popro-
wadsmy wige przez punkt F tworzace f hiperbolojdy plaszczyzne
{(g-q,), réwnolegla do kierownic Z1iZ,, i wyznaczmy jej krawedz d
z plaszczyzna (g %) styczna do hiperbolojdy w punkcie C, Prosta
i, | d, poprowadzona przez punkt C wyznacza z 11 f dokladnie para-
bolojde II, ktéra z hiperbolojda I' ma wspdlng tworzaca g i w trzech
jej punktach 4, B i C wspélna stycznos¢. Obie powierzchnie zatem sty-
kaja sie wzajemnie we wszystkich punktach tej tworzacej (zob. art. 2),
a nadto posiadajq, jak nizej wykazemy, w prnklach A i B Scislq stycznosé.

Wyobrazmy sobie, ze poprowadzilismy dowolna plaszczyzne o,
kiéra przecina wspélna plaszczyzne styezng t==(g ') podlug prostej s,
(na rys. zaznaczono tylko rzut pion.), tworzace g i t w punktach Yi X,
powierzchnie podlug krzywych ¢ i ¢% . Krzywe te w punkcie Y beda
sie stykaly, w punkcie X tylko przecinaly. Jezeli plaszczyzng ¢ prze-
suniemy tak, aby przeszla przez punkt A, prosta § nakryla sie ze
styczng 5, wtedy réwniez padng na siebie punkty ¥ i X, krzywe c®ic®
beda mialy w punkcie A trzy nieskonczenie bliskie punkty wspélne,
prosta § bedzie ich wspélna styczng w tym punkcie.

Dowolna zatem plaszczyzna ($- F.) (rys. 8), poprowadzona przez
punkt A przecina obie powierzchnie 11i ' podiug krzywych c¢* i ¢*, kiore
posiadajq w fym punkcie trzy nieskoriczenie bliskie punkty wspdline,
a zatem wspélng krzywizne, ktéra wyznaczymy zapomocs, w poprzed-
nich artykulach poznanych, konstrukeyj dla parabolojdy II.

2)

[ P — /U
N
N

G5

XXy
(&
-
]
?
M

©
1

Przeprowadzenie  konstrukeji.  Poprowadimy  przez punkt A, kierownicy
f proste poprzeczng do 7, i t,; bedzie to druga tworzaca g ukfadu (g) paraboloidy.

Tworzaca g, przecina = kierownicg #, w punkcie B,; odcinki AA = v,
BB —v; mozemy przyjac za predkosci  postepowe punktéw A i B na kierow-
nicach # i f1 ruchu tworzacej g, wytwarzajacej paraboloide 1I.

Z tych przedkosci wyznaczono — zupelnie zgodnie z rysunkiem 7 - pred-
kosci sprezone AS— v” i SL=20"" przekroju mnormalnego (s.n) w punkcie A para-
boloidy. .

7 predkoéci SL wyznaczamy na rys. 8 predkosé obrotowa SILy-wlll punk-
tu § w plaszczyznie skosnej (5 H:), jezeli, w mysl ust. c) art. 5, przetniemy prosta
ns_| s w plaszezysnie (s- Hs) [poréwnaj klad tej pl. na pl. poziomal!] plaszczyzna
11, 1,), poprowadzona przez punkt L, rownolegle do pl. styeznej ©- (g1 punkt
przeciecia oznoczono przez L. .

W ten sposob wyznaczone predkosel sprezome ASmmw’ i SLyolll na pla-
szczyznie skognej (s - F:), polozona jez ta plaszczyzna na rzutni¢ pozioms i wykreslono
promied krzywizny na podstawie réwnania (6) ust. b) art. 5.

11, Zagadnienie 3.

Dana jest w rzutach prostokatnych skoéna powierzchnia §rubo- -
wa. Wyznaczyé:
44



GUEST


® ©
Im Przyczynek do  zastosowania Geometrji kinematyczne;j. 23

a) promiert krzywizny p, normalnego przekroju tej powierzch-
ni w dowolnym punkcie A;

b} styczng gléwnq (preegiecia) powierzchni w tym punkcie;

¢} hiperbolojde jednopowlokowq scisle styczng z lq powierzch-
niq wzdluz tworzqcej g (Rys. 9).

Objasnienie. Przyjmijmy, ze powierzchnie $rubowa wytwarza
prosta £ przez ruch swéj po prostej 0 (o), prostopadiej do rzutni po-
ziomej, ki6ra przecina pod stalym katem «, i po linji $§rubowej ¢s, na-
winietej na walcu obrotowym W o promieniu r. Oznaczmy punkty prze-
ciecia si¢ tworzacej z ¢, przez 4, z 0 przez B,

Ruch tworzacej g sktada sie w kazdym momencie z dwéch ru-
chéw: nieskoniczenie malego obrotu dokola 0 i nieskoriczenie malego
przesuniecia w plaszezyinie (0-g). Podczas pierwszego ruchu punkt B
jest w spoczynku, punkt A zakresla nieskoriczenie maly luk kota %,
o promienju ==7r, ktérego plaszczyzna jest | 0; podczas drugiego ruchu
oba punkty odbywaja drogi do siebie réwnolegle, z réwnemi predko-
$ciami, Jezeli zatem przyjmiemy na stycznej s krzywej ¢, w punkcie A
odcinek AS==v" [z0b. rys. 9-a) — jako rzut boczny na pl styczna
do W], za predkosé¢ ruchu punktu A4 po ¢, to, kreslac przez S prosta.
SSylo, przez A prosta AS; | SS,, otrzymamy tréjkat prostokatny
A S Sy, ktérego przyprostokatna S Sy =, przedstawia predkosé postgpowa
obu punktéw A iB, prayprostokatna zas A Sy predkosé obrotows punktu A.

Wyobrazmy sobie, ze poprowadzilismy przez styczng s plaszezyz-
ne (8- p), prostopadia w punkeie A do plaszezyzny, stycznei do walca W
w tymze punkcie. Plaszczyzna ta jest, jak wiadomo, plaszczyzna §cisle
styczna krzywej ¢, zawiera zatem dwie bezposrednio po sobie naste-
pujace styczne, a wiec trzy nieskohczenie bliskie punkty tej krzywej,
przez ktére przechodza po trzy bezposrednio po sobie nastepujace two-
rzgce powierzchni $rubowej i powierzchni walcowej W, plaszczyzna
(s« p) przecina zatem obie powierzchnie podiug krzywych, htére posiadajq
w punkcie A frzy bezposrednio po sobie nastepujqce punkty wspdlne,
a wiec wspélne kolo krzywiznowe k.

Krzywa walca jest elipsa ¢ ktéra ma w punkcie A wierzcholek,

nej & do podstawy walca [Por. rzut boczny a)]. Promies krzywizny tej
elipsy w wierzchotku A matej osi obliczymy i wykradlimy wedlug zna-
nego réwnania:

( ’ ).x

2 R WY

(,S:a,:l?:\,s?s,ﬁm:;f,g; N 1]
b r ! cos
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Kreslac wigc trojkat prostokatny A PQ (rys. a), ktérego jedna przy-
prostokatna jest a, rzut zag tej przyprostokatnej na przeciwprostokatna
=b=r, otrzymamy przeciwprostokatna A P= p;.

Promieri ps= AP jest zatem promieniem krzywizny przekroju shkos-
nego powierzchni $rubowej w punkcie A plaszezyzne (s-p); w zagadnie-
niu naszem ad a) chodzi o krzywizne przekroju tej powierzchni plasz-
czyzne normalng (S - 1) w punkcie A.

Wytwérzmy kinematycznie parabolojde [l przez ruch tworzacej g,
ktérej punkt B porusza sie po kierownicy t =50 z predkoseia B Bi= v,
punkt za§ A po stycznei s z predkoscia A S=1v', a ktérej przekrdj
plaszczyzna (S °p) ma taki sam premied krzywizny ps w punkcie 4, jak
przekrdj ta plaszczyzna powierzchni $rubowej. Parabolojda ta posiada
wiec z powierzchnia §rubowa wspélne dwie tworzace #,==01 g, a nadto
wspélna plaszczyzne §cisle styczna (g-5) w punkcie A, Kazda zatem
plaszczyzna, poprowadzona przez punkt A, przetnie obie powierzchnie
podtug krzywych, ktére posiadaé beda wspolng krzywizne w tymze
punkcie; plaszczyzna normalna (s - 72) przetnie wige parabolojde !l podiug
krzywej, ktérej promiefi krzywizny g» bedzie promieniem szukanym row-
niez dla powierzchni srubowej.

Na plaszczyZnie $cisle stycznej (¢ -S) przechodzi przez punkt A
druga tworzaca ¢ parabolojdy. Wyznaczymy ja kinematycznie konstruk-
cja ad 2) art. 6, skoro wyznaczymy predkosci sprezone 7' ==A S { 0= SL
w plaszczyznie normalnej (5 7).

Poniewaz przekréj parabolojdy dowolng plaszczyzna, przechodzgcey
przez tworzaca ! ma w punkcie A krzywizne ==0, czyli p==~, taky
sama krzywizne bedzie mial réwniez przekréj ta plaszczyzng powierz-
chni §rubowej; fworzqca ¢ bedzie zatem miala z tq powierzchnig trzy
punkty nieskoriczenie bliskie wspélne, czyli bedzie przecinafa trzy po
sobie nastepujqce tworzqce powierzchni, bedzie zatem jej styczng gléwng
(przegiecia) w punkcie A.

Jesli takim samym sposobem skonstrujemy w kosicu styczng glow-
na fy powierzchni w drugim dowolnym punkcie M na tworzacej g, to
styczne gléwne t, ty wyznacza z osiq powierzchni 0 hiperbolojde jednopo-

wlokowq 1's, scisle styczng z g powierzchniq wzdluz fworzqeej g (por.
art, 2),

Przeprowadzenie konstrukcji.

Ad a) Cze$é linji srubowej Cw od punktu? do A, ktory opisze na waleu
W punkt 1 w tym czasie, w ktérym jego rzut poziomy zakresli luk / 4’ kola &'
sGwnajacy sie % obwodu tego kola, wykreslono w rzucie pionowym przy pomocy po-
dzialu tego luku i odcinka na osi 1”IV=1"4"" na 3 réwne czescl,
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Tworzace powierzchni $rubowej, przechodzace przez punkty 2, 3, 4 otrzymamy,
gdy polaczymy je 'z punktami osi II,, III,, B”, wyznaczonemi w ten sposéb, ze odein-
ki 1T IIL,=HT 11, =1V B”:=1V 17/, prayczem IV 1" jest wysokodcia ti6jkata prostokat-
nego RIV1”, ktérego przeciwprostokalna zamyka =z osia- O kat «

Styczna s w punkcie A do krzywej Cw wykreslono na podstawie jej wlasnosci,
2¢ jej podstycana A’ H na plaszezyinie | 0, przechodzacej przez punkt 1, jest réwma
rozwinietej tuku 1 A'. Wyznaczajac wiec przy pomocy konstrukeji  Kochariskiego
na rys. b) rozwiniets polowy obwodu kola o promienin » jako odcinek 77U i od-
cinajae polowe tego odcinka na rzucie poziomym s styczmej, od A’ wdél, otrzymamy
slad poziomy H stycznej s. Przy pomoecy za§ tego sladu wykreslono rzut bocz-
ny tej stycznej, w ktérym wystepuje w naturalnej wielkosci kat £, pod ktérym sa
nachylone do tzulni poziomej wszystkie styczne krzywej Cuw.

Majae wykredlony rzut boczny styeznej s, przyjmujemy na mnim dopiero pred-
kosé postepowa =81 punktu A, jednak dla ulatwied konstrukeyjnych tak, —aby jei
rzut poziomy A’ § #. Przy pomoey trojkata AS; S wyznaczamy réwniez w  tym
rzucie predkogé postepowa @) == 8 S=: B’/ B;’" punktu B, kiéra przenosimy nastep-
nie na rzut pionowy osi G.

Jezeli wkoricu wyznaczymy @, przy pomocy tréjkata APQ [zob. rzut boczny
a),]na podstawie rownania (1) niniejszego artykutu, i wyobrazmy sobie, ze polozylismy
plaszczyzne (s - p) écisle styezna krzywej Cw w punkcie A na plaszczyzne styezna
waleca W w tym punkeie znajdziemy z v/ = A S=a i ps na podstawie réwnania (6)
art. 5 b), predkosé obrotowq ©ll == SL, punktu S, sprzezona z V' w plaszezyénie
(s - p). kiéra, jak wynika z poréwnania mianownikéw wspomnianych réwnad (1) i (6),

r
réwna sie — . A poniewaz plaszezyzna Scisle styczna (s - p) jest | x, za$ s | x, przeto
2 P

réwniez  S'L’,=:8"L", :::“g‘“,

Prowadzac przez punkt L, plaszezyzne réwnolegla do plaszezyzny stycznej 5
(s - g) powierzchni §rubowej i przecinajac nia w punkcie L prosta n,, przechodzaca
przez S rownolegle do normalnej powierzchni n w punkecie A. wyznaczymy, podobnie
iak w poprzednich zagadnieniach, predkosé obrotowa SL=v"" punktu S w plaszczyz-
nie normalnej (s - ny). '

Z naturalnych wielkosei sprezonych predkosei A°S'=0v'i $'L'=0¢", uzy-
skanych przez klad plaszezyzny (s - ny)' na plaszezyzne pionows rzutéw skonstruowano
¢, — na podstawie réwnania (4) art. 5a),

Ad b). Wyznaczmy punkt By, jako rzut prostokatny punkiu B, na plaszczyzng
prostopadla do g w punkeie B, a nastepnie rzuémy By prostokatnie na plaszezyzne nor-
malng (¢ - n) zapomocy prostej q,/lq, jezeli ¢ jest prosta, poprowadzona w plasz-
czy#nie stycznej t prostopadle do g~ Otrzymamy punkt B, Prosta r'//g’. poprowa-
dzona przez §' rownolegle do ¢, i prosta ', poprowadzona przez L' réwnolegle do
A’By’, przecinaja sic w punkeie A, kiory jest rzatem poziomym punkiu A, wyzna-
czajaeym z A szukang tworzaca ! paraboloidy, ~ jako styczna glowna w punkcie A
powierzchni érubowej.

Ad ¢). Na rysunku 9 przyjeto na tworzacej & jeszcze jeden dowolny punkt M
i wyznacrono w nim slyczng  gléwng L, uzywajac tej samej metody i tej samej kon-
strukeji jak ad b) przy wykreslaniu stycznej glownej f. Nalezy tylko zauwazyéd, ie
linje $rubowa, przechodzacs przez M opisuje punkt 7. znajdujacy si¢ na waleu obro-
towym o promieniu r, ktérego podstawa jest prostopadla do osi .0 i przecina rzut-
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nig pionowa podlug prostej x'. Punkt 7, promiei 7, i prosty X' wyznaczono przy po-
mocy rzutu bocznego ¢) rys. 9.

Rzuty poziome obu stycznych gtéwnych £ i £, przecinaja si¢ w punk-
cie /, lezacym na érednicy kola &', prostopadlej do $rednicy przecho-
dzacej przez rzut A’. Przez punkt I przechodzi tworzqca i, naleiqca do
ukladu tworzqeych (g) sScisle Stycznej hiperbolojdy s, wyznaczonej przez
styczne gléwne ¢, ¢y i 0§ 0.

12, Zagadnienie 4.

Dana jest w rzutach prostokqtnych powierzchnia $rubowa pro-
stokqtna (konojda $rubowa). Wyznaczyé promien krzywizny (n nor-
malnego przekroju tej powierzchni a) w dowolnym jej punkecie A,
b) w punkcie B na jej osi 0 [Rys. 10].
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Rys, 10,

Obiaénienvi e. Prostokatna powierzehnia $§rubowa jest szczegd6l~
nym przypadkiem?skosnej powierzchni §rubowej, gdy tworzaca g, wy-
twarzajaca powierzchni¢ $rubowa zamyka z osig 0 kat w==90",
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(Rys.10), Wskutek tego plaszezyzna styczna (S - g) w punkcie A jest plasz-
czyzng Scisle styczna linji §rubowej Cu w punkcie A.

Pomyslmy, ze podobnie jak w poprzedniem zagadnieniu, przy po-
mocy krzywizny krzywej Cw w plaszczyznie écisle stycznej (g-s) wy-
znaczylismy predkos¢ obrotowa SL,= 7! punktu S w tej plaszczyznie,
Celem wyznaczenia predkosci obrotowej tego punkiu w plaszczyznie
normalnej, przechodzacej przez styczng §, nalezy, wedlug art. 5 ¢) 1),
przez L, poprowadzié plaszezyzne réwnolegla do pl. stycznej w punkcie 4
i przecigé nia prosta n,, przechodzaca przez S réwnolegle do normal-
nej powierzchni 7, Predko$é ta jednak wshutek zejicia sie punktu prze-
ciecia L z punktem S réwna sie SL=v""==0, a zatem p=0>, styczna s
jest tworzqca t parabolojdy Scisle stycznej z konojdq Srubowq w punkcie A,
a wigc slycznq glownq tej ostainiej. A zatem:

Styczne do linij $rubowych, przechodzqcych na konojdzie sru-
bowej przez poszczegélne punkty jej tworzacej g, sq jej stycznemi
glownemi w tych punkifach i wypelniajq uklad tworzacych (f) réwno-
bocznej parabolojdy [l r $cisle stycznej wzdlui tworzqcej g.

Plaszczyzna kierownicza %o tej parabolojdy schodzi sie z rzutnia
pozioma, plaszczyzna za§ Tgco jest prostopadla do tworzacej g, a wiec
i do Teoj jej zatem wierzcholek przypada w punkcie B, tworzacemi
wierzchotkowemi jest 0§ 0 i tworzaca g.

Konstrukcja promienia krzywizny p, normalnego przekroju tej
parabolojdy, a zatem i konojdy $rubowej w punkcie A tworzqcej g
sprowadza sie do przypadku z art. 7, w punkcie zas B na osi 0 do przy-
padku z art. 5 a).

13. Zagadnienie 5.

Wyznaeczyé parabolojde $cisle styczng s wzdlui tfworzqcej g
konojdy kolistej, danej zapomocq hkola kierowniczego k w rzutni po-
ziomej, jednej kierownicy prostejt, prostopadiej do rzutni pionowej
i drugiej l*.. znajdujqcej sie w tej plaszczyZnie. [Rys. 11].

Rozwiazanie. Wytwérzmy kinematycznie parabolojde, ktora
z konoida ma wspélne kierownice # i t*o, i wspélna plaszezyzne $ci-
sle styczng t© w punkcie A na kole kierowniczem £.

Przy pomocy promienia ps kola 2 znajdziemy, z dowolnie przyjetej
predkosei AS=1v" na stycznej s do kola & w punkcie 4, sprzezong
predkosé obrotowa S Ly==v!, a z tej ostatniej predkosé obrotows SL ="
punktu § w plaszezyinie normalnej (5°1) — zapelnie tak samo, jak
w poprzednich zagadnieniach. Z predkosci sprzezonych ¢ ==4 8
i v = SL skonstruujemy wreszcie, jak w zagadnieniu 3, ad b) art. 11,
punkt A, ktéry z punktem A wyznacza tworzaca £ parabolojdy, a zatem
styczna gléwnag konojdy w punkeie A,

4. Prace Matematyczno-fizyezne. T, 45, 49


GUEST


28 B. Kalicun-Chodowicki.

Proste t, , i plaszczyzna kierownicza 7io (rzutnia pionowa) wyzna-
czajq parabolojde Il;, ktéra majac z konojda $cista stycznoéé w trzech
punktach wspélnej tworzacej g, a mianowicie w punkcie A i punktach
przeciecia sie z kierownicami £ i £’ (proste dwukrotne konojdy), ma
scistq styczno$é wzdfui calej tej tworzacej g.

Rys. 11,

Inhaltsangabe,

In ersten 8 Artikeln entwickelt Verf, und begriindet mittels der
kinematischen Geometrie eine Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte
der ebenen Schnittkurven des hyperbolischen Paraboloides in seinem
Punkte A, indem er diesen Punkt annimmt:

1) im Scheilel des gleichseitigen Paraboloides Il,, 2) im Scheitel
des allgemeinen Paraboloides II, 3) in einem solchen Punkte, dessen
Beriihrungsebene normal zu einer der Leitebene steht, 4) in einem
beliebigen Punkte des Paraboloides.

In den letzteren 5 Artikeln gibt Verf, einige Beispiele der An-
wendung dieser Konstruktion ftir Bestimmung -der Krimmungsmittel-
punkte und der Haupttangenten (Inflexionstangenten) in einem beliebigen
Punkte: 1) an einem hyperbolischen Paraboloid, 2) an einem einschaligen
Hyperboloid, 3) an einer schrigen Schraubenfliche, 4) an einer geraden
Schraubenfldche, 5) an einem Kreiskonoid — indem diese windschiefen
Reglflichen in zwei orthogonalen Projektionen vorgestellt werden.
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On the order of magnitude of the difference
between consecutive prime numbers.

By
Harald Cramér (Stockholm).

Introduction,

Let p, denote the n: th prime number, It has been proved by Hoh-
eisel [8]1) that we have

(1) Pt~ pu= O (ps")

for some §>0. On the other hand, it is known (Westzynthius [11])
that the relation

2 Prit— Pn == ] (10g Pa)

is certainly not true. Thus with respect to the maximum order of the
difference ppyi-—pn there remains a large domain of uncertainty.

If the Riemann hypothesis is assumed, it is possible (Cramér
[4]) to improve (1) to ‘ i

(3] Pudt — Pn== @] [lpn 1og Pn)y

but obviously even in this case a comparatively wide gap is still left
open between (2) and (3). It has been conjectured by Piltz [9] that

we have for every e™=0
Prr = pu == O (pr%),

but this has never been proved.

) Numbers in brackets refer to the appended list of references.
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