24 C. W. Oseen.

Ainsi le cas traité dans mon travail antérieur est caractérisée par |
fait: par e

équivalent a cause de (41) 4 la relation:
(LB 7) L&) = 0.

Les c‘oPgruences de droites qui constituent les cycles sont en ou-
tre caractérisées par la relation:

42) ' 10 rot 20 =0,

Le cas traité d‘ans le paragraphe 8, ot les courbes C sont des
cercles, est caractérisé par les relations:

-
;1;: 0, L® grad p, =0,
La ’con;.gruence spéciale étudiée dans le paragraphe 8 appartient a
categOfle qui est caractérisée en outre par la relation (42) e
o unSel fl(')on;l ch;)/is(iTI t;ne fonction W déterminée dans le 'paragraphe 2
nction éterminée dans

différentiations et des éliminations callzuﬁairatg:l?sphlees7’in':rrzllripelict o
pondant 4 la congruence de courbes C fixée par ce choix e eomes

Une question plus difficile c'est de savoir dans q.uelles cir
stances on peut en se donnant certains invariants comme des fonct?on—
de x,, Xy, X, trouver des congruences de courbes C corresponv:lanl?ensS
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Sur les polydromies des potentiels newtoniens
prolongés, dans l'espace réel a n dimensions

par

R. Wavre.

Clest avec émotion que nous rédigeons ces quelques pages pour
le volume consacré & la mémoire de Léon Lichtenstein, Nous
avons choisi un sujet auquel’ il s'intéressait vivement, comme en té-
moignent les lettres que nous avons échangées en 1933, Nous ne dou-
tions pas que la science lui fGt encore redevable dans le domaine que
nous abordons ici de progrés aussi importants que ceux qu'il avait
acc\omplis dans des domaines voisins.

Nous lui sommes en particulier extrémement reconnaissants d’avoir
attiré notre attention sur un mémoire de M. Erhardt Schmidt?y,
qui nous servira ici de point de départ.

Ce mémoire, sur le prolongement analytique d’un potentiel newto-
nien au travers d'une surface qui porte ou limite la matiére attirante,
peut étre généralisé sans difficultés de l'espace & 3 & l'espace & 7 di-
mensions. 1l repose sur le théoréme de Cauchy-Kowalewska,
sur lequel Bruns?) puis M. Hadamard?) avait également fondé le
prolongement local du potentiel newtonien.

1) E, Schmidt. Bemerkung zur Potentialtheorie. Mathematische Amnnalen
T. 68, p. 107, 1910,

?) Bruns. Uber einen Satz aus der Potentialtheorie, Crelles Journal Bd 81.

3 J, Hadamard, Mémoire sur les probleme d'Analyse relatif a 1'équilibre
des plaques élastiques encastrées,

Mémoires présentés par divers savanis 3 'Académie des Sciences de lInsttut de

France. T, XXXIIL p. 24, 1908.
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§ 1. Prolongement fondé sur le théoréme de Cauchy-Kowalewsk
a

- Soient X, ..., X, les coordonnées cartésiennes d'un point de 'espac

~ » » » 4 mg g s €

» 4t dimensions et £, une multiplicité donnée par une équation f (x.., x,)
ey n)==

=0, ot / est supposée analytique et réguliére, Les dérivées partielles

of .
a—;ifourmssent les paramétres directeurs de la normale v a la multipli-
ci’té. e’nvisagé? et cette normale est parfaitement déterminée tant que ¢

dérivées partielles ne s'annullent pas toutes a la fois. *

L'hy.pothése que la multiplicité est simple et fermée voudra di
d'emsla suite qu'elle divise I'espace endeux régions seulement, 'une i €
rieure et l'autre extérieure, Si l'on coupe la multiplicité f;O S
eiutre ® =.0, l'intersection est une multiplicité E,—,; cette clerniérepmt‘)uu-ne
etre' envisagée comme frontiére d'une des portions de la multipl' lia
f=,0, Une? telle portion sera dite ouverte. [l n'y aura pas de difl;icmll?
a concevoir un circuit fermé, multiplicité i une dimension qui fa'r’e
tour de la frontiére, passant succesivement dans les quatre régilonlse'

F>0, 920, f=>0, 9<0; /<0, <05 f<0, >0,

i 51013‘ alors- P un point d'une surface I analytique et réguliére
N Ir;:ensc;onsb p;m py et py, deux fonctions holomorphes sur ¥
isinage de P. Par li nous entendons deu i

> x fonctions repré-
sentab%es par la série de Taylor procédant suivant les puissancespdes
paratfxetres de représentation de f==0, par exemple de #—1 variables
parmi X, ..., X, Soit enfin p(x, ..., x ité .
st p(%y ..., %4) une densité holomorphe dans

Posons:

Le théoréme de Cauchy-Kowalewska

e & : d’affirmer -
existence d'une solution des équations s

permet

Ad==p
dans le voisinage de P

d4_

dv A=p,

sur .,

Cette solution A {x ¢
. n A%, ..., %) est holomorphe au voisinage de P.

Sur les polydromies des potentiels newtoniens prolongés. 3

Soient, d'autre part, S une multiplicité, fermée, réguliere a n—1 dimen-
sions et V le volume intérieur. Si A et B sont deux fonctions conti-
nues ainsi que leurs dérivées partielles premiéres et secondes sur l'en-
semble VS, lidentité de Green, valable dans ce cas, s'écrira:

A48

__Bﬁ)d3=o
dv dv

{[AAB—BAA]dV-}-f(
la normale v étant dirigée vers l'intérieur. Posons, pour abréger,

=(n—2)S,

ry=——

=2 !

l'aire de l'hyper-

ol * est la distance de deux points de E, et S
Posons encore

sphére de rayon up tracée dans l'espace a n dimensions.
pour abréger

2 d"":(r,,,B),

rll
dv dv

La fonction 7 est harmonique, 47, =0, en les cordonnées de l'un quel-
conque des deux points tant qu'ils ne coincident pas et I'on a, c'est
bien connu,

. — W B(P
(1) Jr,,ABciV—’,—f(r,,,B)dS-——}O nB(P)

suivant que le point argument P est dans le volume V ou hors de

l'ensemble V- S.

Cette identité subsiste si la surface fermée S est com
régulidre et d'une partie o' d’une petite hyper-

posée d'une

portion ¢ d'une surface

sphére centrée sur 5.
Supposons © réguliére et analytique et soient p, p1s P2 trois den-

sités holomorphes dans les conditions précisées au début. Soit enfin B
la solution du probléme de Cauchy-Kowalewska

AB=hup;

—[é“'-: hafyi B=1}ups.
v

Posons enfin
dra

U=f1’nPdV+J fnP1dG—ng_£‘i";dG:

1T
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H=;—f{rn,8) do,

alors I'identité donnera, puisque S==0--¢'

@ U=~H——lB dans V
10 hors de V4-S.

Le potentiel U est donc créé par une densité p de matiére ré-
partie d'un c6té de o et par deux densités p; et py étalées sur la mul-
tiplicité o.

Ces densités holomorphes doivent étre envisagées comme données
et nous pourrons toujours supposer l'hypersphére o’ assez petite pour
que la solution B du probléme de Cauchy-Kowalewska soit holo-
morphe sur U'ensemble V-4o-4d’. S'il y a des matiéres attirantes au
dela de o elles créent des potentiels harmoniques, donc holomorphes
en chaque point de l'ensemble V4o, Nous pouvons ici les négliger'

Partons alors, avec M. M. Hadamard et Schmidt d'ur;
point P situé du cété de o opposé & V. Nous avons '

Up=—Hbp.

'La fonction Hp est harmonique, donc holomorphe, en chaque point
de l'espace sauf peut-étre sur o', Le potentiel Up se prolonge donc au
travers de o jusqu'a un point, d'ailleurs quelconque, M de V, Repré-
sen?t()'n's par Upy la valeur en M du prolongement de ce potentiel calculé
primitivement en P, Nous avons donc

Upn=~ Hpy=— Fn,

la derniere égalite rovient e q v -
1
g P n de. Cc ae nous navons pas traversé la sur

face ¢. Mais en M, H, e ,
dans V, d'o + i vaut Un--Bu, par (2) puisque nous sommes

Upn=Up--Bn.

geablLe'pote'ntiel U pri.s a l'extérienr de la matiere est donc prolon-

2a;3s.?ftf en un point’ quelconque M du volume V défini ci-dessus.

alens di;g:[r:;:’fﬂen MMentrf le ;;oientiel extérieur prolongé et le pofentiel
en est égale & 1 ion BB i 4

Te Conchp R o gale & la fonction B, salution du probléme

Nous appelerons cette fonction B ,la fonction de passage’’ au tra-

vers de o et dans les i é
. § § suivants nous la représenterons par le letire p.

icm°®
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En partant d'un point M de V et en sortant de V, au travers de
s, on tronverait sans difficulté

Ump=Up— Bp

Pour employer un langage concret, B sera la fonction d'entrée et
— B sera celle de sortie.

En plus, on é&tablit facilement le théoréme de Bruns; le potentiel
de volume est holomorphe en tont point oit la densité plxy..., xn) est
holomorphe,

En effet, soit © un hyperplan & n—1 dimensions passant par le
point considéré Q. Le probléme

AB=Mk\.p

d
au voisinage du point Q ;—[—ié —0, B=0 sur = aune solution holomorphe
v

B(X,...,%s) au voisinage de Q. Si s est une hypersphére de rayon
suffisamment petit et centrée au point Q, la formule (1) appliquée
a s donne

U=—H—B.

La fonction B est holomorphe au voisinage da point Q, il en est
de méme de H qui provient de couches étalées sur 5. La fonction U
est donc également holomorphe au voisinage du point Q en question.
L'opérateur A appliqué a la relation précédente donne I'équation de
Poisson

2. Les multiplicités critiques.

Ces résultats de MM, Hadamard et Schmidt étant rappelés
il ne sera pas difficile de mettre en ‘évidence certaines multiplicités
critiques.

a) Cas d'une couche analytique. .

Envisageons une multiplicité ouverte ¥ a n—1 dimensions, régu-
lidgre et analytique. Soit F sa frontiére, il est supposé que les points
de F sont des points ot I est encore analytique et réguliere, Pour
fixer les idées, nous supposerons en plus que lv'ensemble complémentaire
de Y+ F est d'un seul tenant. Alors un point quelconque de cet en-
semble complémentaire peut étre relié 4 n'importe quel autre par un

chemin qui ne traverse pas L+ F. Cette hypothése n'est pas essen-
19
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tielle, mais elle simplifiera le langage. Soit enfin p; et p» deux fonctions
holomorphes sur £ F. Nous appelerons cette distribution une , couche
analytique ouverte”,

Le potentiel, oti p; est une densité de simple couche et —p, une
densité de double couche. s'écrit:

aru\ v
U'—"j‘ (”/z P P2 de) ax.

La fonction de passage p au travers de X dans le sens de la nor-
male positive est solution des équations

d
Ap=0, l=)‘llpl et p=dupy.
dv

Cette solution est holomorphe dans un domaine D de l'espace E,
dont tout point de - F est point intérieur, c'est & dire que X--F
baigne enti¢rement dans le domaine D a 7 dimensions.

Le potentiel peut alors s'écrire ainsi:

1 ‘
U=+ [(i’,,,p)d).;‘

M

Le prolongement le long d'un chemin C i travers ¥ dans le sens
positif donne

Urcn=Um—pu.

Le potentiel Uy est holomorphe dans l'ensemble complémentaire
de %, la fonction p l'est aussi dans le domaine D. On peut donc effec-
tuer le prolongement le long d'un chemin C’ de retour en P et évi-
tant 2-+F. On ne fait alors que suivre la détermination de U qui est
donnée par l'intégrale précédente et l'on trouve

Upcnerp=Uncp--pmep=Up-|-pr.
Aprés le circuit complet C-C’ on trouve
Ubrrivee — Udépm'l =p,
La fonction de passage au travers d'une couche analylique ouverte

est une fonction période pour un circuit décrit aulour de la frontiére de la
80
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couche. Le potentiel prolongé admet la frontiére comme mulliplicité critique,
comme un hyperespace & n— 2 dimensions de ramification.

b) Cas d'un volume rempli d'une densité holomorphe.

Soit V un volume & 7 dimensions limité par deux variétés a n—1
dimensions: f(%; ... X,) =0 et f'(%, ... x,)=0. Nous supposons que V
soit rempli d'une densité p (%, ..., Xs) holomorphe au voisinage de l'aréte
F, intersection des deux variétés. On peuat toujours supposer que V
est du coté F>0 et /0. Par ailleurs V pourra étre limité par
d'autres variétés encore, mais il est supposé que la matiére située au
voisinage de F se reduit a celle envisagée au début. Considérons le
potentiel

U=J‘(Jr,,dV

et les deux fonctions de passage p et p’ au travers de f=0 et de
f'==0, solutions des équations

Ap=2,p; -—-dp=0, p=0 sur f==0
dv
v

Partant d'un point P hors de V et traversant f=0, nous aurons en
tout point M de V voisin de l'aréte

(1) Upn=Un-pu.
Pour la sortie de V au travers de f'=0 nous aurons
(2) Upp=Up—p'p.

La densité p étant holomorphe au voisinage de F dans V, Un est
aussi holomorphe en vertu du théoréme de Bruns et la fonction p est
holomorphe dans un domaine & # dimensions dans lequel F est immergée.
Il en est de méme de p’. On peut donc prolonger le potentiel primitif
au travers du volume V et l'on trouve, au retour en P,

Upsp= Upp-pp=Up-+pr—p'p.
L'on a donc, le long du circuit fermé qui entoure l'aréte

!
Uarrivée - ulépart =p—0D. '
6. Prace Matemat.-Fiz. Tom 44, 81
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L'aréte F du volume aftirant est donc un hyperspace de ramification
pour le potentiel prolongé et la fonction période est la somme de la fonction
dentrée et de la fonction de sorfie.

Le potentiel U pris initialement & lintérieur de V jouit de la
méme propriété, En effet en vertu des rvelations (1) et (2) l'on a

Umpn= Upm— p's = Un—+pr—p'n.

Cette fonction analytique U n'est plus harmonique mais satisfait
3 I'équation de Poisson. Elle admet également F comme aréte de rami-
fication et la fonction p—p' comme fonction période. Si l'on fait %
fois le tour de F l'on aura

Uartivée— Udépnrl== kp ,
k(p—p)

pour les cas a) et b) respectivement, Les valeurs négatives de £ cor
respondent dans les deux cas & des circuits décrits en sens inverse,
Les potentiels prolongés admettent donc dans les conditions précisées
une infinité de branches qui se ramilient autour- des variétés E, ., fron-
tiore ou aréte, Bien que chaque branche soit bornée au voisinage de
ces variétés, la fonction analytique dont le potentiel ne fournit qu'un
élement n'est pas bornée au voisinage de ces variétés de ramification.

§'3. Les autres singularités.

Tant que 'on reste dans le voisinage des variétés E, 2, envisagées
ci-desssus il n'y a pas d'autre singularité que ces variétés elles mé
mes pour les potentiels prolongés. Mais il peut y avoir en dehors de
ce voisinage d'autres singularités des genres les plus divers. Il n'est
pas exclu, aprés avoir décrit certains circuits, que l'on revienne dans
le domaine D on il n'y avait primitivement que l'aréte F comme sin-
gularité avec une autre branche de’la fonction de passage, branche qui
présentera des singularités dans D,

Ceci ressortira clairement de la proposition générale suivante:

Il est pessible de construire une couche analytique qui admetle une
fonction harmonique arbitrairement donnée comme fonction de passage, el
par conséquent aussi comme fonclion période.

Soit en effet p une fonction donnée, harmonique dans un volume
D an dimensions. Construisons le potentiel

Ux)_l‘ {("nvp)d"“

82
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ot ¥ est une variété E,—; ouverte et entiérement immergée dans D.
La fonction de passage est ici la fonction p elle méme et c'est encore
la fonction période attachée i la frontiére de X,

Ce procédé permet de former des fonctions harmoniques a n va-
riables qui- admettent des lignes de ramification données 4 1'avance et
dont les fonctions périodes jouissent également, dans une certaine me-
sure, de propriétés données. .

Reprenons, par exemple, le potentiel U ci-dessus et formons un
nouveau potentiel U pour une couche étalée sur une autre variété ¥’
ouverte avec U comme fonction de passage:

U’=if(rn, Uy,
i

4 . . .
¥ n’ayant aucun point commun avec %, Prenons enfin un potentiel U”

de fonction de passage U sur une nouvelle variété I qui peut avoir
des points commiins avec la variété ¥ initiale:

=L f (ra, Uy d3".

Etudions ce dernier potentiel. Il admet la fonction U’ comme fonction
de passage et aussi comme fonction période relative A la fromtieére F’ ~
de X”. On a, aprés le prolongement au travers de X i

Upy = Upy + Ul

U’y est holomorphe partout en dehors de X", en particulier sur ¥

Traversons Y. On aura de l'autre cété

Uppp = U+ Up + Upr

Revenons dans le voisinage de la variété X' initiale. Le potentiel U’
y est holomorphe, le potentiel U” y admet la ligne critique F" avec la
fonction période U’. Le potentiel U y admet la ligre critique F avec
la fonction période p et les lignes F et F’ peuvent étre prises aussi
voisines que l'on voudra l'une de l'autre,

On peut supposer que F est sur X”, d'olt une singularité dans le
domaine D ou il n'y en avait pas d'autres que F" avant le circuit au-
tour de F’. Si F et F” coincident, la branche obtenue aprés un seul
passage au travers de ¥’ se ramifiera de nouveau autour de F" mais
sa fonction période au lieu d'étre U’, comme c'était le cas au début,
sera maintenant U'-Fp, De toute facon les sigularités de.la fonction
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analytique, dont un potentiel d'une couche analytique fournit un élé-
ment. ne peuvent étre que des singularités de la fonction de passage,
4 part la frontiére de la couche qui crée le potentiel,

D'une maniére générale, un potentiel U engendré par un nom-
bre fini de couches analytiques réparties sur des variétés a n-1 di-
mensions: %, ¥, ¥, ... pourra se représenter de la maniére sui-
vante

Uz%fln,.p) dx —|~’;"J (ru. ) dY ...

2

Les fonctions: p, p', ... sont solutions des problémes de Cauchy-Kowa-
lewska qui se posent pour chaque couche, Si, partant d'un point P
pour aboutir en un point M, on traverse ¥, puis ¥’ puis Y, etc. on
aura

Upm=Un—~+pu-+0y+poy+.....7

Cette formule suppose que les variétés ont toutes été franchies dans le
sens positif sans quoi il faudrait des signes moins devant certaines
fonctions de passage. Mais elle suppose aussi que, le long du chemin
du prolongement, p n'a pas de singularités sur le trajet entre L oet ¥,
que p-+p n'en a pas sur le trajet entre ¥ et X etc. Et le potentiel
est bien prolongeable dans ces conditions la.

Si le chemin traverse deux fois une méme couche, les fonctions

N

de passage relatives & cette couche se doublent ou s'entredétruisent si

I'on revient sur la couche avec la méme branche de la fonction de
passage; mais si c'est une autre branche elles s‘additionnent encore al-
gébriquement mais ne s'entredétruisent pas, ni ne se doublent.

A part les singularités (dans le sens précisé ci-dessus) des fonctions
de passage, il n'y a que les frontieres, si elles existent, des couches
potentiantes comme autres singularités.

Si parmi les corps générateurs du potentiel il y a des variétés
i n dimensions, il faudra pour chacune d’elles tenir compte de la fonc-
tion d'entrée et de la fonction de sortie. Le potentiel sera prolon-
geable au travers du premier domaine olt la densité est holomorphe si
la fonction d’entrée est holomorphe dans ce domaine, le long du chemin
du prolongement, il sera prolongeable en dehors si la différence entre
la fonction d'entrée et la fonction de sortie est elle-méme prolongeable
dans l'espace vide etc. On peut donc résumer ces résultats de la ma-
niére suivante:

Le potentiel pris en un premier point el prolongé jusqu'en un second
84,
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point est égal au potentiel calculé directement en ce second point augmen-
16 de la somme algébrique des fonctions de passage au iravers des varié-
1és qui portent 6u limitent la matiére attirante.

Il est clair que .si une méme surface portait des densités diffé-
rentes, suivant les portions de la couche considérée, ces densités de-
vraient donner lieu & des fonctions de passage distinctes.

Le recours aux espaces topologiques de Riemann serait ici bien
nécessaire.

§ 3. Quelques exemples simples,

Il est trés facile de former les solutions du probléme de Cauchy-
Kowalewska pour des hyperplans ou des hypersphéres qui portent
ou limitent des répartitions homogénes de matiére.

a) Hyperplan chargé d‘une simple couche homogéne:

Les équations & résoudre sont
d
Ap=0| _p = )~nP11p:0 .
ay
La solution s'écrit, d étant la distance 4 I'hyperplan, comptée positive-
ment dans le sens de la normale positive:
p= )~n |31 d .

b) Hyperplan chargé d'une double couche homogéne :
Les équations sont

a
Ap=0,22 =0, p=D2up2.
dav

La solution est évidemment dans tout I'espace
pP=Drupz.

¢) Hyperplan limitant une matiére homogeéne:
Les équations sont

Ap=)~,,p,d—p=0,p=0.
dv

La solution est, @ étant la distance & I'hyperplan,
1 9
V= E Y pd?
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a’) Hypersphére chargée d‘une simple couche homogéne:
Les équations sont

d
AP=0.—~'D=>\;1{J1.19=0-
dv

Si R est le rayon de I'hypersphére et r la distance du point argument
au centre, la solution s'écrit, en posant A, = (7 —2)S, (v.§ 1, p. 3)

P"—: S” Pt Rr:-~~l [Rz—-n — rz-nl ,

b’) Hypersphére chargée d'unc double couche homogéne:
Les équations s'écrivent

d
bp=0,%E =0, p=tup.
dv

La solution est constante dans tout l'espace et c'est
p= A P2 .

¢’) Hypersphére limitant une matiére homogéne:
Les équations s'écrivent

d
APZ)\ILP.E%—“—OVP=O.

La solution est

n—2
=S/z
p=su("o

r2 _+\1_Rn pe—n —-—-R”),
n

Pour les hyperplans les fonctions de passage n'ont aucune singu-
larité 4 distance finie. On en conclut que des corps attirants homo-

créent en tout point libre de matiére des potentiels qui sont prolon-
geables dans l'espace entier et qui n'admettent que les frontidres ou
arétes E,—, comme singularités, et ce sont des lignes de ramification.

Pour les hypersphéres les fonctions de passage admettent des

pbles au centre, qui seront les seules singularités A distance finie a part

les variétés E,—, de ramification,
L?s corps attirants sont supposés étre tous a distance finie. Il
_est facile de démontrer qu'une distribution de matiére homogéne portée

ou limitée par des hyperplans E,; crée, au voisinage de tout point, des
86
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potentiels qui sont éléments de fonctions analytiques toujours multi-
formes. Il est doncjimpossible que I'attraction soit nulle, au voisinage
d'un point pour une telle distribution. .

Pour les sphéres on sait qu'il n'en est pas toujours ainsi.

Une question intéressante se pose: Est il possible que de la
matiére répartie dans des domaines E, crée dans les différentes régions de
'espace vide des potentiels qui appartiennent tous & une méme fonction
harmonique. Comme nous allons le voir sur un exemple simple la chose
est posible, mais c'est une question de topologie assez délicate de dire
quelles sont les conditions les plus générales pour qu'il en soit ainsi.
Ii faut que les domaines distincts libres de matiére puissent étre reliés par
des chemins au termes desquels la somme algébrique des fonctions de
passage soit nulle. Ceci se produira notamment si les corps sont homo-
génes et si les chemins envisagés traversent toujours deux fois en sens
inverses les variétés E,—, .

Voici I'exemple: Soient f;=0, f, =0 deux hypersphéres centrées
en un méme point A; f; =0, f, =0 deux hypersphéres ceuntrées en un
point B, Soient R,, R:, Ry, R, leurs rayons, on peut les choisir, ainsi
que la distance d des deux centres de manidre quil y ait quatre
régions distinctes et libres de matiére, si cette derniére est répartie
entre les hypersphéres de rayon R, et Ry d'une part, R; et R, d'autre
part. On vérifiera alors la posibilité de se rendre d'une région vide
i une autre par des chemins qui traversent deux fois en sens inverses
la méme hypersphére. Il suffit d'aveir

d+R:—x>R1 >R2>d'_R3? d+R2>R3>R4>d—R2-

Comme polydromie trés particuliére prenons une calotte hypersphe-
rique chargée d'une simple couche homogéne. Le potentiel qu'elle crée
admet une infinité de branches qui admettent toutes sauf la branche
physique un pole au centre de I'hypersphére. Elles se ramifient
autour de la frontiére de la couche et la branche physique est la seule
qui s'annulle & l'infini.

§ 4. Sur les corps potentiellement équivalents.

Nous appelons ainsi les corps qui créent le méme potentiel new-

" tonien au voisinage d'un point, c’est & dire dans un certain domaine,

Euvisageons une variété & i n—1 dimensions, ouverte et telle que
l'ensemble complémentaire soit d'un seul tenant. Supposons cette
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variété chargées des deux couches. La variéié et les densités satis-
faisant aux conditions de régularité et d'holomorphie précisées au début
du § 2, le potentiel pourra s’exprimer au moyen de la fonction de

passage p par la relation
1 o
- Yn ax,
L . p

La fonction p est holomorphe dans un domaine D dans lequel la
variété ¥ et la frontiére F sont complétement immergées. Demandons nous
si cette couche peut étre déformée sans que son potentiel varie ay
voisinage d'un certain point de lespace. Par déformation nous enten-
dons le passage 4 une nouvelle variété X' analytique et réguliere voisine
de la précédente et sur laquelle soient réparties des densités holomor-
phes. Les deux potentiels de ¥ et de X' devant coincider au voisinage
du point considéré engendrent la méme fonction analytique, Si I'on va
du point P a la frontiére de ¥’ située dans D, cette frontiére serait une
singularité pour le second potentiel et pas pour le premier. Il faut donc
que les deux vyariétés aient méme frontiére. Elles auront aussi, évidem-
ment, méme fonction de passage. Ces variétés réunies forment une variété
fermée E,_, et l'identité de Green donne & l'extérieur

f(’rzvp)d2’=0-

~

J {ru, p)dE—
Par contre il est imposible que deux variétés voisines et de simple
couche soient équivalentes, car alors la fonction de passage serait nulle
sur la variété fermée et harmonique dans le domaine D ou cette variété
est complétement immergée. Mais alors la fonction p serait identique-
ment nulle et les deux simples couches inexistantes.
Si les couches sont doubles la fonction de passage devrait avoir

une dérivée normale nulle sur la variété fermée; par consequent

A

elle se reduirait & une constante et les deux potentiels de double
couche ne seraient que les angles solides sous lesquels les deux
variétés apparaissent vues de l'extérieur de D.

Dans les conditions d'holomorphie précisés ci-dessus (§ 2) les
couches ouyvertes et infiniment voisines doivent avoir méme frontiére
pour créer le méme potentiel,

Si les couches peuvent étre mixtes il y a une infinite de solutions

possibles.

Si les couches sont simples il n'y pas de solution.

Si elles sont doubles la densité est la méme, elle est constante et
il a réduction aux angles solides.
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Est-ce-qu'une variété E,—; de forme quelconque pouvant se recou-
per elle méme peut engendrer au voisinage d'un point un potentiel qui
soit constant ou harmonique dans tout l-espace?

Remarquons que Ja chose est possible si la variété est fermée. Si
elle est ouverte il doit étre impossible de se rendre du point considéré
4 la frontiére FEn._, sans traverser le variété E,—,, car la frontiere est
toujours une ligne singliére. Il fandrait donc traverser la variéte Eny
une ou plusieurs fois et la fonction de passage devra se ramilier elle
méme autour de la frontiére envisagée, puisque le potentiel primitif ne
s’y ramifie pas. Plus exactement, une de branche de la fonction de
passage deyra étre fonction période pour une somme algébrique de
différentes branches de cette méme fonction de passage. C'est une que-
stion qui n'est pas résolue et la réponse, qui devrait s'inspirer autant
de la topologie que de la théorie des fonctions serait intéressante pour
la théorie du potentiel.
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