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40) s(V)o=un(o)w

oit la fonction moyenne #(w) est définie parla répartition des sources
de chaleur dans (A). On trouve suivant les téorémes mentionnés, que

41 Vie) = ~—f1;fu @ mlw, r)do-}olo),
M

¢ (%) étant une foncfion harmonique. Si () est le premier terme
dans (41), la rechernhe de 9(x) revient & la solution de I'équation
Ap=0 a la condition sur la frontiére

42) (Lp]——————f/lcpds———ﬁ['v)—-—— ledn——-—- G-{/zq:tic--lww(r;)
& i

Si l'on cherche ¢ (%) nous la forme d'un potentiel de simple couche

) o)=L [ po)da
Zat(_s) r

olt (S) est la frontiére de (2), on l'obtient en résolvant une équation
intégrale.
On trouve, que®)

o
44) ¢(x]"4-»£JwtﬁlG(y.x)da:

()

G (y,%) est lafonction de Green, qui répond au probléme de la tempé-
rature stationnaire, posé de la maniére ordinaire:

45) AV=0, dans (¥), -~ -= i V-4, sar(S)
1

9. La théorie des équations intégrales, étant la suppléante de la
théorie des équations différentielles, les considération des alinéas pré-
cedents conduisent 4 croire, que l'étude de§ équations intégrales en
intégrales de Stieltjes a quelque valeur, Je me borne & la rémarque, que
méme en laissant de c6té ces considérations, on est conduit i cette con-
clusion par l'étude des questions, qui se rattachent a la théorie de la
fonction spéctrale.

6—II—35.

#5) Voir (7) page 439,
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Sur une représentation géomeétrique de la
théorie des fonctions analytiques.
par

C. W. Oseen.

1. Introduction. Comme base de la théorie des fonctions analy-
tiques on peut employer les équations:

2 (o) + (o) =G+ (@2

du dv du 0w
@ ST =0,
X, 0% 00X 0Xy

De ces équations on obtient en effet ou:

du)z_ dv\? ou: ﬂ)ﬂz va)”
(6)51 ‘—(axz)‘ ‘<0)c2 (d":l v

donc ou:

3) c?zz_d_ﬂu du __ 97
dx, 0x, 0x; 0 x,

ou:

(4) _.‘i";:w_al‘ili:ﬁ”
d x, ox, 0x, 0x

Les équations (3) sont les bases de la thésriede Cauchy-Riemann des
fonctions analytiques de la variable x;-}-ix, et les équations (4) sont
de méme les bases de la théorie des fonctions analytiques z-4-iv de
xﬂ + lxl .
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Considérons maintenant les équations:

A R R R P R A R )

du dv du dv | du ‘qu‘m

0x,0x, Jdx,0x, Jx,0dx,

(5)

Supposons que l'on ait trouvé une solution #, v de ces équations, §i
Flutiv)=U(n,v)+iV(1,v) (U et V réelles) est une fonction analy-
tique de #--iv, les fonctions U, V donnent une nouvelle solution de
{5), On obtient de cette maniére une représentation géométrique des
fonctions analytiques, L'élément fondamental de cette représentation
est un systéme de courbes de l'espace. Nous désignerons dans la suite
ce systéme par C. A une quantité complexe déterminée correspond une
paire de surfaces orthogonales, engendrées par des courbes de C et se

coupant dans une courbe de C. A toute courbe de C est donc, si l'on
se donne une solution #, v de (5), associée une paire de surfaces déter-
minée. On peut pourtant & l'aide des courbes de C d'une infinité de
maniéres engendrer des paires de surfaces se coupant orthogonalement
selon les courbes de C. A ces différentes manidres d'associer les cour-
bes C en des surfaces orthogonales correspondent les différentes fonc-
tions anlytiques U (, v)4-{ V (1, ¥) que I'on peut former de « |- 1o,

Nous nous proposons dans ce qui suit d'ébaucher une théorie des
systémes de courbes qui dans cette correspondance servent i représen-
ter les quantités complexes et des surfaces, générées par ces courbes,
qui servent 4 représenter les fonctions analytiques,

Dans un travail antérieur nous avons déja traité un cas particulier
du probléme actuel. Nous avons supposé dans ce travail que les fone-
tions 4, v satisfassent & 1'équation de Laplace:

All=0, Ay ==,

Les courbes C sont dans ce cas des droites, les surfaces == const,,
v==const. des surfaces reglées.

2. Solution du systéme (5). Les équations (5) peuvent étre con-
densées dans une seule équation. En posant #~-iv=W on a en effet:

R - =

ax, 0 x, 0 x,

icm°®
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On peut aisément intégrer cette équation. Une fonction W, définie par
la relation:

) F(WrJ+—-12-(1—tﬂ)xl+txg+§'u+tﬂ)x3=o.

ot F(W,?) est une fonction dérivable de W et #, donne déja une solu-
tion et on obtient une solution plus générale en joignant i cette équa-
tion la suivante:

8) Q_f;*txp[-xﬂ-[—itxg:O
0t
et en éliminant 7 entre (7} et (8). La partie réelle, #, et la partie ima-
ginaire, ¥, de W=u-4iv donne une solution de (5).
Posons par exemple:
F(W, )= W.
Nous aurons:

W= (1), — £ 3, — (2 1),
2 2

X2

f= —,
Xy, — L X,

9

PERE) 2 2 ! 2
Donc, si l'on pose X2 x2-Fx2=R? x}4-x2=r%

1
W=-—— = [xl—l_lxs)‘
) 2 X —ix, 2r
Donc:
1 R? 1 R®
e Xy YT — —— Xy
2r 2 r?

Les courbes C sont donc dans ce cas des cercles, situés dans des plans,

passant par l'axe de X, et tangents & cet axe dans l'origine.

On a:

(on |+ (il Gal = (o G+ (o) =

Pour trouver la solution générale de l'équation (6) nous devons
construire une solution W prenant des valeurs données sur une multi-
plicité & deux dimensions dans l'espace x;, X;, X, Soit cette multipli-
cité et les valeurs correspondantes de W données par les équations:

(9) G=x(5,8) (=123  W=WI(s,s)
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Notre intégrale doit étre générée par les caractéristiques de 1'équa-
tion (6) qui passent par les points de la multiplicité (9) et ont un contact
du premier ordre avec elle, On obtient de 1 la régle suivante pour
la construction de l'intégrale générale de (6). On détermine trois quanti-
tés Py, P2, Ps, qui satisfont aux relations:

oW = 9% +p 9% +p 9%
s, T, P os, Yos,
(10)
OW 9%y p 0%y, 9%
0s, P ds, ! 08, ! ds,
Pi-pipi=o.
Puis on pose
) =8, S)+pi (51, 8). &, W=Wis, s),  (/=1,2, 3).

En éliminant s;, $,, £ on obtient de ces quatre équations une relation
entre W et x;, x,, x,. Clest l'intégrale cherchée.
Les équations (10) donnent:

n=aa;tiaa p,=aa,Fiaa, py=—0a—az,
en posant:
oW dx;, OW dx ~ S
& = e/ RN AL N W = 1/a? - q% - a2
j (651 35 7s, asl)-VDva |/‘l1 a2 - al
p=[(9W ox _ oW Ml) (2&._ 9% 0% dx,
\Os 0, dsy, 0s, ds; ds, 08, ds
+ <5W 0%,  O0W dx, ) ( dxy 0x, 0%, 0x,
0s, 08, 08, 0s, 08, 08,y d?_dsl>
+ l-( 0% 0%y 0% _‘?ﬂ) l/ [[TWPNT [0
ds, 0s, ds, 0ds, L\ os, i ()52>

+ (‘; ‘ZZ)Z > (_‘;’,:“i;)‘“’__ 2 IW W N dxy du |
Sy “=\0s, 05, dsy == ds; ds, |

Sans restreindre la généralité on peut simplifier les formules en
supposant X; =0, X, ==5,, X, =S5, pour {==0, On a alors:

D:——LW%:O, a‘,="l/__.‘dju_7: a_.dW __C)W/
ds, 8

058y ' “N()S ' as‘
54 ' 2
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et par conséquent:

e
p1=iaga:il/(qw) + (M) | Pzzag%:’w‘.

Posons par exemple pour (=0: x, =0, X,=8;, X3 =5,, W=s5,8,

Nous aurons:

X, =12 A-s2t, Xy=5 5 t, Xy=5,F5 ¢, W=5,s,.
En éliminant §;, S, ¢ entre ces équations on trouve:
27 W2xt— RV x2— 18 W2 (W — x, %) — R* (W —x, x,)°
—16 W(W— x2 x5) =0.

(R =5+ 3+x2)

Les courbes C; c'est i dire les courbes # = const., ¥ ==const., sout done

des courbes algébriques de l'ordre 64,

3. Sur une méthode de Sophus Lie dans la théorie des équations
différentiélles. La solution du systéme (5) que nous avons trouvée par
l'artifice de condenser ce systéme dans I'équation (6), peut-on la retrou-
ver par les méthodes générales de la théorie des équations différentielles?

Dans un de ses derniers mémoires Sophus Lie a donné le théoréme

suivant:

+Soit donné un systéme complétement intégrable de ¢ équations
différentielles du premier ordre & n variables indépendantes et a m

variables dépendantes:
F‘j(xl oo Xny %y o0 2mt Py u-pmll]=0

Zi
Pir =
Xy

On forme alors les équations,

in—l— Vzlplj ’J["' R Vzmpmz' = Or

H
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e e iaqs s i
S'il réussit d'éliminer les nm qguantités pn. entre ces g-]-1 équations
les relations ainsi obtenues: '

Qk(xly e Xnt 21y ovi iy Vxl, . e V,v V"I‘ Ve Vzm)mo

H;
forment un systéme d'équations différentielles du premier ordre & une
seule variable indépendante V. A ce systéme satisfait toute multiplicits
intégrale 2, =0, , ... Zn =0n du systéme F, =0, ,., Fy==0",

Appliquons ce théoréme a notre systéme (5). Nous avons a former
les équations:

N(')HV K V (‘)ll 4 K Vo odv 0
dx,  du 0x v dx,

[12] -Q_K 041/. __(_)L __d,K ()U = ()
0 x, du Ox, dv 0x, '

ov., 9V du , 0V dv
4 x, dn 0dx, dv dx,

S'il réussit d'élimi ites -0 du

réussit d'éliminer les quantités ——, ..., des systémes (5)
X, d.x,

‘et {12)-blle tkﬁéor}élme de Lie est applicable, Or cette élimination est
impossible. Le théoréme de Lie ne semble donc pas s i : -
s p appliquer au sy

Remarquons pourtant cela, Il existe en général co! paires de vecteurs
lgrad u e’t‘ grad @ qui remplissent les systémes (5) et (12}, Si I'on cherche
es conditions pour qu'il existe co? paires de cette nature on trouve:

S ) = B (2 (22 o

Ces équations nous raménent a la méthode d'intégration du paragraphe 2.
fons I(li'fp?raltt‘dﬁnc e;cister une méthode de traiter les systémes d’équa-

itiérentielles plus générale que celle donné "ilfust éome-
e morvestan q onnée par l'illustre géome
land 4.‘ I:e ;ys:téme (5) considéré comme une transformation de Bick-
und geneéralisée, Les équations (5) combinées avec les équations X/ ==X,
du

(f=1, 2, 3) définissent une transformation entre les systémes X;, 1
' J Xj

56
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dv ov . q .
et Xj=X;, Vv et —— = . Evidemment il n'est pas possible d'expri-
d Xx; 0 Xj

mer les variables d'un systéme par les variables de l'autre systeme.
Clest donc une transformation de Biacklund généralisée. Une transfor-
mation de Bicklund ne s’applique pas a une multiplicité quelconque. -
FElle transforme en général les multiplicités intégrales d'un systéme
d'équations différentielles déterminé en les multiplicités intégrales d'un
autre systéme d’équations différentielles déterminé, Dans notre cas, ot
la transformation est symétrique par rapport aux deux systémes

X, 1, ﬁ’i et x/, v et erz‘rw elle transforme un certain systéme différien-
{)Xj ()Xj’
tiel en lui méme. Il s'agit d'abord d’élucider le caractére de ce systéme.

Le systéme (5) peut étre considéré comme un systéme d’'équations
aux dérivées partielles du premier ordre auquel doit satisfaire la fon-
ction #. Posons pour plus de simplicite:

ou [/ 07 \?
= p;, —) = EZ2,
dxj Pi Z(()xj)

Nous aurons:

dv dw v
| ol p? e pl= E?, p, —— Y 2 =o.
(14) Pt pi i A 3%, + P ox, + s %,

Pour que ces équations soient compatibles il faat d'abord que le crochet
de Jacobi:
" d*v N IJE Jdo
(15] i e E LT T
Zp’pkdxjaxk+ de,- 9 x;

Jjik

s'annulle a cause de (14). I faut puis que les crochets de Jacobi,
formés de l'expression (15) et des expressions figurantes dans les deux
équations (14), s'annullent .4 cause de (14) et (15). On obtient de cette
maniére deux nouvelles équations:

}:Pj P | de

ks *v *v |
Jokom \ 0 Xm 0% 0%k 0 %Xm

53@» EPR ka 0%m |

RN _ad E 0E 07}]___0
+‘],/"T())Cj aXJ 0xk 0xk ’
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< Iy @ N 0%y JE
| Dk D e ] . 3 25 L
%pj Pi Pm d)Cj Gx,g [é] Xm P_ Zj"pj ZAH ] aJCj ()xk dJ Xy, |
e)

(s
(9)Ck d)Cj

En éliminant p;, py, ps entre (14), (15), égalée & 0, et (16) on obtient
deux équations aux dérivées partielles du troisiéme ordre auquelles doit
satisfaire la fonction v,

Nos équations (5), considérées comme une transformation de
Bédcklund généralisée. transforment donc un systéme de deux équations
aux dérivées partielles du troisitme ordre en lui-méme,

5. Nouvelles formes des relations (5). Le systéme (5) fait corre-
spondre i tout point de l'espace x;, X, %, trois directions orthogonales
entre elles, 3 savoir les directions des vecteurs:

{tn Zm‘_ﬂﬂ Zm= grad v

E

79 grad u X grad v
Fe

=1, sik=m
-_>- L}k] L/(m] == Oy
7 =0, sik#m,

Pour décrire en maniére simple et commode la configuration géo-
métrique des systémes de directions orthogonales correspondant au voi-
sinage d'un certain point de I'espance, X1, X%y, Xy, on peut employer
les quantités %/, définies de la maniére suivante:

N Gl
—— / &
W= > PY LB,

N 0 LP t
P,[i): Y Lf) ﬁ%{f ' P,[;‘;) — : A L;:” J Ll")' PO e \1 L J ],}f) ,
Z 0 X L " dx, " i ) K

L2 @ )
On trouve si L . L ont les valeurs (17);
58
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1 e due
wl = = grad u X grad v+ (L ) grad z=
1 (1)
= grad u X gradv- (L V) grad o,
= .é"_ grad & X grad v - grad E,
’/.;:—-—— .,,l_ A’U,
w2 = b grad # X grad - grad E,
1 B
! d (Z . ) grad v
. ra
%%:——E—a—grad u X grad v v
1 —>{2)
= —— grad u X grad v (L V) grad z,
ES
7k = L Au,
. 1 . E
% = — —El'? grad v-grad E, %= B grad u - grad E,
1 - (1)
w3= ——grad # X gradv- (L V) grad ¥
3 B
1 —={(2)
=— —— grad # X gradv- (L V) grad u,
ES
On a donc:
(18) =2 = —u, %} -2 =0.
Clest 13 une nouvelle forme des relations (5). ) e
fvidement on peut exprimer les composantes des vecteurs L , L ,
Zmpar les trois angles d'Euler. Posons:
LY = cos ¢ cos § — cos 3 sin ¢ sin ,
. ; o
L = — sin ¢ cos ¢ — cos ¥ cos ¢ sin B, .
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L) == sin ¥ sin ¢;

o . .
L = cos ¢ sin ¢ -~ cos ¥ sin ® cos 1,

2) — . .
L) = —sin ¢ sin § 4~ cos ¥ cos ¢ cos §,
LP = —sin ¥ cos b

() = gin ¥ si .
LP) = sin ¥ sin p, L) =sin ¥ cos 5, LB == cos i,

On a alors, si l'on pose:

& f=cosg fvj-——sin ? C)/ '
(19) 1 9%,
9 o 0 .
8 f=cos ¥sin ¢ 97 4 cos ¥ cos ¢ ,()'f cosinn 97
: 0% dx, dx,'
w2 . )
“ % cos 24 (% d+fsin ¥ @, ¢) —gin2 b (R, 9 — sin b 2, ),
A %2 = ) g
%t #2=cos 2¢ (R —sind 2, 9) 4-sin 2 b (R, % ==sin 4 Q, ®).
Done:
(20] Ql 'ﬂ+ sin ¥ Q‘.’. © =0, ggg & — sin O S')’l © == 0

A ce syste é i i
st oo }; rr];e d«é de'ux eﬁuatxons différentielles linéaires doivent sa-
ourbes C, c'est (4 dire les courbes Z==const,, ¥ ==const
Remarquons que l'on a: ’ -

-t
div L =Q,9%+sind Q o,
—(3) ->(3)
rotL =Q 3 —sindQ, o,
Le systéme (20) ne se distingue donc du systéme:
! -(3) -
div L =0, 2 rot L =0
que par deux signes,
De . N " ! .
partieue: Ziu::;oi;sérizemoo; peut déduire deux équations aux dérivées
P : rdre auxquelles doit satisfaire { .
équations du méme ordre doit satisfaire o ' satifaire §. A deux autres

6. Propriétés géomatr
thogonale. d[:x:n:ii; geometriques des courbes C et des trajectoires or-
i aces U ==const.,, v =— L
" st., ¥ = const. Les quantités %} et %2 nous-
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donnent le plan tangent et la courbure d'une courbe %= const,, v = const.
1 . . .
Si v, et—m—o; sont les angles que fait la normale principale de la

(1) -(2)
courbe avec les vecteurs L et L

la courbe on a:
A [EYEE 2
g oy Ly /BTG
Ao gy E

et si p; est le rayon de courbure de

On voit que les courbes C sont des droites si Au=Av=0, Ce résultat
est en accord avec la théorie donnée dans mon travail antérieur.
La torsion de la courbe 1= const., v=rconst. a la valeur:

(Au) 4 (Av)? rad A

gra : :
Av V(Au)?+ (Av)

! ='*"E!;Erad u3 grad v {L/

Ta

-+ E—lz (grad zy) grad u}

= El; grad u X grad v - {grad oy — P% (grad uy) grad 'U}

Si oz et %W—ﬂ-l sont les angles que fait la normale principale de
la trajectoire orthogonale des surfaces #=const. avec les vecteurs
—(2) —(3) .

et L , on a:

to o — gradi X grad v - grad £
g% Egradv - grad E

Le rayon de nourbure de la courbe a la valeur:

1 _ |grada X grad E|
£1 E?

Enfin on trove pour la torsion 1/t la valeur:

1 _ gradu X grad E - (graduy)grad E

T E?(grad E)®— (grad & - grad E)?

Evidemment on obtient par des formules semblables le rayon de
courbure et la torsion d'une trajectoire orthogonale des surfaces

v = const. :
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7. Intégration du systéme (20). Nous savons que le systéme (20)
fast complétement intégrable. Il doit donc étre possible de trouver sop
intégrale générale. Remarquons & cet effet que 1'on obtient de (20):

(& i) —1sin ¥ (@ 4 i9)p==0,
Or on a, si l'on pose:

&
o+ ilogtg 27: =2,

donc:
1
COS 2 == i ~icos ¥ sin g
3 (cos ¢ ~}-icos ¥ sin @),
sin 2 =1 (si i )
Y n¢ ~ I cosi cos ¢):

1 , 0 0 ]
—— (@ i) V= (cos Z———s§in & | d) g
sin? ¥ 0%, dx,  0x, log t¢ 2’

1 0
; (& +iQ)p= (COSZ““'”"‘ inz-9—;.9 q
sin ¥ : dx, smz()xg l()x.) &

L’équation (20) peut donc s'écrire:
(20 bis) coszi{——sinz -‘i{—— i (92: =0
X dx, dx,

Or de cette équation il s'e i '
n suit qu'entre ¥, ¢, x,, X, i i i
une relation de la forme: e L doit exiter

1) V(% —icos 2 x,, X, isin 2 x,, 2) =0,

On doit donc avoir:

14 X o xsi, 3 gf X
( vt sin ¥ (cos ¥ sin o —1 cos g), x,-|- gi;"«)f (cos ¥ cos p |-
- ising), o ilogtg ; —

Cette relation complexe équ'vaut a delx relation réelles. Elle su
’ i x 1 lati . ; L84
donc pour determiner o et P en fonction de Xy x_‘lx ]1 - e
L T ]

La méthode de Sophus Lie.

haut, conduit au méme résultat,
62
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La fonction V dépend en général non seulemcent des variables:
X, —icos 2 Xy=E Xy Fisinz X =12

mais encore d'un certain nombre de paramétres. Ainsi on peut satisfaire
a I'équation (20 bis) en posant:

z=gp-+ilogtg %—tconst. =¢Po+i10gt2%§'

Tci @, et ¥, sont des paramétres. Si l'on passe & un nouveau systéme
d'axes, non seulement X;, X,, Xy, @ subissent une certaine transforma-
tion, mais aussi les paramétres changent. Si par exemple, I'on fait tour-
ner la croix des axes X; et x, autour l'axe X;, non seulement X;, X,
2z se transforment:

(22) X, > X} == X; COS 0~ X, sin d, Xy > X} = — X, sin @ -} X, cos ¢,
23) z-2' =z +q,

mais aussi @, re¢oit un accroissement o.

Dans le cas spécial. ot V ne contient pas des paramétres dépen-
dant du choix des axes X, et X,, l'équation V=0 doit étre valable
méme aprés une transformation (22) et (23). La condition en est que
1'expression:

(24 g

oV LoV 9V
oV 29X 77
0t a7 0z
s'annulle & cause de V= 20. Cela peut se faire de deux maniéres diffe-
rentes. Evidemment la condition est remplie, si l'expression (24) s'an-
nulle identiquement. C'est le cas, si V ne contient que les invariants:

£ cos 2 — 7 sin 2, £ sin 21 cos 2.

Mais l'exemple V==£& -4 {7 montre que la condition peut étre remplie
aussi d'une maniére différente.

Si l'on connait le champ des directions ¢, ¥ le probléeme se pose
de trouver les courbes qui sont tangentes & ces directions, en d'autres
termes de trouver les courbes C correspondant 4 ce champ. Les équa-
tions différentielles de ces courbes sont:

dx, dx, _ dx

sin¥sin 9 sindcoso - cos¥
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De ces équations il résulte dans tous les cas:

d d
(25) e 2n
sinz cosZ

s

Si V ne dépend pas 2, l'équation V =0 donne une relation entre
£ et 7. Dans ce cas I'équation (25) exige que @& ==d7==0, c'esta dire
que:

== const., == const.

Dans ce cas les courbes C sont toujours des cercles ou des droites,

Il y a un autre cas, ot I'équation (25) est certainement intégrable
par une quadrature. Si la fonction V remplit la condition de symétrie
rotatoire autour de I'axe x;, la transformation (22) améne la transforma-
tion (23). On peut exprimer ce fait aussi en disant que la transformation:

s cr

£ =Lcos e sina -7 =—~Esin 2|7 cos @
améne la transformation (23). Or dans ce cas l'équation différentielle
(25) est transformée dans elle méme par une rotation autour de 1'axe Xy,
Elle doit donc étre intégrable par une quadrature.

Considérons quelques exemples!
1. Posons:

Ve==£cosz-—1sinz -+ f(2) =0,

Nous aurons:

a8 cosz -—d7 sin 2 — (§ sin 2 }- 7 cos 2 —f(2))dz==0,

Donc sur les courbes C dz=0, doncz == const, Les courbes C ont donc

'équation:

Ecosz—1sinz - f(2) =0, z = const,
ou:

Xy oS & — Xy 8in 2 — [.X, | [ (2) ==
Clest I'équation d'un systéme de plans isotropes. Nous retrouvons le
cas traité dans mon travail antérieur,
2,
V= tsin 2 +ncosz -+ di}(z-) =,
z

Nous aurons:

sinz df+ cos 2z dn <4 (cos 2z — sin 24 f"(z))dez=0
64 -
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Donc sur les courbes C a cause de (25):
d&-fsinz(Ecosz—ysinz—f"(2)) dz=0.

dn--cosz(Ecosz—sinz " (z) dz=0.

Considérons £ et 7 sur les courbes C comme des fonctions de 2. Nous
obtenons par une nouvelle différentiation:

@8 —cotzﬁ—sinz[f;sinz—f—'ﬂcosZ-—f"' (2))dz=0
dz? dz
donc: be e
ks —cotz — = —sinz (f" (2) 1 (2))
dz? dz
et;

E=cosz(f(2)+a)—sinzf (2)
et de méme:
N=—sinz (f (2)-+a) — cos 2 f' (2)
Xy —cosZ (f(2) + a+ixy) + sinzf (2) =

xyFsinz (f(2) + a i xy) Fcoszf (2) =

Donc enfin:

Des ces équations on obtient les équations des courbes C par des élimi:

nations.
3' & ] 29 2
V=tcosz—1sinz 4 f({E+1})=0.
Posons: )
Esinz4-Mcosz=_Z.

Nous aurons sur les courbes C:

dé  dn _dz _ dZ

sinz coszMZf'ﬁl—fo’-

D'autre part;

2 =g

22dZ=1—2ff)d(E-+72).

donc:

Donc sur les courbes C:

de _ d@+1)

2f 2Z

5. Prace Matemat.-Fiz. Tom 44, 65
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et:
Bt
2= "',f’ (t) —
JVi=r®

On obtient donc les courbes C par une gquadrature et par des élimina-
tions,

8. Relations entre la théerie du potentiel de Newton et la
géométrie des cercles. La transformation:

Xi— S ,
xj—x/:: 2T ER 2 = 2 [xj a/)~

transforme le systéme (5) en lui méme. D'une solution de ce systéme
on peut donc obtenir une nouvelle solution en transformant par des
rayons réciproques. Des solutions de (5), étudiées dans mon travail
antérieur, on déduit de cette maniére une nouvelle catégorie de solu-
tions, caractérisée par ce fait que les courbes & = const., ¥ == const,
sont des cercles. Si 4 v est une solution appartenant & cette catégorie,
la fonction complexe:
u-iv

R

satisfait & l'équation de Laplace.
Analytiquement on obtient ces solutions en partant de 1'équation:

. SOZ(XJ“‘af)E"i”‘ZSJ(xJ'"aJ) =0,
J J

ot les coefficients §;(j=1, 2, 3) remplissent la condition:
5252 82=0,

Si Sy, 8, S5, S3 sont des fonctions (dérivables) d'une quantité complexe W,
cette quantité par l'équation (21) est définie comme une fonction de
Xy, %5, X3. En .posant W=u-}-1v (# et v réelles) on a une solution
du systéme (5) appartenant a la catégorie considérée ici,

Si a,, @y, a; sont des quantités réelles, les cercles qui dons ce cas

Or il n'est point nécessaire de supposer que les quantités a; et ¢ soient
réelles. En permettant & ces quantités de prendre des valeurs complexes
on obtient une catégorie plus vaste de solutions de (5).

66
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Partons par exemple de la fonction W, étudiée dans mon travail
antérieur et correspondant au cycle s,=ics;:

Xycik Y4+ xi—cF2icx,
Xy — 1%, ‘

On suppose ici que ¢ soit une quantité réelle. Fainsons maintenant
une transformation par des rayons réciproques:

9

Xj =% == e

Z (xlx - a‘l;]2

—a), (@=a+if, &=D-+iD,)

Nous aurons:
W =

dz[xg—a3)+icz (xr—an)?x ] Z(xk~ak)2 {d“—cﬁz(xk—ak]2+2icd2(xs—a3]}

@ (x, —ay — i (X —a5))

On voit de cette expression que les deux valeurs’ que W peut
prendre dans un point X;, X,, X; se permutent, si le point suit un con-
tour fermé se tournant une fois autour d'un des deux cercles.

Swm—ar=>% Dly—a)=0;
s et — a5 — ok 2 =B+

D,
c

D,

B 06, — @)y [x2~—az)+(as + ) (xs—as +7)=o,

Les courbes C(W=u-i{v==const.) ont dans ce cas les équations:
(% — Ay (0, — Ag)* - (%5 — AP =C"
(B, —By) (o1 —Ay) 4 (B2 — Ba) (2 — As) + (8;— Bs) (%3 — A,) =0.

Les coefficients de ces équations ont les valeurs:

2 2 2 LR
A1=a1—]—D1 ,Uu_’l__fij:‘l. _l_p_%u_“__‘:_ﬂ.o_i_’
4c u*+v? 4c w?4-v?
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Ay Dy, L | Dy L,
4c B2 - v? 4c u? - v?
D,
A3=a.3——2—z,
2 ] R
Blz .& u u_i—l’g ,_Nl,f —— Qg U — s
4c u* v 4c
=P, Bt =1 | Dy ,
4c w4 v* 4c
D
By= =,
Y
D\* Dy wHov?P—1
C? = @2 2 ’ ) et S BN S8 -
R O It S LT
‘[)2 LLB ‘U?—!‘l DZ 2 2 2
— D0 BATAL (g g4 D T
2¢  urot 16 0 - o*

I RUEERIS

16¢t  utto?

'Le.s cas u'--v'= const.=K® et v[u==const.=£% ont un interét
particulier, Si l'on écrit les équations des courbes C dans la forme:

i b (= A — B — i (1 + )% DD
2¢ 4c® 4¢*

= E, (% —a)) 4 E, (xy — )+ E,,
B — @)+ o — a9 (s B) (1, Ay — D128
=F 5 —a)+F, (%, ) -+ Fy |
les coefficients £ et F dans le cas:
Wi o? = K*

sont des fonctions linéaires et homogénes de # et v et dans le cas:

— =k
u
68
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des fonctions linéaires et homogénes de z et z—!. On en conclut que
les surfaces engendrées par les cercles C dans ces deux cas sont des
surfaces algébriques de l'ordre 6.7)

Dans le cas spécial B, = B, =Py =D, =0, u*-- 0" = const. l'ordre
se réduit évidemment a 4.

9, Sur les courbes C algébriques. Nous avons montré dans notre
exemple 2 que la fonction W==£ sin z-7 cos z--/"(2) donne lieu
a des courbes C dont les équations sont:

(26) x,—cos 2(f(z)+a+ix)+sin z.f (2) =0,
X, +sin 2(f(2) +a+ix))+cos z.f (2)=0.

Si f(2) est une fonction algébrique de tg g, ces courbes C sont des

courbes algébriques,
Posons:

cos z==¢,-+ic,, sin 2=s,-}i8, f(&)=f1+4ifs.
f@=f-4ify, a=a+ia

et supposons que Cj, €3 ... d;, O, soient des quantités réelles, En éga-
lant séparément & zero les parties réelles jet les parties purement ima-
ginaires des membres gauches des équations (26) on trouve:

Xy Ay — 6 (fiHa) 6 (ot a)+s fil —s:.fi' =0,

(27
Kg— Sy Xy F o fi —Cfd F s (it a)—s, (fet+a)=0,

) Dans mon travail antérieur (Math, Zeitschrift, 38, p, 709) j'ai dans la formule
(15) donné 1'¢quation des surfaces ¢/ == const, Dans cette équation il y a une erreur
des signes. L'équation exacte est:

(hiy -+ ) — (b B — 1) (kxy 2y P (kg — )" — 2 (b xy — )t =0,
Le membre gauche de cette équation peut s'écrire.
(B D) [+ 0 ) — (1R 2] Oy — hexy)? — Loy — kg (g k)
Les surfaces ¢/ = const, sont donc des surfaces algébriques de l'ordre 4 et leurs trans-
formées par la méthode des rayons réciproques, qui entrent comme des cas particuliers

dans les surfaces considérées dans le texte, sont bien de l'ordre 6.
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X+ (fota)talfita)—s ' —s./fi'=0.
Si X+ 8 (fota) 4o f' eo /i -8, (fi +a) =0,

(27)

Entre les quantités ¢;, ¢,, 8, S, subsistent deux relations:
28) atsi—g—s=1,
(29) ¢ Csts5.5, =0,
Des deux derniéres équations (27) on obtient & l'aide de (29):
(30) (83 ' — sy ea—sy0) (i + ) =0,
On a donc trois relations entre les quatre quantités ¢, Cav Sy, Sy,

Qn simplifie les formules en exprimant ces quantités par deux quantités
réelles, liées par une seule relation. A cet effet nous pouvons poser:

1—172 2

€O§ 2 == ————, gin 2 = ———
122 {4 g

ot évidemment:

On a alors, en posant t=1 +it, (¢, et £, réelles):

€y =

1
~ 1—E+8?), o= 10t
1) "

2t 2t
5, = 24 2 2 L :
=Sy e s=22g—ap),
N=(1+Ht—22+4ap 2.
Les valeurs (31) de ¢, ¢y, s, sy satisfont identiquement aux relations

(28) et (29). Au contraire 1'équati )
ontre 4, et f,1 ontraire I'équation (30) donne lieu & une relation

(%2) W2+ B+ 20, +a) =0,

On peut mai i
P aintenant exprimer X, X X, comme des fonctions de

bota fufu fr Sy

i (1+tf—l—t§]x1=(1~tf-zg](f1+al)w_2t1f;.

icm°®
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(33) (1+tf+t§)x2='_2t1(f1+a1]_“(1_tf”t%]f;'
(1 + B4 B) %, +fo -t =28,

Si l'on se donne f(2), les équations (32) et (33) définissent un sy-
stéme de oo? courbes C. .o

z

Posons par exemple: f (2)=1g —1—z =t f'(2)=
2 2 cosE‘—Z—

=%(1+t2>. done: £, =1, fzztg.f{=—;—(1+t§—t§J. fr=tty.

Nous aurons:

@) " b (B+B)+36+20,=0,
ou:
(32") t27= '
U+E+Bun=01—8—Ba—28,
33 20+84B)x=—4tta) -0+ G- GU—F—5),

U+ 8+ B+t ta)=60+8—5).

A T'aide de {32) on peut éliminer Z, et exprimer X, et X, comme
des fonctions rationnelles de f;:

t(ay—1£) a (145
2 “ 1
Xy =0y — ——'"‘——al t1 , Xy = — 3 251 + "‘tl + a‘——“‘l tl .

On voit de ces formules que dans notre exemple toute courbe C
ou du moins la partie d'une courbe C, qui est représemtée par (32,
est située sur un cylindre droit dont I'axe est paralléle a I'axe Xx; et
qui coupe le plan X; X, dans une courbe rationnelle de l'ordre 5. On
voit de plus que les courbes situées sur la méme cylindre sont con-
gruentes et que l'on obtient toutes ces courbes d'une d'elles par une
translation le long de l'axe x,. Ces courbes sont de l'ordre 12. Une
courbe C compléte contient cependant aussi une partie correspondant
a I'équation (327). C'est une courbe plane de l'ordre 4. Le genre de
la premiére partie de la courbe est 1, le genre de la seconde partie
est 0.

10. Les invariants. Une transformation:

(34) vtiv—U@o)4+LiVeo),
il
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ot :
aUu_odV oU A%
du dv' dv du
change 1 teurs L0 et L®)
e les ve i i i
) vecteurs et LB, mais lajsse le vecteur L® inaltérs,
Avec L® toute expression qui ne contient que les composantes de Zﬁ)
et leurs deflvees par rapport & X, X, X, sont des invariants quant 3la
t::ansfc?rmatxon (34). Dans la suite nous nous bornerons i des quanti-
tés 9u1 sont aussi des invariants par rapport au groupe des rotations
de l'espace autour de l'origine.
Evidemment les expressions:
- - -
LB yot LB et diy L®

sont des invariants, On trouve:

> -
@ el Ly 2
(35) LB rot LO) =l 4 w2= ETgrad u X grad v. (grad v V) grad u

-
. . 2
(36) div L0 = 5} — 52 = — = grad u X grad v. grad £,

Pa . g .
r uS, calcul .facde: on vérifie ces expressions des deux invariants
autres invariants du second ordre sont:

- (3\2
(rot L) et Z(iﬁ)
. Lk ()JC/; !
On trouve:

7 (ot LE* = (u} 4+ w3 - () +- (2)7

/

"5‘2:) = O - (4 o () - () -4 ()2 - ()

(38) Z ( 0.LB
ik

De (35) et (36) on obtient:

(%] - (1) - (42)2 - (492 - 2 (a1 02 — nt { 7
A -~ (Lot eyl g 2) e (L3 LN e (d 3
Donc a l'aide de (37) et2 (38): 1% =% %) = (L& rot LO)? - (div LO)*,

2(#} %2 — %3 #2) = (rot LBt — (_d[‘(?] L T
. 2 R N )' /Z/ % - (diy L2,
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Donc:

[0 LB\? - -
(39) gy =2 D ) 2 teot Lo — tay £+
Jok e

> -
+ (L8 rot L®) ,

On vérifie a l'aide de (39) que le membre gauche de l'équation:
(40) (e — A (o =0,

a laquelle doivent satisfaire les courbes C est un invariant. Pour des
courbes réelles cette équation unique évidemment équivaut 3 deux
équations.

Remarquons que l'on a:

1\2 - - -
(41) (~—) = (%)% 4 (#2)? = (rot LO)* — (L® rot L),
Ps
Si I'on veut étudier les invariants d'un ordre plus haut que deux,
-
il est d'abord A remarquer que la différentiation dans la direction L%
est une opération invariante. On a donc un groupe d'invariants de la

forme:

oit / est un invariant. Parmi les invariants du troisiéme ordre on

trouve donc:

J ~ - 0 g
16 2 (18 rot LY, L¥ — div L®
2 / axj( rot £ Z‘ Tox

etc. Un autre invariant du troisiéme ordre est 7. Au lieu de 13 on
peut d'ailleurs employer un invariant un peu plus simple:
0 A
Z LB — arctg—q-} .
’i dx; An

]

Une congruence de courbes C est caractérisée par les fonctions
de x,, %, %; qui sont définies par les invariants. Un systéme plus
11 N q P v Y P
vaste de courbes C peut étre caractérisée par les fonctions de X;, X, X3

que sont certains invariants ou par des relations entre les invariants.
13
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Ainsi le cas traité dans mon travail antérieur est caractérisée par |
fait: par e

équivalent a cause de (41) 4 la relation:
(LB 7) L&) = 0.

Les c‘oPgruences de droites qui constituent les cycles sont en ou-
tre caractérisées par la relation:

42) ' 10 rot 20 =0,

Le cas traité d‘ans le paragraphe 8, ot les courbes C sont des
cercles, est caractérisé par les relations:

-
;1;: 0, L® grad p, =0,
La ’con;.gruence spéciale étudiée dans le paragraphe 8 appartient a
categOfle qui est caractérisée en outre par la relation (42) e
o unSel fl(')on;l ch;)/is(iTI t;ne fonction W déterminée dans le 'paragraphe 2
nction éterminée dans

différentiations et des éliminations callzuﬁairatg:l?sphlees7’in':rrzllripelict o
pondant 4 la congruence de courbes C fixée par ce choix e eomes

Une question plus difficile c'est de savoir dans q.uelles cir
stances on peut en se donnant certains invariants comme des fonct?on—
de x,, Xy, X, trouver des congruences de courbes C corresponv:lanl?ensS
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Sur les polydromies des potentiels newtoniens
prolongés, dans l'espace réel a n dimensions

par

R. Wavre.

Clest avec émotion que nous rédigeons ces quelques pages pour
le volume consacré & la mémoire de Léon Lichtenstein, Nous
avons choisi un sujet auquel’ il s'intéressait vivement, comme en té-
moignent les lettres que nous avons échangées en 1933, Nous ne dou-
tions pas que la science lui fGt encore redevable dans le domaine que
nous abordons ici de progrés aussi importants que ceux qu'il avait
acc\omplis dans des domaines voisins.

Nous lui sommes en particulier extrémement reconnaissants d’avoir
attiré notre attention sur un mémoire de M. Erhardt Schmidt?y,
qui nous servira ici de point de départ.

Ce mémoire, sur le prolongement analytique d’un potentiel newto-
nien au travers d'une surface qui porte ou limite la matiére attirante,
peut étre généralisé sans difficultés de l'espace & 3 & l'espace & 7 di-
mensions. 1l repose sur le théoréme de Cauchy-Kowalewska,
sur lequel Bruns?) puis M. Hadamard?) avait également fondé le
prolongement local du potentiel newtonien.

1) E, Schmidt. Bemerkung zur Potentialtheorie. Mathematische Amnnalen
T. 68, p. 107, 1910,

?) Bruns. Uber einen Satz aus der Potentialtheorie, Crelles Journal Bd 81.

3 J, Hadamard, Mémoire sur les probleme d'Analyse relatif a 1'équilibre
des plaques élastiques encastrées,

Mémoires présentés par divers savanis 3 'Académie des Sciences de lInsttut de

France. T, XXXIIL p. 24, 1908.
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