iom°
6 Sur un théoréme de M. Szegb.

ne pourra dépasser, (mais pourra atteindrel M=)y A en valeur absolue
pour aucune valeur réelle de 0, si on a

: n-—-1
ho~Fhn cos 1 ¢ +-2 2 (M cosigy—tsinigs) -0

I=1
o km
pour pp= — —+ —= (ot k=0, 1,.,,28—1).
n n
Soit, par exemple, a==0. Alors, sous la condition (2),la fonction ‘ Uber die monotoné Konvergenz von
n Potenzrethen mit mehrfach monotoner
Fo(o]=2{xn_u[av cosv0--8, siny 0]+ pu— [ cosv0—o, sinv0]) .
— Koeffizientenfolge
pourra atteindre, sans pouvoir la dépasser, la valeur M==% A, pourvu von

que la fonction L. Fejér (Budapest) und G. Szegd (St. Louis, Mo.).

-1

R[cpk]=7xo—-}—2>_l()\.~ cos i gp — g sin £ @) 4 (— 1)4h, In der Arbeit 44 hat der Erste von uns den Begriff der ,mono-
= tonen Konvergenz” einer Folge von komplexen Zahlen
soit non négative pour ¢ =<k—1—c-(01‘1 k=0,1,...,2n—1), Bow Bra Byyove s Bnyoos
n

Dans le cas, ot la fonction R(p) est non negative, pour toutes les gegen die komplexe Zahl 2 eingefithrt?). Es wird darunter die Eigen-
valeurs de ¢, on pourra affirmer que | Fo(0) | << 2y A pour toule valeur schaft verstanden, dass die Folge der nichinegativen Zahlen
de o, Le théoréme de M. Szegd se présente donc comme un cas ‘
particulier de notre derniére affirmation, qui correspond 4 la supposition le—z |, |z—2z|  [z=2 ] lz—zl. ...

que p;=0 quel que soit Z. -
monoton abnehmend (nicht wachsend) gegen Null konvergiert. Besonders
interessant gestaltet sich diese Begriffsbildung in dem Spezialfalle von
Potenzreihen:

fR)=oa,to zto224 ... o274,

In dieser Note soll die monotone Konvergenz der Partialsummen von
gewissen Klassen von Potenzreihen im Innern des Konvergenzkreises
bewiesen werden, die dadurch charakterisiert sind, dass die Koeffizienten
bestimmten Monotonititsbedingungen geniigen. Wenn die Partialsummen

mit
$o(2), 8, (2), 82 (2), vy Snl2)y ...
1) Die Naummern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende des Textes,
1 2 Vgl, auch 3, § VIIL
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bezeichnet werden, so bedeutet dies:
W /@ =zlf@—s@ =l fR—s@z... = /R~ s%@]|= ...,

wenn nur 2 im Innern des Konvergenzkreises gelegen ist.

Unter der Voraussetzung, dass die Koeffizientenfolge {a,) einfach-
monoton (d. h., eine monoton abnehmende Nullfolge) ist, wird der Kon-
vergenzradius der obigen Potenzreihe =z 1. Die erwihnten Ungleichun-
gen sind jedoch fiir einfach-monotone Koeffizienten im allgemeinen
ungiiltig ). Wir zeigen dagegen —und das ist das Ziel der vorliegenden
Note, —dass sie fiir | 2 | <{1 zu Recht bestehen, wenn nur die Folge
{#a) dreifach (§ 1), sogar auch dann, wenn sie zweifach (§§ 2, 3) mono-
ton ist. Es gelten in diesen Fallen auch die schirferen Ungleichungen

> ’ f(z) — 5 (z] =L ’f(z]:"' Sn (Z]

22 = i+t

fan

M |f(z]|2’f[z)_;so(z)

tir | 2| <1, d. h, die absoluten Betrige der ,Reste“

flz) —sui(?)
zﬂ

[n==0, 1, 2,...; S—1(2)=0]

pn ()= = Oy Oy 2 g2 2 L

konvergieren monoton abnehmend gegen Null. Nebenbei bemerkt, be-
stehen die Ungleichungen (M) auch fiir | z| =1, 2541, da eine Potenz-

reihe mit monoton gegen Null konvergierenden Koeffizienten fiir
solche z stetig ist.

Ferner zeigen wir in § 3, dass die Bedingung lim ¢,=0 zum
NP0
Bestehen der Ungleichungen (M) nicht erforderlich ist. Sie gelten, wenn

oy =0, A”—rzion Azan?_’f f n=0,1,2,...,

In § 4 wird bewiesen, dass die Folge | p,(2) |' (1==0, 1, 2,...)
monoton von der Ordnung % ist, wenn die Folge {m,,} monoton von der
Ordnung 241 ist, | 2| <<1, 2z 1. FEine Nullfolge {es) heisst dabei

monoton von der Ordnung % oder /%-fach monoton, wenn sémtliche
Differenzenfolgen

l 1
Alanzmn——( { ) a,,+1—}—(2)a,,,+2__ voe e (= 1) e

(n=0,1,2...)
D Vgl § 5, IIL

icm°®
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fiir £==0, 1, 2,..., k, aus lauter nichtnegativen Gliedern bestehen.
Schliesslich wird in § 5 auf gewisse Anwendungen, Beispiele sowie
Zusammenhinge mit anderen Betrachtungen hingewiesen.
Die Ergebnisse von §§ 1, 4 rithren von L. Fejér, die von §§2,3
von G. Szegd ber. .

§ L
Beweis der Ungleichungen (M), wenn {ﬂ-,,} dreifach monoton ist,

I. Die Folge {u.} sei zunéchst zweifach monoton, Die folgende

Umformung ist dann fiir | 2 | < 1 und fir | 2| =1, z 1, giiltig:
[e)

Sl =D —2apntona) OH1HvzH =02+ 4 2)
v=0

=)
=>"4%, .4 (2).
=i

v=0

In der Tat hat man

J

N s, g (2)= Na (5 (@ — 221 @)+ 02 (7))
2 %

v=0
— 2 tpt O (2) - Gt Pt (2) - Fmp2 9 (2)
wobei ©_1(2)=¢_(2)=0 zu setzen ist. Wegen
om(2) —om—s (2)=142+2°+ ... +2"
kann dies in der Form '

Z o, 2 — Oppt (P (2) — Pm—r (2)) "I— (%mg2 — Omi1) Om (2)

vl

geschrieben werden. Fiir die genannten Werte von 2 gilt aber, wenn

m—co,

O (2) — Pm1 () =142+ 22

2. Prace Matemat.-Fiz. Tom 44,

'r=0(),  en@=0(m)

17
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R S . Uber die monotone Konvergenz von Potenzreihen 5

Ferner strebt ami gegen Null, sowie ‘auch m (Zuiz=—"n1). da die Unsere Behauptung kann also in der folgenden Form geschrieben werden:

Reihe
e, = : g
(e ) D) gl | = 3 82 r) . g le?)
v==0 v=1 ——’l—H
konvergiert und nichtnegative, monoton abnehmende Glieder hat. ) ) ) )
II. Trennung des Polynoms ¢, (2)=1# -7, in reellen und imagi- oder da ¢ (2) =1 ist (die Reihen konvergieren absolut),
néren Teil ergibt die fiir | z | = 1 bzw. fiir | 2| =2 1, 327 0, positiven o
(nichtnegativen) harmonischen Polynome #, und @,. Dies folgt aus der ) {82 (ay ) Y2242 (3, 7). 2 A2 (e, 1), M oy (e)
bekannten Tatsache, dass die entsprechenden Randwerte -
oy
v—+1-+vcosl—(v—1) cos20-~.,, - cosv0, . -
vsin04+(v—1) sin20 + ... 4 sinv0 DN () N ) g o) g 1)

we==nt-1,042, .
fiir alle reellen Werte von 6 bzw. fiir 0<_0< = positiv sind ).

Es gﬂt nun = Z‘A? (”'\'- T’L) A2 ('7«, f") By Pu—n—1 (9[0] Dyn—1 (E_ia) .

g_{' [ ra‘ B rv=t1,n42, ..
|f(z)P='>_A2a.,. }+l§ A, }

- By Nun ist mit {os) auch {o, "} zweifach monoton. Ferner gilt % ¢, ey =o0.

o Es geniigt also die folgenden Ungleichungen zu beweisen:
und durch Anwendung dieses Resultates auf die in der Einleitung ein-

N o, (69) oy (6=9) == N 0p_n_i (€} Or_n—s (7).
gefiihrten Restreihen p,(2): i (€9) o (€79) 22 M s (€9) Qs (77)

oo oo II. Dies folgt aus der folgenden bemerkenswerten Identitit: Es
[ pnle) 2= [ Z Ay, uv} + tz Aoy, . o, } seien p und q nichinegative ganze Zahlen. Dann ist
= - 20 { Bt (€1) g1 (€=19) — 7 (€9) 2 (=) |
Ist die Folge {a,! dreifach ton, i i i ¢
Grtssnn 10 ‘ {otn monoton, so sind die nichinegativen - cos [p+2 —cos (g+2) 9
++ mit wachsendem 7 abnehmend (nicht wachsend); da =(9+2) — 4 (p+2) ——-———6-—
ferner #, und v, von konstantem Zeichen sind, so ist die Folde | pa (2) |* 1—e 1 —cos

ebenfalls abnehmend, womit die Behauptung bewiesen 1st Zum Beweise setzen wir

§ 2 N, (e) oy (e=8) =1, 4 1, cos 0 47, cos 20 4 ... ,

B is d i ' .
eweis der Ungleichungen (L), wenn {#4} zweifach monoton ist, wobei die Koeffizienten 1. = 71,5, die folgende Darstellung zulassen:

=p+1) @F+0+rgt+p—1 g—0+....

L Essei z=re" 0<r<(1. Man hat?) (vgl § 1, I)

0 [T — J —_ ) - —= A} = — — e
[Ru2) | = ZA%:(M rity 2 (") | = 33 () 7 nle) | n=p+1) @g+1—1-+plg—N+0@—1 {4 1)+
=0 Lo L+ p+1—N+g—N+Gg—Dp—r—)+... 2 =1L

1) Vgl 3, §1II 3, 4

2 ) ‘ Die nicht ausgeschriebenen Glieder sind hier solange fortzusetzen, bis
) ) Ry (2) bedeutet hier a, 2240, 20t -, mindestens einer der Faktoren Null wird, Wir erhalten somit
18
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Yopttg1 — Topg = (P 4-2) (g 2),
pttatt — Tong = (P +2} (g+2—N-+(g-42) (42—, 2731

woraus wegen der bekannten Identitit
m-1-4-2mcosb+2(m—1)cos20-...~F2 cosml = 1-»“1005 (m _|U 1o
- oS
die Behauptung folgt.
§ 3.

Beweis der Ungleichungen (M), wenn {4,] zweifach monoton ist.
I. Es geniigt die erste Ungleichung von (M),

d, h, If(2)|= l l£%sngl , lz]<1,

zu beweisen; die weiteren folgen daraus durch Anwendung dieses Er-
gebnisses auf die Restreihen p,(2).
Wir beweisen zunichst

]f Z]I |f[z ““So(z”'—'f[z)'“’/o v ‘z"l
Diese Ungleichung ist mit

ntf(z)z—”;, lz]< 1,

gleichwertig, Nun gilt (vgl. § 1,1)

fla= ZA“ a2

v==0

Mit Hilfe der Ungleichungen )
' v 1 1
N (tpv (z)-%):ﬂt ( V_gll_[_ VE - (v 1) 2 L 2t 0, [,

erhalten wir hieraus, da die Koeffizienten Ao, nichtnegativ sind,

(s o]
?)Ef[z];ZAﬂ o, . »v~{-~1:=:a0' w.z.b.w,
=0 2 2

) Vgl Fejér3, §1I, 3.
20
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(Die letzte Gleichung ergibt sich aus der Darstellung von f(2) durch
die zweiten Differenzen A? ¢, fiir 2==0.)

II. Die so erhaltene Ungleichung liefert f(2)+# 0 fiir |2|<[1, es
sei denn f(2) =0, f(2) —a, =0, folglich 2,=0 und o, =ay=.,, =0,
f(2)=0, Anwendung des Schwarzschen Lemma auf

fle)—a
/(2

liefert dann die Behauptung unmittelbar.
III. Die obige Schlussweise liefert die Ungleichungen (M) auch
unter der etwas allgemeineren Voraussetzung, dass

’7-1120. Af’-n,:j—oc AE“HEO: n=0,1,2 ...,

gilt, Es existiert dann lim ¢,=2 und #=0. Nup erfiillt f(2)—
H - CO —Z

die obigen Voranssetzungen, so dass fiir |2|<(1

ohy— o 1 o o
N z) — =2 L, dhNfa)=2 %o ‘)l —=,
(f[) 1-—z)“ 2 Stz —} 1—z 272
w.z. b, w.
§ 4.
Verallgemeinerung.

Zum Beweise der in der Einleitung angekiindigten Verallgemeine-
rung brauchen wir einige formale Vorbereitungen,
I. Die Folge {#.} sei zundchst einfach monoton. Dann ist fiir

0 <6< 2=

CQ
P (ei"J) zz G e
=0
Ferner hat man
Afpu (6’10 =|pu (310] [*—1 pata (3’0) =] pn (eio] [P—1pn (eio] — o,

— " i __ 2
=20, N p, (&) —a?

O

=2 anZa,l_»r., cos vO—a?

=0
(=] (==}

=022 § Oy %yt COS ‘)ﬂ———z Oup Gty cOS VO,
v=1 y==0

21
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<o ’

wo das Summenzeichen Z darauf hindeutet, dass die Glieder v 1 zu
V=0

verdoppeln sind, Hieraus folgt fiir positive ganze %

0

Lo, Syt
i = Z AR (ay apy,), cos v O =Z ¢, cos v,
v=0

va-()

&% [pn ()

Der Index 7 des Symbols A soll hier und im folgenden darauf aufmerk-
sam machen, dass die Differenzbildung nach 7 vorzunehmen ist.

Nach einer fundamentalen Formel der Differenzenrechnung gilt
aber

q
M (@nb) = ) (1) AT G . AV by,
=0
Hieraus folgt fiir =k —1, ay=1cy, by=duy,,

k—1

- - 1) Al
c= Al (o ) = E () A=ty Al
=

IL. Auf Grund der letzten Formel ist es nicht schwer die ersten
und zweiten Differenzen der Folge {e.} in Bezug auf v zu bilden, Der
Index v kommt nur in dem Faktor Af ., vor, Nun ist aber

L — )
Av A}, Oy == A’,; Dy =~ Alr: g1

= Ai? [’J"n—l-v — ’J~n—l—v+1) = A’; A/l Oppefy == A:;—P,I Oty

.
so dass
i

— k=1) Akt +
Ae, Z ( A ) A,i . Az 1 ety 4

r=0

und #hnlicherweise

k—1
Ao e fee1) At "
A'f & Z ( It ) An " gy A],, +2 ety ¢

=i}

(Diese Uberlegung fithrt unschwer zu einer entsprechenden Darstellung
.von Alc,, die aber hier nicht benutzt wird.)

_ IIl: Die Folge {2} sei nun monoton von der Ordnung & 1.
Dann gilt nach den letzten Formeln fr die Koeffizienten der Kosinus-
reihe von A"[p,, eir’]

2,
H

&y=0, Ae,=0, A2¢, =0, v==0, 1,2, ..,

2
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Folglich ') ist die Summe dieser Kosinusreihe nichtnegativ, d. h.

Akip”[eie)lzzo' 0<6<2n; n=0,1,2,....

Durch Anwendung dieses Ergebnisses auf f(r2), 0 =r <1, folgt
auch die Ungleichung

Ao, (2) P20, 21<1; n=0,12 ....

Damit ist die angekiindigte Verallgemeinerung bewiesen.
Ist die Folge {a,} total-monoton, so gilt somit das gleiche fiir die
Folge

lpa (&) 1% o (2) 2 lpa (@2 ..., i@ ..., 12151, 2 1i2=0,1,2, ..7)

§ 5.
Bemerkungen. Folgerungen. Beispiele.

I. Aus der oben bewiesenen Ungleichungskette (M) folgt, dass
fiir eine Potenzreihe

fR=a+unztunz+ ... Fozit ..

mit zweifach monotoner Koeifizientenfolge {a,} simtliche Partialsummen

$n (2) die Ungleichung
Isn(@)1=21f(=2)1, lz)<1,

erfiillen. Der Faktor 2 kann hier iibrigens durch 1-I[z[*t! ersetzt
werden. Beziiglich des Spezialfglles der Binomialrethe (1 —2)7,
0 < p <1, vgl. Chapman 1, Fejér 2, M. Riesz 5, Szegé 6.

II. Eine andere Klasse von Potenzreihen, fiir welche die letzten
Ungleichungen ebenfalls gelten, findet sich bei Szegé 6, Satz Il Sie
ist charakterisiert durch die folgenden Bedingungen:

a) f(2) ist reguldr fir |21<1;

b) @ >0, %1+l ist nicht abnehmend,

On

¢) gt o +ay- ...+, ... ist divergent.

1) Siehe Feijér 3, § III, 1.
2)  Siehe Fejér 4, 2, Satz II,
23
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Aus b) folgt @2 = ay 10,41, so dass

e o Ot - Ot
o= |

2
d h A?a,> 0. Andererseits ist lim ~**==1, folglich oui1 ,, so
"oy oo o, )
dass lim o, ==0 =0 existiert. Im Falle o =0 ist die Folge {=,} zwei-

n—=rQoo
fach monoton, nicht aber fiir « >0, Die Klasse a), b), ¢), ist somit in der

in § 3, III definierten Klasse enthalten.

[I. Die Ungleichungskette (M) (selbst das monotone Abnehmen
der Folge |f(2) — s (2)1) wird im allgemeinen ungtiltig, wenn {7 nar
einfach monoton ist. In der Tat ist die Koeffizientenfolge von

JR=1-+z4+22+ ... +2z24-0. 24 -0, 272 4
einfach monoton. Die Ungleichung
1f(2) =50 (&) | = | f (2) — St (2) |

besagt in diesem Falle

lzt+224 ... +2z" =27, 1zi< 1.

Dies ist unméglich, da die linke Seite verschwindet, wenn 2z gegen eine
von 1 verschiedene -te Einheitswurzel konvergiert.
IV. Zum Schluss betrachten wir das Beispiel

FER=CO - C0 2 CQ 224, - CW 2 0, 201 -0 . zmiz e,

wo in der fiblichen Bezeichnung C{)= (") ist. Fur die Koeffizien-
tenfolge
ch, e, ...,CHM, CP,0,0,...

m !

lautet die erste Differenzenfolge, mit Riicksicht auf C - O e OO,

oy GOl ., 0, Cpen, 0,0, ..,
Nun ist C{)=0 fir 2> —1, so dass die gegebene Folge (/-] 1)-

i?clh monoton ist, wenn nur [ SA<{/-~1 gilt. Nach § 4 ist dann die
olge

o ) ;
|C}n’_n—[—C}nLn_1z+ .!_Cgl)zmruljv n=0,1,2, ... m 0,0,0, ...

[-fach monoton, wenn z eine feste Stelle, | 2| <1, bezeichnet.
24
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Insbesondere ergibt sich fiir A= 1, dass die Abschnitte S, (2) der
Reihe

CP - CMz 4 CP 2 .. 4 CHand- . =1 —2

fiir alle z, | zi=1, die Monotonieeigenschait

P L N G AP
- z . z2 - - zll -
besitzen. Im Spezialfalle A =1, [z]|=1, ist es nicht schwer, diese

Ungleichungen direkt zu bestitigen.
Budapest — St. Louis, Mo.. Mai 1935.
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