18 I. Schur

(34) nle[Z—}—nZIkM”\n?t+[a|2

*=1

Sind insbesondere alle a. gleich Null oder Eins, so wird ¢ = g, also
geht (34) nach Division durch # in die in der Einleitung angegebene
Khintchinesche Ungleichung iiber,

Nimmt man, wie das den von Herrn Khintchine in seinem spe.
ziellen Fall gemachten Voraussetzungen entspricht, insbesondere an, dass
die Matrix A nur in den m< 17 ersten Zeilen von O verschiedene Gros-
sen enthilt, so gilt sogar die prizisere Ungleichung

milzu

»=1

—{—nZ|k1|2<mnt+ la|2

Man erhdlt dies, indem man in der Ungleichung (23) fiir B die Matrix
wihlt, die in den m ersten Kolonnen lauter Einsen, in den #—m letzten
lauter Nullen enthalt,
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Einleitung

Die vorliegende Abhandlung hat zum Ziel, einige Fragen zu kliren,
die sich auf das Randverhalten der Abbildungsfunktionen bei konfor-
mer Abbildung - beziehen, wobei wir die Annahme machen, dass die
Abbildung im betrachteten Randpunkt winkeltreu oder winkelproportio-
nal ist, Die ersten schirferen Ergebnisse in dieser Richtung verdankt
man, nach zwei spezielleren Untersuchungen von Painlevé (1891)%)
und Korn (1901)%), erst Leon Lichtenstein.

%) Painlevé (1)
3 Korn (1),
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Das Wesentliche an der Lichtensteinschen Fragestellung, wie sie
in zwei 1909 und 1912 erschienenen Abhandlungen?) behandelt wird,
besteht darin, dass in ihr das Verhalten der Ableitung der Abbildungs-
funktion fiir die allseifige Approximation des Bildpunktes gegen das Bild
des betrachteten Randpunktes untersucht wird, sodass also dabei der
Bildpunkt sowohl durch das Innere des Bildgebietes als auch lédngs des
Randes gegen den Bildpunkt des betrachteten Randpunktes konvergiert.
Die durch diese Hinwendung zur Betrachtung der allseitigen Approxi-
mation entstehende Problemstellung soll nun in der vorliegenden Unter-
suchung eine in einem gewissen Sinne abschliessende Behandlung er-
fahren.

Es sei ' ein einfach zusammenhingendes Gebiet in der I-Ebene,
das im unendlich fernen Punkt einen erreichbaren Randpunkt =, besitzt,
und es sei 2=/ () eine Funktion, die I' auf das Innere der Halbebene
H.: R 2>0 derart konform abbildet, dass {=7%; und 2=rco einander ent-
sprechen und die Abbildung dort winkeltreu oder winkelproportional
ist. Es sei ¢ ein innerer oder Randpunkt von I. Es handelt sich nun
fiir uns in erster Linie darum, aus den deskriptiven Eigenschaften von
T' in der Nihe von ¢ Aufschlitsse zu erhalten iiber die Lage des Punktes
f(¢) unter der Annahme, dass die Abbildung fiir die Winkelhalbierende
von H. im Unendlichen, also die reelle Axe, bekannt ist. Es gelingt,
eine im Sinne der asymptotischen Aequivalenz vollstindige Lésung der
Frage zu geben, Hierzu hat sich der Begriff des faltenfreien Kerns von
I' sowie der Fallenbereiche von I' fundamental erwiesen,

Um diese Begriffe einzufithren, denke man sich I' so gedreht, dass
ein Halbstrahl der positiven reellen Axe in ' verlduft und seine Rich-
tung im Unendlichen der Richtung der positiven z-Axe im Unendlichen
entspricht, Dann ldsst sich der faltenfreie Kern I von I als ein geeigne-
tes Teilgebict von I' definieren, das einen Halbstrahl der positiven
reellen Axe enthilt und von jedem Kreis um den Nullpunkt, wenn tiber-
haupt, lings eines einzigen Kreisbogens durchsetzt wird. I'" entstebt aus
I' durch die Abtrennung gewisser Teilgebiete lings kreisbogenférmiger
Querschnitte, die zum Rand von T* gehéren. Diese Teilgebiete nennen
wir Falien von [. Werden die Faltengebiete von ' durch Hinzunahme
der Randpunkte abgeschlossen, so entstehen die Falfenbereiche von T.
Ist ¢ ein innerer oder Randpunkt von I, so setzen wir pp=1]0]. Ist

¢ ein Punkt eines der Faltenbereiche von T, so verstehen wir unter pg

den Radius des Querschnitts, lings dessen der betreffende Faltenbereich
von ' abgetrennt wird.

Y9 Lichtenstein (1), pp. 561 — 563; (4), pp, 100 — 110,
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Dann besagt unser wichtigstes Ergebnis (erster Faltensatz, XXXV,
§ 8, Nr. 34), das die Abbildung in die Falten des Gebietes hinein zu
verfolgen gestattet:

Strebt ¢ tiber das Innere und den Rand von I' gegen =, so gilt

[~ [F() ).

Den ersten Beweis dieses Satzes haben wir im Falle, dass beide
Randzweige von I in =, Tangenten besitzen, durch Kombination einer
Ahlforsschen Ungleichung mit einem Satz des Verfassers gefunden, der
vor einigen Jahren vertffentlicht wurde (vergleiche den Satz XV der
vorliegenden Abhandlung). Die Ausdehnung dieses Beweises auf den
allgemeinsten Fall bot allerdings zuerst grosse Schwierigkeiten, zu deren
Ueberwindung die Ahlforssche Methode erst verallgemeinert werden
musste. In dieser Abhandlung wird ein anderer Beweis dieses Satzes
entwickelt, der auf gewissen Ungleichungen fiir das konforme Mass be-
ruht. Inzwischen haben wir noch einen dritten Beweis des obigen Sat-
zes gefunden, der eine Ungleichung aus einer bekannten Arbeit von
E, Lindel&f% benutzt und wohl am kirzesten ist. Auf diesen letzten
Beweis, sowie auf unseren ersten, mit der Ahlforsschen Methode zu-
sammenhéingenden soll an anderer Stelle eingegangen werden.

Bei allen unseren Beweisen des obigen Satzes wird von der Tat-
sache wesentlich Gebrauch gemacht, dass sich die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir die Winkeltreue und Winkelproportio-
nalitit der obigen Abbildung von T auf A, mit Hilfe der deskriptiven
Randeigenschaften des Gebietes in der Nihe des betrachteten Punktes
direkt formulieren lassen. Soll die obige Abbildung von I' auf /. win-
keltreu im Unendlichen ,im Winkel" sein, so ist hierzi auf jeden Fall
notwendig, dass I' Winkelrdume enthilt, deren Oefinungen in =, be-
liebig nahe an = herankommen, und keinen Winkelraum, dessen Oefinung
in w, grésser als © ist. Es ist leicht zu sehen, dass, wenn diese Bedingung
erfiillt ist, es einen Halbstrahl S: arg{=oa gibt, derart, dass I' Winkel-
rdume mit beliebig nahe an = heranreichenden Oefinungen enthilt, de-
ren Winkelhalbierende zu S parallel sind. — Die obige Bedingung ist aber

%) Dieser Satz gestattet ohne weiteres, eine Reihe von Grenzrelationen, die bis-
her nur als ,im Winkel" giiltig bekannt waren, auf die Anniherung iiber den ganzen
faltenfreien Kern auszudehnen, So gilt 2, B. dass, wenn eine Winkelderivierte im

Urendlichen existiert, —d, h, der von 0 und ©° verschiedene Grenzwert von '"ﬁ'“'bei der

» . N ?
Annidherung im Winkel — derselbe Grenzwert im ganzen faltenireien Kern von T vor-
handen ist. Vgl. hierzu die Bemerkungen in der Nr, 16,

% Lindeldf (2), pp, 16 —18.
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natiirlich nicht hinreichend. Herrn Carathéodory?) verdankt man
den Satz, dass die Existenz einer Tangente im Unendlichen an den Rand
von I' unter Voraussetzung der Jordanberandung fiir die Winkeltreue
der Abbildung hinreichend ist. Diesen Satz hat kiirzlich H. J. Wolfii®)
auf einen wesentlich allgemeineren Begriff der Tangente ausgedehnt.
Wir beweisen nun im Folgenden (der Hauptsatz tiber die Winkelpropor-
tionalitit am Rande, Satz XXXII, § 6, Nr. 29), dass, wenn die obige
Winkelraumbedingung erfiillt ist, fiir die Winkeltreue der Abbildung von
T auf H, im Unendlichen notwendig und hinreichend die Existenz einer
durch das Unendliche hindurchgehenden abgeschlossenen Jordankurve
L mit einer zu S senkrechten Tangente im Unendlichen ist, derart, dass
beide im Unendlichen zusammenstossende Zweige von L mit dem Rand
von I' je eine abzihlbare Folge gemeinsamer Punkte %, ' haben, mit:

- =t
- > T »,.(——)7:0

¢ w
[T 1, Bty

& -

Der Sinn dieses Satzes ist offenbar der, dass im allgemeinsten Falle
der Winkeltreue der Rand von I' zwar keine Jordankurve mit einer
Tangente im Unendlichen zu sein braucht, wohl aber mit einer ge-
eigneten derartigen Kurve eine hinreichend dichte Menge gemeinsamer
Punkte haben muss.

Unser Beweis dieses Satzes beruht wiederum auf verschiedenen
Ungleichungen fiir das konforme Mass, wobei man mit umso weniger
Vorbereitungen auskommt, je schirfer die herangezogene Ungleichung
ist.

Aus der obigen Lésung des Problems der Winkeltreue ergibt sich
insbesondere der oben erwihnte Wolffsche Satz als eine spezielle Fol-
gerung ohne weiteres. Was aber die obige Aequivalenzrelation zwischen
| F(¢)] und | f(pz)| anbetrifft, so ist in ihr insbesondere fiir den speziel-
len Fall der Jordanberandung, fir die die sogenannte Bedingung der
linearen Unbewalltheif zutrifft, ein wichtiger Satz von Herrn War-
schawski?) in wesentlich verschirfter Form enthalten,

An den Satz von Hrn, Warschawski ankniipfend, hat Hr.

) Carathéodory (2), pp. 37— 41,

8) Wolff (2. (3).

9) Warschawski (1), pp. 361 — 376, (2), pp., 320 — 325. Fiir speziellere
Klassen von Gebieten vgl, Lavrentieff (1), sowie Bessonoff u. Lavrentieff (1).
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J. Wolff'%) unter den von Hrn, Warschawski zu Grunde gelegten
Voraussetzungen eine weitere Formulierung gefunden, in der eine ge-
wissermassen zur obigen inverse Fragestellung behandelt wird. Man
betrachte unter den oben zu Grunde gelegten Annahmen iiber I' und
die Abbildung von I' auf H, den Halbkreisbogens |2| =7 aus H, und
seine Bildkurve A, in der {-Ebene. Was ldsst sich iiber den asymp-
totischen Verlauf von A, fiir r— co sagen, wenn die Abbildung der
positiven reellen z-Axe bekannt ist? Diese Frage lisst sich mit den
Methoden unserer Abhandlung weitgehend und im Falle der Existenz
einer Tangente im Unendlichen abschliessend beantworten. Kennt man
die Lage der Endpunkte von A, nicht, so folgt aus dem ersten Falten-
satz auf jeden Fall, dass |{| fiir die Punkte von A, in den Teilstiicken,
die innerhalb des faltenfreien Kerns liegen, mit | f (¢} | dquivalent ist, und
A, im Uebrigen nur in diejenigen Falten von I' eintreten kann, fiir die
die Radien der abschliessenden Kreisbogenquerschnitte mit |/ (r)| &dqui-
valent sind, Bereits in dieser Formulierung ist der Satz von Herrn
J, Wolif unter den von ihm zu Grunde gelegten Annahmen in wesent-
lich verschirfter Form enthalten. Kennt man aber die Lage eines
Endpunktes von A,, etwa f(ir), so ldsst sich iiber das zugehérige, f(r)
und f(i7) verbindende Stiick A} von A, eine wesentlich schirfere
Aussage machen. Man beschreibt den Verlauf von A7 am besten,
wenn man diese Kurve mit der Jordankurve Vi vergleicht, die /()
und f(ir) tber I und den Rand von I' gewissermassen auf ,direktestem
Wege“ verbindet. Die Kurve V7 ist dadurch charakterisiert, dass er-
stens ihre simtlichen Punkte auf I' und dem Rand von ' liegen, zweitens
die Bildkurve von Vi in f, die Punkte 7 und ir stetig verbindet, drit-
tens jedes ihrer Teilstiicke zwischen zwei innerhalb I' liegenden Punk-
ten nicht linger ist als jede andere Verbindungslinie dieser Punkte,
die nicht ins Aeussere von I tritt und sich in A, auf eine stetige Kur-
ve abbildet. Dann lisst sich unser wichtigstes Resultat iiber den Ver-
lauf von A dahin formulieren, dass A7 mit Vi asymptlotisch dquivalent
ist, wenn der betreffende Randzweig von I' im Unendlichen eine Tan-
gente besitzt. Im allgemeinsten Fall der winkeltreuen Abbildung bewei-
sen wir iiber die Faktoren, um die sich die Punkte von A} von den
entsprechenden Punkten von Vi unterscheiden, dass jhre absoluten
Betrédge auf jeden Fall zwischen positiven Konstanten

e GTv7)e G+v2)=

, (14-¢9)e L e—1,

%) Wolff (1),
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liegen. Um die Darstellung nicht mit Betrachtungen iiber die Existenz
von V,t zu belasten, formulieren wir im Text der Abhandlung die den
Verlauf von AjJ betreffenden Resultate direkt, sodass sie als unmittel-

bare Folgerungen aus dem zweiten Faltensatz (Satz XXXVIII, § 9, Nr.
38) und dem Satz XL erscheinen.

Den Beweis des zweiten Faltensatzes erbringen wir im Folgenden
gleichfalls mit Hilfe der Methode des konformen Masses. Allerdings ha--
ben wir diese Ergebnisse mit etwas schlechteren Konstanten zuerst
auf einem anderen Wege hergeleitet — mit Hilfe der Methode des
Dirichletschen Integrals. Doch erschien es uns von Interesse, alle drei
Hauptsitze dieser Abhandlung in den Kap. II und III auf méglichst
einheitlichem Wege herzuleiten.

Die methodische Grundlage dieser Abhandlung bildet also, wie
bereits erwihnt, die Theorie des konformen Masses, die in den beiden
ersten Paragraphen des zweiten Kapitels fiir den Fall einfach zusam-
menhingender Gebiete an das Léwner—Montelsche Lemma ankniip-
fend ausfithrlich entwickelt wird. Es diirften die dabei hergeleiteten
Sitze wohl noch manches andere Problem der Theorie der konformen
Abbildung zu l8sen gestatten. i

Das erste Kapitel der Abhandlung ist aber gewissen vorbereiten-
den Betrachtungen gewidmet, bei denen die potentialtheoretischen Sitze
direkt auf unsere Fragestellung angewandt werden. Dabei ist das Cha-
rakteristische, dass dies zumeist nach einer logarithmischen Abbildung
auf das Innere eines Halbstreifens geschieht. Wir beweisen auf diesem
Wege zunichst einige Ergebnisse (Sitze XV, XVI), die wir vor einigen
Jahren'!) aus einem potentialtheoretischen Satz von Lichtenstein')
gefolgert haben. Die ganze Deduktion gestaltet sich aber wesentlich durch-
sichtiger und fiithrt weiter, wenn man die Betrachtung von vornherein
im Halbstreifen durchfithrt. Doch handelt es sich dabei bei einem der
Hauptdurchgangspunkte der ganzen Entwicklung wiederum um eine Trans-
formation des gleichen Lichtensteinschen Satzes. Es sei hier darauf hin-
gewiesen, dass in der oben zitierten Abhandlung®} von Herrn J. Wolff
ein Beweis eines Satzes von Hrn. Visser!) — eines Spezialfalls des
Satzes XII — skizziert wird, der sich mit unserer Betrachtungsweise
enge beriihrt.

Unter den Einzelergebnissen, die sich in diesem Kapitel neu
ergeben, sei auf den Satz XII verwiesen, worin insbesondere die Tatsache

) Ostrowski (3).
12) Lichtenstein (2).
1) Visser (1), pp. 32 — 33,
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enthalten ist, dass, wenn irgend ein Teilwinkelraum % = arg 2 =4, vop
H. bei der betrachteten Abbildung sich konform abbildet, dasselbe dann

fir jeden Winkelraum Iarg2\§f;~-5.5>0, der Fall ist,

Manchem Leser wird vielleicht die grosse Ausfiihrlichkeit der Dar-
stellung im § 1 auffallen, in dem einige Tatsachen iiber die Beschrinkt-
“heit der Argumentschwankung in der Nihe des betrachteten Rand-
punktes von I' zusammengestellt werden. Natiirlich kann der Leser, dem
diese Tatsachen selbstverstidndlich erscheinen, ihre Beweise {iberschla-
gen. Indessen wurde dieser Abschnitt jm Laufe der Ausarbeitung der
vorliegenden Abhandlung wiederholt umgearbeitet, und wir haben dabei
die Erfahrung machen miissen, dass nur eine in allen Einzelheiten aus-
fithrliche Darstellung die betreffenden Resultate zu sichern vermag.

Im iibrigen wurden an manchen Stellen Tatsachen, die an sich
innerhalb der vorliegenden Abhandlung nur die Rolle von Hilfssétzen
spielen, weiter entwickelt, als unbedingt notwendig gewesen wire, wenn
sie uns auch selbstindiges Interesse zu besitzen schienen.

Die Hauptresultate der vorliegenden Abhandlung sind in zwei vor-
l4ufigen Mitteilungen, C, R. 202 (1936), pp. 727 — 728; pp. 1135 — 1137
vertifentlicht worden,

KAPITEL I

Anwendung der Eigenschaften harmonischer
Funktionen im Halbstreifen.

§ 1. Argumentschwankung in der Nahe eines Randpunktes.

1. Wir verstehen unter /. die rechte Halbebene M2z >0 der

z-Ebene. Konvergiert 2 fiir irgend ein positives & aus H, gegen co derart,
dass dabei bestindig

|arg 2 | = T s
=
bleibt, so sagen wir, z konvergiere gegen o> aus /. im Winkel ‘oder

ii.’.ber. eine Winkelumgebung, Konvergiert ferner z gegen z==co so, dass
fir irgend ein positives d<{rt bestindig

-g-> arg z>~;———d
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bleibt, so sagen wir, z konvergiere geden co aus /1, halbseitig an der
positiven imaginiren Axe, und eine analoge Definition gilt fiir die nega-
tive imaginire Axe. Endlich konvergiert 2z allseilig gegen oo aus M,
wenn es dabei keinen weiteren Einschrinkungen unterworfen wird.
Es ist unmittelbar klar, wie die entsprechenden Definitionen im Falle
des Finheitskreises, bzw. des Parallelstreifens (wenn der zu approxi-
mierende Grenzpunkt im Unendlichen liegt) zu formulieren sind, - Es sei
noch hervorgehoben, dass, wenn wir im Folgenden behaupten, irgend
ein Sachverhalt gelte bei Approximation im Winkel, bzw. bei halbseitiger
Approximation, dann, sofern nicht das Gegenteil angegeben wird, immer
gemeint ist, der betreffende Sachverhalt gelte bei jeder Approximation
im Winkel (also fiir jedes 8 >>0) bzw, bei jeder halbseitigen Approximation.

Definition: Es sei L ein ins Unendliche verlaufender Jordanbogen.
Wir sagen, L habe im Unendlichen die Richtung o, falls das Argument
von 2, geeignet festgelegt, gegen ¢ Lonvergiert, wenn 2 lings L ins
Unendliche strebt.

Jeder Halbstrahl, der mit der positiven reellen Axe den Winkel ¢
bildet, wird als Tangente von L im Unendlichen bezeichnet, und der obige
Sachverhalt wird auch so formuliert, dass L im Unendlichen eine Tangente
besitzt. Offenbar bleibt die Richtung von L im Unendlichen und die
Gesamtheit der Tangenten an L im Unendlichen bei jeder Parallelver-
schiebung der Ebene unverindert.

2. I Es sei T ein einfach zusammenhdngendes Gebiel, das im Unend-
lichen einen erreichbaren Randpunkt =,'*) und im Endlichen einen erreich-
baren Randpunkt %, besizt. Eine bis auf die Endpunkie in I liegende Jor-
dankurve % mége o mit %, verbinden. Es mégen die Werte von arg (E—&J
auf % in T bei geeigneter sietiger Festlegung im Intervall < o, B> liegen

Dann bleiben die Werte von arg ({—1U) in I' bei enisprechender
stetiger Festlegung im Intervall

(2,1) <lo—2%, BF27>.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit dart t,=0 voraus-
gesetzt werden. Man schneide die Ebene ldngs X auf und bezeichne
das entstehende Gebiet mit E. Man lege die Werte von arg { auf dem

1) Es sei daran erinnert, dass einem erreichbaren Randpunkt von I" bei der
konformen Abbildung von I' etwa auf das Innere des Einheitskreises ein einziger Peri-
pheriepunkt des Einheitskreises entspricht, wéhrend umgekehrt diesem Peripheriepunkt
ein ganzes Randpunktkontinuum von T' entsprechen kann, das dann jenen erreichbaren
Randpunkt als einzigen aus dem Innerem von I' erreichbaren Punkt enthélt. Diese Ver-
hiltnisse sind zum ersten Mal von Carathéodory, Carathéodory (1), sowie Lin-
delsf, Lindelsf (2), klargelegt worden,
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linken Ufer von A —d. h, auf dem Ufer, an das £ beim Durchlaufen
von A von O nach 7, von links grenzt — so fest, dass sie in <o f>
liegen und bezeichne diese Wertebelegung auf A als Funktion des Punk-
tes ¢ mit ¢(). Die dadurch eindeutig festgelegte Bestimmung des Ar-
guments in E und auf den beiden Ufern von ) sei als Funktion des
Punktes mit ® ({) bezeichnet,

Verbindet man einen Punkt £, auf dem linken Ufer von ) mit dem
gegein'iberliegenden Punkt {,' auf dem rechten Ufer durch einen sonst
in E verlaufenden, sich nicht tiberschneidenden Weg 7, so muss 7 den
Nullpunkt einmal umkreisen, da durch 7 das zwischen 0 und £ liegende
Stiick von A von =, getrennt wird. Zugleich umkreist v, von £, mach &
durchlaufen, den Nullpunkt im positiven Sinne, da 7 bei ¢, von A auls
gesehen, nach links verlduft und daher das Stiick 0%, von X links von n
bleibt. Daraus folgt, dass ® () in ¢’ genau den Wert ¢ (¢;)~~27% haben
muss.

Man bilde nun durch die Funktion @ =1g ¢ das Gebiet E auf die
w-Ebene ab, indem als S1g¢ der entsprechende Wert von ¢ (¢) ange-
nommen wird. Dabei geht das linke Ufer von : in eine Kurve L, iiber
die fich von — oo nach 4-co hinzieht und stets im Parallelstreifer;
¢ =IW=P verlduft. Die Bildkurve L, des rechten Ufers von ) entsteht
aus L; durch Verschiebung um 27 parallel zur imagindren Axe nach
oben. ‘Alle Punkte des Bildgebietes G von £ haben nun die Eigenscha ft
dass sie sich sowohl mit Z; als auch mit L, verbinden lassen, ohne dass
dabei unterwegs L, bzw, L, getroffen wird. Diese Eigenschaft kommt
aber weder den Punkten mit S@=«, noch den Punkten mit Iw=
=f~+27% zu. Daher liegt G im Parallelstreifen o Sw<B-+|2=.

Wir sehen, dass ® (t) zwischen o und B2 bleibt.

I.\Iun v‘vird I durch X in zwei Teilgebiete zerschnitten, von denen
das eine, [';t an das linke Ufer, das andere, I'y™ an das rechte Ufer
von ) grenzt. Wihlen wir auf A die durch o(Z) gegebene Bestimmung
des Arguments, so ergeben sich in I';* durch stetige Fortsetzung die
durc}lx (D'[C) gegebenen Werte, Im Inneren von I~ ergeben sich aber
dabei die durch ®(¢) —2=x gegebenen Werte, da der Funktion ® (f)
31;1 r;)c(lz‘]cen ijqu (Eron A die Argumente ¢ ({)-}-2% entsprechen. Die Werte

n un —2x li i
i T o )ist' liegen aber im Intervall < o —2m, Bt2n>,

3. Aus dem damit bewiesenen Satz ergeb i i
gonds Koo det geben sich unmittelbar fol
i a) Es sei T .ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, das. im Unend-
ichen eineri erreichbaren Randpunkt =, und im Innern einen Punkt Co
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besitzt. Eine bis auf =, in U' liegende Jordankurve k mdige {, mit =,
verbinden, Durch einen in T liegenden, ). nur in & treffenden Ein-
schnitt mége T in ein Teilgebiet T, verwandelt werden. Liegen dann die
Werte von arg (6— &) auf % bis auf & und %, bei geeignefer stetiger
Festlegung im Intervall < o, 8>, so bleiben die Werte arg (L—5p) in L,
bei entsprechender stetigen Festlegung im Intervall (2,1).

Denn man braucht zum Beweise offenbar nur I auf I'; anzuwen-
den. — Unter den Voraussetzungen des Korollars a) liegt natiirlich die
Schwankung von arg (t—&) auch in jedem Teilgebiet von Iy im glei-
chen Intervall (2,1).. Daraus folgt aber sofort:

b) Gelten die Voraussetzungen von a) und wird ausT durch einen,
% nur in einem Punkte treffenden Jordanguerschnitt'®) ein Teilgebiet Ty
abgegrenzt, das ein unendliches, in ®, miindendes Stiick von X enthdll, so
liegen die Argumentwerte von & —UCy in T bei stefiger Festlegung im
Anschluss an die Werte auf ) im Infervall (2,1).

Denn zieht man im Komplementirgebiet I\’ von Iy in bezug auf T
einen Einschnitt bis zum Punkte {,, der X nicht mehr trifft, so wird
durch diesen Einschnitt aus I' ein Teilgebiet erzeugt, in dem I liegt.

Insbesondere ergibt sich aus dem Satz I und den beiden obigen
Korollaren, dass die Schwankung von arg ((—{;) bei entsprechender
stetiger Festlegung in einer hinreichend nahen allseitigen Umgebung
von %, im Intervall (2, 1) bleibt. Dabei muss aber die ,Nihe" im fopo-
logischen und nicht im mefrischen Sinne aufgefasst werden. Man kann
diese Auffassung etwa so prézisieren: Bildet man I' so konform auf den
Parallelstreifen | 3@ | <= ab, dass %, in den ,rechten“ unendlich fer-
nen Punkt ;oo {ibergeht, so wird eine Umgebung dieses unendlich
fernen Punktes im Parallelstreifen durch jeden Querschnitt abgegrenzt,
der beide Randgeraden des Parallelstreifens miteinander verbindet. Die-
se Umgebung liegt umso ,n&her* an den betreffenden unendlich fernen
Punkt, je weiter nach rechts sidmtliche Punkte des betreffenden Quer-
schnitts liegen. Dabei kénnten aber sehr wohl gewissen Punkten aus
jeder solchen Umgebung Punkte des Gebietes I' entsprechen, die etwa
innerhalb des Einheitskreises liegen, also vom metrischen Standpunkt
der I'-Ebene aus durchaus nicht etwa gegen %, konvergieren,

Legt man den soeben gekennzeichneten topologischen Begriff der
+Nihe" zugrunde, so kénnen wir als weitere Korollare formulieren:

¢) Unter den Voraussetzungen des Satzes I bzw. des Korollars a) lie-
gen die Argumeniwerte von { — {, in einer topologisch hinreichend na-

15) Ffir die hier und weiter in Betracht kommenden topologischen Eigenschaften
einfach zusammenhingender Gebiete vgl. Carathéodory (1)
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e

hen Umgebung von =, bei entsprechend stefiger Festlegung im Intervall
2, 1).

d) Es sei I' ein einfach zusammenhiingendes Gebiet mit einem er-
reichbaren Randpunkt =, im Unendlichen. Es mége ein im Endlichen ge-
legener innerer oder Randpunkt ¢, von I' die Eigenschaft haben, dass
der Winkelraum

A= arg [C—CO]EE

ganz in ' verliuft, Verbindet man &, mif dem Rand von §' durch einen
Weg ¢, dessen innere Punkte A nicht treffen, so wird durch einen Ein.
schnitt lings ¢ aus T ein Gebiet I'y erzeugt, in dem die Argumentwerte
von {—U, bei entsprechender stetiger Festlegung im Intervall <& — 2r,
t+27> liegen. (Wenn &, ein Randpunkt ist, fallt [, mit I' zusammen).

Zum Beweise braucht man nur den Satz I bzw, das Korollar
a) zweimal anzuwenden, indem man als A einmal den Halbstrahi:
arg (£—&,) = 7 und das andere Mal den Halbstrahl: arg (& — &) == & wihlt,
Es ergeben sich so fiir die Argumentwerte von {—U,, die durch stetige
Fortsetzung aus A entstehen, die Intervalle <y —2=, 121>, <8—27,
827>, Der Durchschnitt dieser beiden Intervalle ist aber gerade das
Intervall {8 —2=, v4-27», Wie man sieht, gehen in diesem  Falle die
Schranken iiber das wurspriingliche Intervall nach beiden Seiten um
2% — (6 —7) hinaus,

Inshesondere gelten die gleichen Schranken unter den Vorausset-
zungen von d) in jeder topologisch hinreichend nahen Umgebung von,,

Es sei endlich noch bemerkt, dass die in den Behauptungen von
Satz I and den Korollaren a}— d) vorkommenden abgeschlossenen Inter-
valle sich durch die entsprechenden offenen Intervalle ersetzen lassen,
da arg 2z eine harmonische, nicht konstante Funktion ist.

4. Das fiir unsere spiteren Betrachtungen Wesentliche am Ko-
rollar ¢} zum Satz I ist, dass unter den entsprechenden Voraussetizun-
gen die Schwankung von arg ({—Z&) in einer Umgebung von %, iiber-
haupt beschriinkt ist. Der Punkt §, ist aber dabei zunichst ein fester
innerer oder Randpunkt. Wenn nun & im Innern von I’ liegt oder ein
geradlinig erreichbarer Randpunkt ist, dann geniigt natiirlich bereits
die_ Existenz einer irgendwo in I liegenden Jordankurve A, die in 7,
miindet und l4ngs deren die Schwankung von arg (¢ — &) beschrinkt
bleibt, da man ja dann A durch einen [in I' liegenden Streckenzug mit
& verbinden kann und dadurch nur ein beschrinkter Zuwachs an Argu-
mentschwankung hinzukommt, Es ist nun leicht zu sehen, dass dies

nicht mehr richtig zu bleiben braucht, wenn &, ausserhalb. I' liegt, da
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dann unendlich viele topologisch beliebig nahe bei =, liegende Rand-
stiicke sich beliebig oft um £, herum winden kénnten,

Dagegen ldsst sich dies noch beweisen, falls die topologische Néhe
flir T, mit der metrischen zusammenfillt, d. h. falls die Distanzen der
Randpunkte von I' vom Nullpunkt ins Unendliche streben, wenn man
ldings des Randes gegen 7, geht!). Wir behaupten ndmlich den fol-
genden Satz:

II. Es sei T' ein einfach zusammenhingendes Gebiet der (- Ebe-
ne mit dem Rand R, das im Unendlichen einen erreichbaren Randpunkt =,
besitzi. Es mége T die FEigenschaft haben, dass, wenn man lings R
gegen T, geht, die Distanzen der dabei durchlaufenen Randpunkte vom
Nullpunkt  ins Unendliche konvergieren. Es seien &, & zwei beliebige
{nicht notwendig verschiedene) im Endlichen gelegene Punkte der (- Ebene.

Gibt es einen in ' verlaufenden und in =, miindenden Jordanbo-
gen A* lings dessen das arg (L-—C,), irgendwie sfetig festgesetzt,
absolut beschriinkt bleibt, so gibt es eine, durch einen im Endlichen liegen-
den Querschnitt von I' abgegrenzte Umgebung von =, , in der das
arg ({—&,), irgendwie stetig festgesetzt, absolut beschrénkt bleibt.

Beweis: Man verbinde &, mit {; durch eine Strecke 5§ und grenze
durch einen aus endlich vielen Strecken bestehenden Querschnitt g,
von I eine solche Umgebung Iy von %, in [' ab, dass alle Punkte von
s ausserhalb von T, liegen.

Ist ¢, irgend ein innerer Punkt von ¢,, so verbinde man &, mit &,
durch eine Strecke s, und grenze von Iy durch einen aus endlich vie-
len Strecken bestehenden Querschnitt ¢ eine solche Umgebung I, von
%, ab, dass §; ganz ausserhalb von I, liegt. Ist dann ; irgend ein
innerer Punkt von ¢, so kann man {, mit {; durch einen Streckenzug
S, verbinden, der gamz in I liegt. Der Streckenzug S; ldsst sich so
abindern, dass er bis auf {; ganz ausserhalb I, liegt, Der aus s, und
S, bestehende Streckenzug .S verbindet {, mit dem Randpunkt {; von
T, und bleibt bis auf ¢, ausserhalb Iy, S kann ferner als doppel-
punktsfrei vorausgesetzt werden, indem man eventuell vorhandene, ge-
schlossene Teilstiicke von S weglisst.

1% Es l4uft dies darauf hinaus, dass in diesem Fall der Punkt =, ein sogenanntes
ypunktférmiges Primende” im Sinne von Carathéodory (1) ist, m. a. W.: Bildet man I’
konform auf das Innere des Einheitskreises etwa der w-Ebene ab, und entspricht dabei
ny der Peripheriepunkt w, des Einbeitskreises, so entspricht umgekehrt @, in der { - Ebe-
ne der einzige Randpunkt w,, sodass, wenn eine Punkifolge w, aus dem Inneren des
Einheitskreises gegen w, konvergiert, die entsprechenden Punkte {, innmerhalb I' stets
degen =, konvergieren,

25, Prace Matematyczno-Fizyczne, T, 44, 385
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Wir behaupten nun zuerst, dass in 'y arg ((—G&,) stelig und gleich-
méssig beschrinkt festlegbar ist. Denn man kann annehmen, dass der
Weg A* samt seinem Anfangspunkt ¢y innerhalb Iy liegt, da man ja A*
beliebig verkiirzen kann. Zugleich kann man annehmen, dass &, gerad-
linig erreichbar ist. Nun verbinde man £; mit Ly durch einen
Streckenzug A; aus endlich vielen Strecken, der bis auf & in I liegt
und A* bis auf £; nicht trifft.

Man kann dann an T, einen um S liegenden Schlauch I, anfiigen,
der an [; nur lings eines zusammenhingenden Teilstiickes von ¢ grenzt
und &, und & zu Randpunkten hat, die tibrigen Punkte von S aber im
Tonern enthélt, Es geniigt z. B,, um Iy zu bilden, eine Kreisscheibe mit
ihrem Mittelpunkte ldngs S von £; nach {, fahren zu lassen, wobei der
Radius von einem hinreichend kleinen Wert fiir & an eigentlich mono-
ton und stetig abnimmt und in ¢, den Wert 0 annimmt, und sodann
diejenigen Punkte der iiberstrichenen Fldche zu betrachten, die ausser-
halb T, liegen. Das aus I und T, zusammengesetzte, einfach zusam-
menhingende Gebiet I; hat %, als einen erreichbaren Randpunkt und
enthilt die Jordankurve A=A"-}A 4S8, die n, mit {, verbindet, bis
auf diese beiden Punkte im Inneren. Andererseits ist die Schwankung
von arg ({— &) auf dem Streckenzug A, 4 S sowieso beschrinkt, sodass
alle Voraussetzungen des Satzes I erfiillt sind. Daher ist die Schwan-
kung von arg ((—&;) in Iy beschrinkt und daher erst recht in Iy, wo-
mit die obige Behauptung bewiesen ist.

Um nun von & zu {, iiberzugehen, darf man offenbar annehmen,
dass die positive reelle Axe in die Richtung von &, nach &{; weist und
auf der Geraden durch {;, {; liegt, da ja die Schwankung des Argu-
ments von der Wahl der Anfangsrichtung unabhéngig ist. Da nun auf
der Strecke s selbst keine Punkte von I liegen, kann die Funktion
arg ((—¢,) in [ stetig und so gewihlt werden, dass durchweg | arg (£—&)
—arg(t—¢)| <= bleibt. Denn, wenn ¢ oberhalb bzw. unterhalb der
reellen Axe liegt, liegen beide Argumente modulo 2= im Intervall (0,7)
bzw. im Intervall (=, 27), Liegt aber { auf der Geraden durch &,
und &, so sind die Argumente von {—&, und ¢{—¢ modulo 2% kon-
gruent. Daher ist die Schwankung von {—Z¢, in I', héchstens um 27
grosser als diejenige von L—{&,, womit der Satz I bewiesen ist,

Bemerkung zum Satz 1l. Der Saiz II ist insbesondere dann an-
wendbar, wenn die beiden in T, zusammenstossenden Randzweige von I in
einer Umgebung von =, Jordancharakter besiizen.

5. Bei den bisherigen Betrachtungen waren die Argumentwerte
von {—&; (bzw, £ —{)) nur fiir die inneren Punkte von I' definiert.

Man kann-indessen auch am Rande das Argument von ¢— &, nach
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Anbringung eines £, von co trennenden Querschnittes ¢ im stetigen
Anschluss an die Werte im Inneren definieren. Es sei zuniichst {; ein
erreichbarer Randpunkt von T, der durch ¢ von &, getrennt wird und
die Eigenschaft hat, dass kein weiterer Randpunkt von I bei der kon-
formen Abbildung auf . in denselben Randpunkt von /. iibergeht wie
& . Ist L ein in & miindender, sonst in I verlaufender Jordanbogen,
so definiert man arg (¢, — &) als Grenzwert von arg (£ —£&;) auf L—dass
dieser Grenzwert von der Wahl von L unabhingig ist, ist leicht einzu-
sehen, Natiirlich erhalten aber zwei verschiedene, in einem Punkt lie-
gende Randpunkte im allgemeinen auch verschiedene Werte von
arg (C— &) zugeordnet.

Handelt es sich aber um ein sogenanntes Primende (oder Rand-
element) &, das bei der Abbildung von I' auf H; etwa einem Randpunkt
von H, entspricht und doch aus einem ganzen Kontinuum von Werten
besteht1”), so wird &; eine unéndliche und sogar kontinuierliche Menge
von Werten zugeordnet, die man erhilt, wenn man alle Punktfolgen aus
T betrachtet, die gegen & konvergieren, und alle Hiufungsstellen der
zugehdrigen Argumentwerte von { — £, ins Auge fasst. Im Falle der Existenz
von nicht punktférmigen Primenden ist also arg ({— &) sogar dann eine
mehrdeutige Funktion von { auf dem Rande, wenn man die verschiede-
nen Randpunkte, die in einem und demselben Punkte liegen, als ver-
schieden ansieht. Natiirlich handelt es sich dabei aber stets um Punkte
und Primenden, die von & durch einen beliebigen aber festen Quer-
schnitt getrennt worden sind.

Ist nun unter den Voraussetzungen des Satzes I C einer der beiden
im Randpunkte 7, zusammenstossenden Randzweige von T, so wird man
im allgemeinsten Falle die Existenz der Tangente an C in =, folgender-
massen definieren: Es muss das fiir irgend ein geeignetes &, aus I lings
C im stetigen Anschluss an das Innere einer Umgebung von 7, in r
definierte Argument von {— &, einem bestimmten Werte ¢, zustreben,
wenn man lings C gegen =, geht. Dass arg (C—{) fiir gewisse & ein
ganzes Kontinuum von Werten annimmt, braucht dabei nicht zu stéren,
es fragt sich nur, ob fiir jedes positive ¢ stets die Ungleichung

[arg (E—G) —ap | e

gilt, sobald nur ¢ auf C, topologisch genommen, nahe genug bei =, liegt.
In diesem Sinne soll im Folgenden die Existenz der Tangente an einen
Randzweig eines Gebietes im Unendlichen verstanden werden, Die

") Dieses Kontinuum kann trotzdem einen erreichbaren Randpunkt von T ent-
halten.
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Definition der Tangente an eine Jordankurve ist hierin natiirlich als
spezieller Fall enthalten.

Es ist indessen von Interesse, dass in gewissen Fillen sich ein noch
wesentlich allgemeinerer Tangentenbegriff, den man Herrn J. Wolffty
verdankt, auch bew#hrt, Wir werden nimlich sagen, ein in 7, miinden-
der Zweig C des Randes von I' besitze dort einen Halbstrahl s mit de
Richtung ¢ als eine W-Tangente im Unendlichen, wenn Folgendes der
Fall ist: Es gibt zwei Jordanbdgen v,, 7s, die § im Unendlichen berﬁhl-'
ren und diesen Halbstrahl im Uebrigen zwischen sich enthalten, ohne ihn
zu treffen, Verbindet man die Endpunkte von v, und v, du;ch eine
Jordanquerschnitt ¢, der sonst weder y, noch 7, noch C :nrifft, und ben-
trachtet man das von 7Y;7,¢ begrenzte Gebiet, in dem S verliuft, so
l.iegen alle Punkte von C, die, metrisch genommen, nahbe genug bei‘ ™
liegen, ganz innerhalb oder ganz ausserhalb dieses Gebietes, Eine W~Tan‘~)
ge'mte ist deshalb nicht notwendig eine Tangente in dem oben definierten
Sinne, weil, wie schon frither erwihnt, es sehr wohl Punkte von C geben
ka‘nn. die, topologisch genommen, beliebig nahe bei 7, liegen und anderer-
seits etwa im Innern des Einheitskreises bleiben und dort so verteilt sind
dass fﬁr'sie die Argumente von {— &, fiir kein &, gegen ¢, konvergieren'
Im Uebrigen ist leicht zu sehen, dass mit s zugleich auch jeder andert;

Halbstrahl mit derselben Richtung im Unendli i
o o il derselle g im Unendlichen eine W-Tangente

Umgekehrt braucht eine Tangente im oben definierten Sinne keine
W-Tanlgeute zu sein, Man kann es z. B. so einrichten, dass C eine
unendliche Folge von Randpunkten ¢, &, enth.‘ilt: die alle im
Unerfdlichen liegen und lings C, topologisch genommen, gegen w, kon-
vergieren. Wenn man dafiir sorgt, dass die Grenzargumente fiir gy —b

%) In den Abhandlungen v ¢ i
begriff wenigstens implizite z;g.lgrum‘i): gzeogt.ff. WOlif (21 3) wird dieser Tangenten-

19 e
ion dej EI:;( unser;r obex‘a zitierten Abhandlung, Ostrowski (3) p, 96, ist eine Defini-
Fassung zu 1\:. (un tflaml't der Tangente) gegeben worden, die in der dort gewihlten
snfer Bemat ‘SSVZTS and_mssen Attlass geben kénnte. Die dortige Formulierung kénnte
ot zun'g:h er obxg‘en l?ezefchnungen als die Definition einer W-Tangente auige-
Defiattin ;1. wailreud,‘ wie wir hier ?usdrﬁcklich hervorheben méchten, wir nur an die
condore dic e\rX/'a kge];n;men Tange:mte lm oben zitierten Sinne gedacht haben, Dass insbe-
Bowole e "Le' reue auch fiir eine W-Tangente gilt, geht aus der dort gegebenen
Hen 3 Woltt oo ooy hervor, ist vielmehr erst in den beiden Abhandlungen von
benen Stelle ' °_‘ '(?)' (3) b:ewwseu worden. Um die Formulierung an der "angege-
Rund £ prézisieren, sind dort in den Zeilen 6, 7 von oben die Worte: yalle

andpunkte von G, die hinreichend nahe bei P liegen” y

punkte von G, die im Sinne der to
chend nahe bei P liegen“.
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gegen ¢, konvergieren, aber simtlich von ¢, verschieden sind, so hat
kein in 7, miindendes Stick von C eine W-Tangente in 7, withrend
man es leicht erreichen kann, dass eine Tangente in unserem Sinne
wirklich vorliegt.

Ferner ist zu bemerken, dass unsere obige Definition der Tangente
durchaus von der Wahl von ¢, abhingig sein kann. Trotzdem ist sie
nittzlich, wie sich spiter herausstellen wird, da gewisse Sétze auch
dann richtig bleiben, wenn es iiberhaupt Werte von ¢, gibt, in bezug
aut die C in 7, eine Tangente hat Dagegen ist es sehr leicht zu sehen,
dass unter den Voraussetzungen des Satzes II%°) es auf die Wabl von
¢ nicht ankommt. Genauer gesagt, wenn C fir ein { in = Tangenten
hat und, falls man lings C gegen %, geht, die Distanz der Punkte von
C vom Nullpunkt gegen oo strebt, so hat C auch fir jedes andere &
die gleichen Tangenten, und dann ist es an sich auch nicht ndtig, %
auf das Innere von I' zu beschrénken.

Im Folgenden werden wir uns stets nur mit Tangenten im oben
definierten Sinne befassen bis auf die Nr, 19, in der wir kurz auf einen
neueren Satz von Herrn J. Wolff iiber W-Tangenten eingehen.

6. 1L Es mdge ein einfach zusammenhingendes Gebiel T in der
- Ebene mit einem erreichbaren Randpunkt =, im Unendlichen so kon-
form auf die rechie z-Halbebene H, abgebildet werden, dass =, in den un-
endlich fernen Punkt iibergeht. Es migen dabei die beiden Randzweige
C,, C, von I, die in =, zusammensiossen, dort tiir einen Punkt &, aus T
Tangenten besitzen mit den Richtungen %, ¥y, wo also §;, bzw. 4, die
Grenzwerte von arg (5 — %) auf diesen Randzweigen sind, wenn { ldngs Cy
bzw. C, ins Unendliche geht. Es mige C, etwa der negativen, C, der po-
sitiven imaginiren Axe enisprechen. Dann ist ¢, =4d,, und die Schwan-
kung des Argumentes von L — &, ist in einer gewissen, durch einen ganz
im Endlichen verlaufenden Querschnitt von I' abgetrennten Umgebung
von =, beschrdnkt.

Beweis:. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit darf & =0 voraus-
gesetzt werden. Es sei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, und es seien
C/ und C, in = miindende Stiicke von C; bzw. C., deren Anfangs-
punkte & bzw. & im Endlichen liegen und geradlinig erreichbar sind
und auf denen arg & sich von §; bzw. ¢, héchstens um & unterschei-
det. Man verbinde & mit & durch einen aus endlich vielen Strecken
und Kreisbégen bestehenden und im Endlichen liegenden Querschnitt ¢
von [, der 0 von 7, trennt.

2) d, h, also, wenn es sich bei dem 2u =, gehérenden Randelement um ein

opunktférmiges Primende” handelt,
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Es sei 7T eine in I verlaufende und in 7, mii

mit dem Anfangspunkt im Nullpunkt, Man ka(;m ;i‘;:‘i?ni?rg:nkﬁrve
zug voraussetzen, der zwischen jedem im Endlichen liegendenre; e
und 0 nur aus endlich vielen Strecken besteht, in seiner ganzen A lcllnkt
nu'ng‘ aber natiirlich auch unendlich viele Strecken enthalten kanus elfjl-
sei Iy das durch g abgegrenzte Teilgebiet von I, das ein unengi' h .
Stick von 7' enthdlt. Es sei ferner §, der letzte Punkt von lcc[es
angetr.offen wird, wenn man lings T von 0 aus ins Unendliche geh({c’ ecrl
es‘sel das von { nach =, laufende Stick von T mit 7, bezej ilunt
Wir wollen nun zeigen, dass man &, &, durch zwei solche Ptinkte [ ¢ bne -
Mg auf G\’ bzw. C, ersefzen kann, das ein 1, mit 1), verbindender Kq : 'Zw'
gen m];'i dem Mittelpunkt im Nullpunkt in T liegt. ) e

enn es sei R grdsser als die maximale Di ’

vom .Nullpun.kt und K der Kreis um 0 mit demlsg:;iuie;??m;’ktir;}?:lz
nur m"endlxch vielen Punkten, da nur endlich viele Teilstrelcken

T, -K tiberhaupt treffen kénnen. Insbesondere ist die Anzahl der P V(;{n
te, in den_en K von T, durchsetzt wird, sicher ungerade, da 7, elilr? !
E’unkt_ %’ innerhalb K' mit 7, verbindet. Es gibt daher eiilen Teiilbogeeg
1;n\crlonder, :,Isis?‘l zwei 'Endpunkte M1, Ny auf dem Rande von I'; liegen

d der o dﬁ in einer ungera:den Anzahl von Punkten durchsetzt
}J:vxr c:[er éegmitan er bxg. a.;ftm, ggdm T'y. Nun ist 7} ein Querschnitt von
os der &, mit 7, verbindet un aher C,’ von C,’ trennt. Die beid
Teilgebiete, in die T, darch T, zerlegt wlird i it I' AT b
zeichnet, wobei C," zum Rande von I, u l Sele’n o R e b
}gﬁhﬁrt. Wenn nun der eine Endpunkt ‘;))11 vrt;: %Ciuzilnfliafsnj:n V[‘fn ;‘:‘f
dzrt%, s; muss der andere Endpunkt 7, auf dem Rande von Ty llijégen.
g uni{teme ung?rad’e Anza}:l von Malen durchsetzt. Da aber dielse
. vzn C; Ir:ltlltr ez;genflp:nst C, hegeg ’kﬁnvr;/en, verbindet % einen Punkt

' nkt 7y von C,, ir kon -
rein annehmen, dass q ein Kreisbogen mit dem Milter;:an:?agerl;Ol;;::l; f’set

Es sei nun zuerst ¢, = ¢y, und es sei E<»1c-— gewihlt, Dann lie-
4

gen alle Punkte von C/, C; im Winkelraum

(6.1) larg £ —4 | <2
4

menhg:gjsdﬁrsextsd!angs q die Argumente von £ und §, stetig zusam-
e angen .de:gzn fe stetig fortgesetzten Argumente aller Punkte von
Lonwincton de rgumentwerten von & und &, sodass auch ¢ in (6, 1) liegt

iegt der ganze Rand von T, in (6, 1), Wire nun I, nicht' ganz il;

(6, 1) enthalten, so mii
o miisste das ganze Aeussere von (6, 1) zu I, gehdren,

Zur Randverzerrung bei konformer Abbildung. 21

sodass der Nullpunkt ein innerer oder Randpunkt von T, wire, wihrend
der Nullpunkt nach Konstruktion ausserhalb T liegt.. Daher liegt Iy in
(6, 1), und die Schwankung des Arguments ist in I, endlich, womit fiir

¢, = ¥, der Satz III bewiesen ist.
Es sei nun &, 7 ¢,, und ¢ bei-der obigen Konstruktion sei kleiner

!
dde—d i 5 b gewihlt. Dann liegt auf ¢ sicher der Punkt
b b,
Mo = Ré 2

d’q
mit dem Argument _‘11:2]" .

liegt dann ganz in Ty, da sich auf o durchweg durch stetige Fortsetzung

]
9 A e der
2

als

Der Halbstrahl o: ¢ m,, 1 <£< o0,

der Argumentwert ergibt, ausserhalb der Intervalle

<gy—e, dFe>, und b —e Uy + > liegt. Verbinden wir
nun 7, mit dem Nullpunkt innerhalb I' durch einen Streckenzug o, , der
o bis auf 1, nicht trifft, so bleibt die Schwankung von arg ¢ auf o, -+a
beschrinkt, und aus dem Korollar a) zum Satz I folgt die zweite Be-
hauptung des Satzes III auch fir ¢; = ;.

Um aber einzusehen, dass ;< ¥, ist, betrachte man das Bildge-
biet G, von I in der z-Ebene, das von H: durch einen Querschnitt ¢’
abgegrenzt wird. Sind die Bildpunkte von &, &, resp. 2Z;, 2, so geht
man beim positiven Umlauf um G, lings der imaginiren Axe von
+ ico bis 2,, sodann léngs ¢’ von 2 nach 2, und endlich von 2; léngs
der imaginiren Axe nach —ico., Daher liegt T, zur linken Hand,
wenn man lings ¢ von &, nach & geht. Insbesondere liegt dabei der
Strahl o links von ¢; der Nullpunkt muss also dabei rechts von ¢ lie-

gen, und es folgt arg & > arg ¢,. Da aber arg & in <{¢ —=,

) )
b +¢> und arg & in <y —e, ¢, -+ &> liegt und S<—U—1—:2~{——u—2
ist, muss ¢, < U, sein, w. z. b, w.

§. 2. Beschrankte harmonische Funktionen im Halbstreifen.

7. Es moge nun das Gebiet I', fiir das etwa die Voraussetzungen
des Satzes I oder des Korollars a) dazu erfiillt sind, mit Hilfe der Funk-
tion {=f(z) auf die rechte Halbebene H, der z-Ebene so konform
abgebildet werden, dass der unendlich ferne Randpunkt =, dem Punkt
z==co entspricht. Durch eine weitere Transformation z==¢*, w=1g 2

wird I' auf den Parallelstreifen | 3w | <% so abgebildet, dass m, in den
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Punkt @ == 4~ co "tibergeht. Ist dann {==g (), so fol

‘ . , gt aus de S
bzw. dem Korollar a) dazu, dass @ {w)==arg (g (@)—¢,) in l’:linbatze b
wissen Halbstreifen om ger

* & K
S*: 3w | <—2~, N w>u,

gleich\;vnéissig absolut beschrénkt und stetig festlegbar ist.
ir wollen nun zuerst einige Sitze fiir derartige
i olle ge im Halbstrej
S* glemhmass:g absolut beschrénkte harmonische Funktionerf r;li;lr;
herleiten. Es sei die Bemerkung vorausgeschickt, dass in diesen Siizen
weder fler errt von i, noch die Lage des Halbstreifens, noch im
:';\llgerfaemen die .Tatsache, dass die Breite des Halbstreifens gleich =
ist, eme'Roll'e s'plelt, da man durch eine lineare Transformation jeden
Halbstreifen in jeden anderen itberfithren kann. Nur bei den expliziten
Fo-rmel.n muss'der Halbstreifen parallel zu S* orientiert und der Wert
% in lemlllrt elrswhtlicher Weise durch die Breite des Streifens im allge
meinen Falle ersetzt werden. Ferner set i in i :
B o et warder zen wir allgemein in der
) Ist w ein Punkt innerhalb S*, dessen Abstand vom Rande von
g<><dd>0 ist. und ist fiir einen Punkt @' von §” @ = w-pel®
=0 , so ldsst sich ® (@) mi i i rals
S=psd sst sich @ (@') mit Hilfe des Poissonschen Integrals

(7.1)

B
<I>(w')=Lf (d2— %) ® (@ dei’ ‘
2n ) d*—2dpcos(¥—7) +-p2

daraus folgt weiter

+=
(7,2) @ (') — © (w) —__if (dcos (8 —%) —p) @ (w-+d ¥ i
© -

d*—2dpcos (¥ — %) +p*
woraus, wenn eine Schranke von | ® (@) | in S* mit @ bezeichnet wird

(7,3) [P (@) —P(w) | =2 apld+p)

" folgt, (@—ep

IV. Es'sei @ (w),|® (w)|<< i oW e . .
reguldre harmonische Flmk[iio)nl._ a, eine in S* gleichmdssig beschriinkte

A, Ist M eine innerhalb S* ins Unendliche verlaufende Jordankurve,

d L4 n llC e 4 v = "
ie im U end h n ceine ( ;erad )i ==, v zur As JHP’O
e w 0y < 0 < ' Y

te hat, und konvergiert ®
e gier {w) gegen etnen Wert ¢, wenn w lings M ins

icm
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Unendliche geht, so strebt ®(w) auch ldngs jeder anderen in S ins
Unendliche laufenden Kurve mit der gleichen Asymplote gegen denselben
Wert &.
B. Ist f(w) eine in S* reguliire Funktion mit ® (w) als Imagindrteil,
¢ die Schwankung von ® () in S* und w ein beliebiger Punkt von S*
mit der Distanz t vom Rande von S*, so gilt
2¢c 21y

1@ =—

(74) p

Beweis: A. folgt aus (7,3) unmittelbar, Beim Beweis von B. darf

[ . .
man annehmen, dass 2= -2—1st, da man sonst nur zu ® (w) eine geeignete

Konstante zu addieren braucht, wodurch f'(®) nicht beeinflusst wird.
Nunmehr differenziert man fiir ein d mit 0<{d<{? (7.1) nach ¢ fiir ein
7. das der Gradientenrichtung von ®(w) entspricht, und es ergibt
sich die Abschétzung

lf’(w]|=|/(

aus der (7,4) sofort folgt, wenn man d gegen ! wachsen ldsst. Offenbar
spielt beim Beweis des Satzes IV die Breite und die genaue Lage des
Halbstreifens S* keine Rolle.

Eine der Aussage des Teils A. von IV analoge Aussage lasst sich
auch dann machen, wenn M einen der beiden Randstrahlen von S*

TE (@), (0.0 @)
) T =1

zur Asymptote hat. Ist z. B. ’Jiw=-——% die Asymptote von M, so ist

4 auch der Grenzwert von @ () lings jeder ins Unendliche laufenden
Jordankurve mit der gleichen Asymptote, die oberhalb M liegt. Wir
formulieren die vollstindigen Sitze indessen fiir eine in einem Winkel-
raum beschrinkte harmonische Funktion.

IV'. Es sei ® (w) eine in der Halbebene Hw: Mw>0 gleichmdssig
beschriinkte harmonische Funktion, die auch auf der neggtiven imagindren
Axe stelig ist und dort gegen Null konvergiert, wenn @ gegen — ioo geht.
Ist dann L eine in Hw verlaufende Jordankurve, die im Unendlichen die
negative imagindre Axe bertihrt, so sirebt & (w) auch lings L gegen Null

Beweis: Es sei @, (w) eine in Hew beschrinkte harmonische Funk-
tion, die auf der negativen imaginiren Axe die gleichen Randwerte hat
wie ® (@), auf der positiven imagindren Axe aber verschwindet. Man

21y (14) rithrt von Lindeldf her Lindelsf (1), p. 15. Vgl auch Koebe (1)

p. 61, sowie Jensen (1), p. 28,
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kann z B. ®; () mit Hilfe des Poissonschen Integrals bilden. Da die
Randwerte von @, (@) im Unendlichen gegen Null streben, strebt & (w)
nach dem Schwarzschen Satz gegen Null auch lings L. Man bralllcht
daher nur ®(w) — @, (w) zu betrachten, d. h. man kann von vornherejn
annehmen, dass die Randwerte von ¢ (@) auf der negativen imaginéren
Axe durchweg verschwinden. Man kann ferner ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit annehmen, dass | ®(w) | <= {iberall in Hy ist. Ist
dann @' (w) die in Hw beschrinkte harmonische Funktion, die auf der
negativen imagindren Axe verschwindet und auf der positiven imagini-
ren Axe gleich = ist, so gilt offenbar

1@ (@) | = @ (w),

Es geniigt daher, die Behauptung fiir ®* (@) zu beweisen,

Nun ist aber bekannt, dass die Werte von ¢* (@) auf dem Halb-
strahl aus Mo, der mit der negativen imaginiren Axe den Winkel o
bildet, 0<cp<'-m, gleich ¢ sind, Da aber L ,zuletzt” in jeden Winkel-
raum —7%~ &> arg @ >—= hineinkommt, folgt die Behauptung unmittel-
bar.— Offenbar gilt die analoge Tatsache, wenn die negative und die
positive Axe vertauscht werden,

IV". Es sei in der w-Ebene eine vom Nullpunkt ausgehende und ins
Unendliche verlaufende Jordankurve M gegeben, die im Unendlichen die
Richtung 7; hat ind fiir ein 7,°>7, den Halbstrahl s:arg w="1, nur
im Nullpunki trifft. Das ,zwischen” M und’s liegende Gebiet, dc;s alle
hinreichend weit von Nullpunkt enifernien Punkte des

. 7. p 4
1y > arg w>]——lz_——2 enthdit, sei mit G bezeichnet, W (w) sei eine in G und

Winkelraumes

in den inneren Punkien von s und M definierte beschrinkte harmonische
Funktion, deren Werte gegen einen Wert ¢ konvergieren, wenn w lings M
;zns Unilndlic”gle strebt. Ist dann L irgend eine in G verlaufende Jordan-
urve, die M im Unendlichen berii v
don sioichen W s beriihrt, so strebt W (w) auch ldngs L gegen
Beweis: Man bilde das Gebiet G so auf die rechte Halbebene Hu
der W’-}_:Tbene ab, dass die unendlich fernen Punkte einander entspre-
chen, s in die positive und M in die negative imagindre Axe {ibergebt.
D‘ann bildet sich L auf eine Jordankurve L’ ab, die in Hy verlauft und
die negative imaginire Axe im Unendlichen beriihrt, — Dies folgt nach
be':kannten Sétzen aus den ither G gemachten Annahmen ohne weiteres,
wird aber iibrigens im § 3 im Satze X von Neuem bewiesen, wobei
vom Satz IV” kein Gebrauch gemacht wird??),— Nunmehr gen&ﬁgt es,

104 *). Der Satz IV” wird zuerst in der Nr, 13 beim Beweis des Satzes XII benutzt,
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die Behauptung des Satzes IV’ auf L' anzuwenden, um den Satz IV
zu beweisen.

Offenbar gilt der Satz, mufatis mutandis, auch fiir o<l Yy

8. Konvergiert eine reelle Funktion ® (@) auf einem Halbstrahl
Yw=uw,, 4 >y, gegen einen Wert 4, sodass ®(w)—4—0 mit #1co
ist, so ist es gelegentlich von Vorteil, fiir den absoluten Betrag von
® (w)— eine monoton fiir #1co gegen Null abnehmende Majorante
e(1) zu beniiizen. Man kann £(4) z. B. definieren als

(8,1) E[M]:?g}: | @ —41v)) —d | .
V. Essei ®{w) eine innerhalb S" regulire und gleichmdssig abso-
lut beschriinkte Potentialfunktion, die auch noch auf den beiden begrenzen-

den Halbstrahlenv =% ;2 , > 1, stetig ist und lings dieser Halbstrahlen

gegen Null konvergiert.

1), @ (w) konvergiert gegen Null, wenn w iiber S" ins Unendliche
strebt (und damit gilt dies gleichmissig in v Fir 1 1 o).

2). Ist in S*|® )| =a und sind ¢ (1) und ¢, (1) zwel fir
u>>u, positive und mitu + co monofon gegen Null fallende Funktion von 4,
derart, dass fir 1> u,
o fetig]|=amw

(8:2) 1 ® (u — 1%) 1 )

gill, so gibt es eine nur von a, & (4}, &, (z) und u, abhdngige, fiir u >, po-
sitive und Fiir w+co gegen Null abnehmende Funktion e (u) derart, dass

tir w>u,, {v| §——;~ stets gilt:

(8.3) | @ (etiv) | =)

oe oo
du' dv
konvergieren fiir jedes positive 8 mit u 1t oo gegen Null gleichmdssig im

Halbstreifen 1>, |v] §—72i—-8,

3)., Die beiden ersten partiellen Ableitungen von b;

Bemerkung: Offenbar bleibt der Satz V mutatis mutandis richtig,
wenn der Halbstreifen S* eine von = verschiedene Breite hat und
anders liegt. Nur hingt dann natiirlich () insbesondere von der Breite
des Halbstreifens ab.

Beweis: Die Behauptung 1) des obigen Satzes ergibt sich, wenn S*

konform auf den Einheitskreis abgebildet wird, unmittelbar aus der
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bekannten Tatsache, dass ein Poissonschen Integral i i i
keitspunkt der Randfunktion aus dem Inneren allsiitig lgr;g:;necznsg(“/ng—
der Randfunktion in diesem Punkt konvergiert®). Dass ® durch clert
Poissonsche Integral darstellbar ist, folgt aus der Beschrinktheit von <I>2?]s
Die Behauptung 2) ergibt sich nach demselben Satz nach der Tatsache,
dass die Werte von ® (@) innerhalb S* eingeschlossen sind zwischen d .
Werten von zwei Potentialfunktionen ®; (@) und — ®, (@), wobei {:wI;
auf den drei Teilstiicken des Randes die Randwerte g (ui a, s, (1) 1h t
[Di§ Fu}x:ktion ":’1 (@) kann man z. B. mit Hilfe des Poissn;ns'chin’ Intae:
rals ohne w i i
i‘jr P, e];;;i;,:;:fen)‘ Man braucht dann nur die Funktion e (z)
Die Behauptung 3) geht beim Uebergang zum Einheitskreis in ej-
nen Satz von Lichtenstein iiber, wonach in einem Stetigkeitspunkt
eines .Poissonschen Integrals die Ableitung der zugehérigen analytigche
Funktion bei der Annsherung an den betreffenden Randpuﬁkt a auls1

) ist®), Es ist
z—o

aber viel einfacher, die Behauptung 3) direkt in der w-Ebene zu be-

dem Inneren des Einheitskreises im Winke1=0(

weisen. Denn beschrinkt man @ auf den Bereich |v|= L b = -+
zzd 2 v S '

50 ist ®(w) auf einer Kreisscheibe mit dem Radius i um jeden Punkt
2

aus diesem Bereich noch regulir., Daher gilt fir w =w--e?p,

O<P<%:

25 | oy, A
T ——

bt f((%)*f*)‘f’ [+

Da D u d etzt s()dann W =1
dlffet enziert man nun dlese rstellun nach
g na s

0P (w) 2 A o
(8'4] e T e 9 1
dp =3 ® w+~2—e/-)cos{~‘)'—-'/,)d‘/_,

—=

woraus wegen (8,3)

®) vgl. Ostrowski (1)

2%) Der Satz ist lingst bekan
nt, vgl, etwa O i
B) vgl. Lichtenstein 2). € et Ostrowski @)
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,?._q‘)(_m).]_ —S_ _é_ el — ,9_ .
dap 3 2

Hieraus folgt aber, etwa fiir ﬂ'=0,§:
ot 8 (8 |20ty D),
ou ) 2 dv | ¢ 2

womit die Behauptung 3} bewiesen ist.

Korollar. Es moge die Voraussetzung von V dahin abgedndert wer-
den, dass ® (w) auf dem oberen Randsirahl gegen $, und auf dem unteren
Randstrahl gegen b, konvergiert, und es seien < (i), &, (2) die entsprechend
tiir ® (w) — 4, ® (@) — . definierten Majoranten.

i) =

R p—
1). @(w)—(#f'l-(w+z)+¢,) konvergiert mil 41t co gegen

Null gleichmdssig in S*.*°)
2). Fiir eine nur von a, & (1), &, (#), 4, abhdngige, monolon gegen Null
fallende Funktion € (u) gilt:

@(w)»(ﬁ?ﬂ(w+%)+¢l)‘!§s(z¢1.

T

3). Fiir jedes positive & gilt gleichmdssig fiir \v[gl;——— 8 mit u + co

KA A SN S 1O
0v £

on
Zum Beweis braucht man nur den Satz V auf die Differenz

@ (w)— ('%—;&(T’ + %) + ¢ ) anzuwenden.
9, VI. Es sei ¢ (w) eine im Halbstreifen S‘:I’U|<—ﬁ5, u >, re-
guliire harmonische Funktion. Es liege | ® (w)| fiir jedes positive 3 im

Halbstreifen S;*:|v|< % — &, u>>u,-+8, unterhalb einer vonw unabhdn-

gigen Schranke K. Es seien M;, M, zwei in S* liegende, ins Unendliche
verlaufende Jordanbégen, die die Strahlen v=wv,, bzw. V=0, v, < Vs,
zu Asymptoten haben, wobei

%) Diese Tatsache ist natiirlich lingst bekannt.
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~§<%<w<§

ist. Es mége @ (w) lings M, bzw, lings M, resp. gegen die Werte by, s
streben. S

Dann strebt ® (w) ldngs jeder in S* liegenden Jordankurve mit
, , T ., ,
einer Asymptote v=1", "‘E<7f <”5v gegen einen  Grenzwert, und
zZwar gegen

©.1) o gty

Up— T

und allgemeiner sirebt die Differenz

9.2) @m%{ﬂ:%

Ty 1
mitit oo gegen Null, und zwar gleichmdssig in jedem Halbstreifen S,
oP oP

w' 9o

mdssig in jedem S;* gegen Null, bzw. gegen el /R .

Uy— 0,

. Bemerkung: Wegen IV darf man die Kurven M, bzw. M, als
die Strahlen v=w9;, u>u,, bzw. v=1v,, u>1, annehmen. Ferner
darf tlmbeschadet der Allgemeinheit ¢, == ¢, =0 vorausgesetzt werden,
da wir sonst ja nur von ®(w) die in S* absolut beschrinkte harmo-

=%

tv—va+¢q

Zugleich konvergieren die Ableitungen mit u + co gleich-

nische Funktion p— (v — v;) + ¥, abzuziehen brauchen. Dann kann

27T Y%
wilte'r nach Satz V vorausgesetzt werden, dass ¥ (@) mit %+ co gleich-
miéssig fiir ¥, =v=v, gegen Null konvergiert. Ferner folgt aus den

Voraussetaz%ngeg (I?ach IVB unmittelbar, dass die beiden Ableitungen

von ®: ——, — in jedem Halbstreifen S*

oz Jo absolut gleichmissig be-

schrdnkt sind und zwar absolut unterhalb —gKa bleiben, Endlich folgt
8 7

; . 00 0P
der auf die Ableitungen o' o beziigliche Teil der Behauptung von
VI unmittelbar aus dem Satze V, angewendet auf den Halbstrei-

27 i ;
i ) Der Satz‘ riihrt, wenn die Voraussetzungen und Bedingungen auf Halbstreifen
> zogen werden, in etwas schwicherer Formulierung ven Carleman und Hardy
3er. vgl. Carleman and Hardy (1), pp. 132, 133, sowie Hardy (2)
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fen S;* sobald der erste Teil der Behauptung von Satz VI bewiesen ist,
z

Beweis von V1I: Aus der Konvergenz von ®(w) nach Null fiir
v, Sv=7, folgt, dass die beiden ersten Ableitungen von @ im Halb-
streifen

9,3) s Uy ,

—o
U F ==Y ——
4 4

n>uy,

gegen Null konvergieren, gleichméssig in v fiir 21 c0. Ist nun F (@) eine
in S* analytische Funktion von @ mit X F(w)=® (w), so konvergiert
daher F’/(w) im Halbstreifen (9,3) gleichmissig gegen Null mlt w1 oo,
Anderseits sind, wie oben bemerkt, die ersten Ableitungen von @ in
jedem S," gleichmissig beschrinkt, und dasselbe gilt daher auch fiir
F'(w). Nunmehr folgt aus einem bekannten Montel'schen Satz, ange-
wendet auf F’(w), die gleichmissige Konvergenz von F’(w) gegen Null
in jedem Halbstreifen Sz:*, d. h. in jedem Halbstreifen S:". Daher kon-

D
vergiert insbesondere—(;f gegen Null mit z+co gleichmissig in je-
v

U

dem S;. Ist nun fiir ein 6<3“1:; w ein beliebiger Punkt aus S)*, @'

der Punkt aus S;* mit der Ordinate v; und derselben Abszisce wie @,

so folgt aus
k4

-

wegen der gleichmissigen Konvergenz des Integranden nach 0, dass P (w)
mit #+0 gegen denselben Grenzwert 0 konvergiert, wie P (w'), und zwar
gleichmissig in S;". Damit ist der Satz VI bewiesen.

VI'. Unter den Voraussetzungen des Saizes VI sei ®(w) im ganzen
Halbstreifen S* gleichmdssig beschrinkt. Ist dann M eine in S* verlaufen-

d {(w) — @ (w') ———— dv

de Jordankurve mit der Asymptote W=g— oder v = — — im Unendlichen

und strebt ® (w) gegen einen Grenzwert §, wenn man lings M ins Unend-
liche geht, so ist dieser Grenzweri gleich

L Sl 0 (—ﬁ——'ﬂ’l>+8"1 baw. 4’2—.&.(_ ‘l_ﬂl) + by
Uy — Uy 2 Uy = Uy 2
Ist aber ¢, =, und ist M’ irgend eine in S*ins Unendliche verlaufende

Jordankurve, lings deren ® (w) einem Grenzwert { zustrebt, so ist dieser
Grenzwert gleich ¢, =y, ob M im Unendlichen eine Asymplote hat
oder nichi.
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e

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen
werden, dass ¢, = {, == 0 ist. Schneidet dann M  fiir irgend ein o'

mit — —:— <l v 321 den Halbstrahl v ==v', 1 > u, unendlich oft i

beliebig grosser Entfernung vom Nullpunkt, so muss ¢ dem Grenzwert
0 gleich sein, dem ¥ (w) ldngs v =" zustrebt, womit der Satz in diesem
Falle bewiesen ist. Sonst hat M’ eine Asymptote, und man braucht
nur die Félle zu betrachten, wo diese Asymptote eine der Geraden

v= st
2

’” 'n
Es mége nun M’ =M etwa v= Eﬂ zur Asymptote im Unendlichen

haben, und es sei $ = 0. Dann strebt die in S* harmonische Funktion
o - 2vd
(w) —
=

sowohl] ldngs M als auch lings der positiven reellen Axe

gegen 0. Man darf annehmen, dass M im Punkte u=1u,-}+1 der
reellen Axe beginnt und sonst die reelle Axe nicht mehr trifft.
begrenzen M und der Halbstrahl s:u= u, 4 1
Gebiet G, das in S* verlduft.

Dann
der reellen Axe ein
Bildet man G konform auf den Einheits-

kreis ab, so folgt wie beim Beweis des Satzes V, dass ® [w)———z—@—

v

geden 0 strebt, wenn @ in G beliebig ins Unendliche geht, also auch

insbesondere lings des Halbstrahles v = ~7-:1— Daher muss @ (@) lings

¢

dieses Halbstrahles gegen konvergieren, wihrend nach Satz VI der

Grenzwert von ®(w) auch lings dieses Halbstrahles gleich 0 sein muss.
Damit ist der Satz VI’ bewiesen. —

Es sei nun P(2) eine im Einheitskreis £ der z-Ebene regulire
harmonische Funktion, deren Werte gegen einen Grenzwert ¢ streben,
wenn Z aus dem Innern von E, gegen einen Peripheriepunkt 2, im Win-
kel konvergiert, d. h. zwischen zwei beliebigen, von 2z, ausgehenden
Sehnen. Dann werden wir sagen, P(2) besitze ¢ im Randpunki z, als
Randwert oder ist in z, gleich ¢. Strebt aber P(2) gegen ¢, wenn 2
aus L, allseilig gegen z, geht, so werden wir sagen, P(2) besitze ¢ in
2, als den allseitigen Randwert, Analoge Definitionen gelten fiir analy-
tische Funktionen,

‘Es sei ( ein einfach zusammenhingendes Gebiet der z -Ebene und
2, ein erreichbarer Randpunkt von G, P(2) sei in G reguldr harmonisch.

41\;[211 bilde G konform auf das Innere des Finheitskreises E, der
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¢-Ebene ab, wobei 2, etwa in {, iibergehen mége. Hat dann die in Ef
harmonische Funktion Q (¢), in die P(2) tibergeht, in % einen Randwert
b, so ist dies der Fall, wie die konforme Abbildung von G auf E; auch
gewihlt werden mége. Wir sagen dann, P(2) besitze ¢ in 2, als Randwert
oder ist in z, gleich b, wobei aber das Gebiet G zunichst wesentlich
ist. Wir werden daher, wenn in einer und derselben Betrachtung meh-
rere Gebiete vorkommen, sagen, P(2) besiize & in 2, von G aus als
Randwert.

Unter Benutzung dieser Definitionen gilt:

Korollar zum Satz VI'.Es mége die in einem einfach zusammenhin-
genden Gebiet G der z-Ebene reguldre harmonische Funktion P(2) in einem
erreichbaren Randpunkt z, von G den Randwert { haben. Es sei ferner
P(2) in einer allseitigen Umgebung von z, in G absolut beschrdnkt. Strebt
dann P (2) lings eines in G verlaufenden und in 2, miindenden Jordan-
bogens L gegen ', so muss &' =4 sein. Und dasselbe gilt, wenn
P(2) eine komplexe, analytische Funktion ist.

Zum Beweis geniigt es, G auf das Innere des Einheitskreises und
sodann auf einen Halbstreifen S* so abzubilden, dass 2, in den unend-
lich fernen Punkt von S* iibergeht. Dann ist die aus P(z) entste-
hende Potentialfunktion in einem Teilhalbstreifen S;* von S* beschrinkt,
und es geniigt, den Satz VI’ auf den aus L entstehenden Jordanbogen
M’ anzuwenden. — Die damit bewiesene Tatsache ist deshalb wichtig,
weil sie in einem gewissen Masse die Unabhéngigkeit der Randwerte
von P(2) vom Gebiet G impliziert. Fiir komplexe, analytische Pz
lauft diese Tatsache auf einen bekannten Satz von Hrn. E. Lindelét
hinaus.

VII. Unter den Voraussetzungen des Satzes VI mdgen fiir ein 8 >0
@ und W innerhalb S* gegen oo konvergieren. Dann gilt, unter F(w)
eine in S* analytische Funktion mit I F (@) = @ (w) verstanden,

040  Fe—FE)- -t e-w—ow—w).

Beweis: Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
lauft der letzte Teil der Behauptung von VI darauf hinaus, dass in Si*

(9, 5) F' (w) — Tl 8
Uy — T,
gilt. Nun folgt fiir den geradlinigen Integrationsweg

26, Prace Matematyczno-Fizyczne. T, 44. 401


GUEST


32 ) B Alexander Ostrowski
Flw)— Fw) = f F@)dw =270 () 4
. Uy — 7y
2
w
{/ PA—
+ f (F' (@) —270 ) g,
p Uy — Y
2

Dass aber hier das letzte Integral O (@ —w') ist, folgt aus [9,5j
unmittelbar.
Korollar. Bleibt fiir irgend ein positives k >0

(9.6) ‘ || <k,

so gill

(©,7) F (w) — F (@) — by (w—w)— 0.
: Uy — Uy

§ 3. Allgemeines iiber Winkeltreue und Winkelproportionalitat
am Rande.

10, Aus den im § 2 bewiesenen Sétzen wollen wir nun Folgerun-
gen iiber das Verhalten von Richtungen bei konformer Abbildung ziehen,

Definition: Es seien G bzw. I' zwei einfach zusammenhéngende
Gebiete, die im Unendlichen je einen erreichbaren Randpunkt p, bzw.
T, haben und so aufeinander konform abgebildet werden, dass dabei p,
und =, einander entsprechen. Es sei L ein in G verlaufender Jordan-
bogen, der in p, miindet und dort eine Richtung besitzt. Entspricht bei
der Abbildung L ein in I' verlaufender und in %, miindender Jordan-
bogen A, der gleichfalls im Unendlichen eine Richtung hat, so sagen
wir, L werde bei unserer Abbildung konform im Unendlichen abgebildet.

VIII. Es sei T' ein einfach zusammenhingendes Gebiet der
£-Ebene, das im Unendlichen einen erreichbaren Randpunkt =, besitzt
und das so auf den Winkelraum R: o, < argz<la, der z-Ebene konform
abgebildet wird, dass =, in den unendlich fernen Punkf iibergeht.

‘Ist L ein ins Unendliche verlaufender Jordanbogen in R, der im Un-
endlichen eine Richtung ¢ mit o, < ¢ < w, hat, und wird bei unserer
Abbildung L konform im Unendlichen abgebildet, so gilt dasselbe fiir jeden
analogen Bogen L' aus Rmit derselben Richtung ¢ im Unendlichen.

-Beweis: Durch eine Parallelverschiebung der Ebene kénnen wir
erreichen, dass der Nullpunkt in I liegt, so dass das Korollar ¢) zum Satze
anwendbar wird, Bildet man dann R logarithmisch auf den Parallel-

streifen o, < S w <0, ab, so ist daher das Argument der Abbildungsfunk-
402
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tion & (@) von I' auf den Parallelstreifen in einem Halbstreifen S": 01w > u,,
0, < Yw<o,, beschrinkt. Beim Uebergang zum Halbstreifen S* der
w -Ebene entspricht aber dort L’ ein Jordanbogen M', der die Gerade
Nw=9 im Unendlichen zur Asymptote hat. Daher ergibt sich VIII
unmittelbar aus IV.

IX. Wird unter den Voraussetzungen des Satzes VIII ein Jordan-
bogen A aus I' mit der Richtung & im Unendlichen konform im Unend-
lichen uuf einen Jordanbogen L in R abgebildet und ist fiir ein 8 >0
der Teil des Winkelraumes | arg t—0 | < 8 mit L] >p, in ' ent-
halten, so wird auch jeder A im Unendlichen beriihrende Jordanbogen
aus T konform abgebildet, und sein Bildbogen hat im Unendlichen die
gleiche Richtung, wie der Bildbogen von A,

Beweis: Durch eine Parallelverschiebung der %-Ebene kann man
erreichen, dass der ganze Winkelraum Ry: |arg (-—¢ | <8 in [ liegt,
ist daon Iy, das R, entsprechende Teilgebiet von R, so braucht man nur
den Satz VI auf die konforme Abbildung von T'| auf R, anzuweanden.

11. X. Es sei U ein einfach zusammenhingendes Gebiet der
¢.Ebene mif einem erreichbaren Randpunkt =, im Unendlichen. Der Rand
von I' mége zwei freie Jordanbégen C;, C, enthalten, die in =, zu-
sammenstossen und dort Tangenten besitzen mit den Richtungen &
bzw. 4,, wo also'd,, b, die Grenzwerte des stetig festgeseizien arg?
auf diesen Randzweigen sind, wenn & ins Unendliche geht. Es mdge r
s6 auf die rechie Halbebene H, der z-Ebene konform abgebildet werden,
dass w, in z==co iibergeht. C, mdge dabei ein auf der negativen ima-
giniiren Axe liegender Halbstrahl ¢;, C,ein auf der positiven imagindren
Axe liegender Halbstrahl ¢, entsprechen. Wir bezeichnen die Punkimenge
T+ C,+C, mit T und die Punktmenge H.-c¢,~+c, mit H,. Dann
wird jeder auf H, ins Unendliche laufender Jordanbogen mit einer
Tangente im Unendlichen in T konform im Unendlichen abgebildet, und
das Analoge gilt Fiir jeden auf T verlaufenden Jordanbogen mit einer
Tangente im Unendlichen. ‘ o

Es  seien 0, b, die Grenzrichtungen von C,, C, im Unend-
lichen, im stetigen Anschluss an irgend eine stetige Festlegung von arg.{
in einer Umgebung von =, definiert, sodass ¢;"== b, , $,"= &, (mod. 27) ist.

Entsprechen dann zwei Jordanbégen aus H, mit den Richtungen
@, 9, im Unendlichen in ' Jordanbigen, die im Unendlichen dié
Richtungen.,, 7., haben, so gilt

PR R
(11,1) Ty =Ty = i__:,,lﬁ__ (e — 1) *).

28) Dieser Satz riihrt von Herrn Carathéodory her, Carathéodory (2). Vgl. auch

Lindeldf (3). 403
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Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen
werden, dass {=0 in I liegt. Nach Satz IIl ist dann die Schwankung
von arg { bei stetiger Festlegung in einer Umgebung Iy von m, in I
beschrinkt, und es kann offenbar angenommen werden, dass die im
Anschluss an diese Festlegung bestimmten Grenzrichtungen auf C,, C,
mit ¢, ¢," identisch sind, Dann gilt " =¢," Zugleich kann voraus-
gesetzt werden, dass [, aus I' durch Anbringen eines Querschnitts
entsteht, der einen Punkt von C, mit einem Punkt von C, verbindet,

. ] ~ b
Geht man nun vermdge z==¢% zum Parallelstreifen | I w|=5-— iber,
2

so entspricht einem Teilgebiet von 1 ein Halbstreifen S':I:\“w]<—ri,
2

Nw>u,. Nunmehr ist aber der Satz V nebst dem Korollar auf die
Funktion ® (@)=arg{ anwendbar, und die Behauptung 1) des Korollars
ergibt sowohl die erste Behauptung des Satzes X als auch die Formel
(11,1).

Nunmehr ist auch der Beweis, dass ein auf I' verlaufender Jordan-
bogen A mit der Richtung X im Unendlichen sich konform abbildet,
leicht zu erbringen, Gilt zundchst ¢,"<”Z<({J," und ist ¢ eine beliebig
kleine positive Zahl, e<(,*—7%, e<(/. —4¢", so seien L, L, die Halb-
strahlen aus H;: arg 2==¢,, arg 2=19,, deren Richtungen im Unend-
lichen nach der konformen Abbildung in y—¢, bzw. in 7 --& fiber-
gehen, Dann verlduft offenbar A ,zuletzt” zwischen den Bildkurven
von L;, L,. Daher liegt das Bild L von A in M. ,zuletzt” zwischen L,
bzw, L,. Fiir €40 konvergieren aber ¢, und ¢, gegen einen Wert o,
der wegen (11,1) mit X vermége der Relation % — ¢, =-"———"— (cp -+

n

Ist aber etwa %“=1,, so verlduft der Strahl A.; arg L=10,+¢

fiir hinreichend kleine positive & ,zuletzt” in I' und seine Bildkurve L

¢y K
3
zusammenhédngt, Daher hat L im Unendlichen die Richtung ¢.

hat im Unendlichen eine Richtung, die fiir ¢4 0 gegen mz konvergiert.

Da aber das Bild von A ,zuletzt” zwischen der negativen imaginiren

Axe und L. verlduft, muss auch L im Unendlichen die Richtung —=
2

besitzen. Genau analog wird fiir X = ¢, geschlossen. Damit ist X in allen
Teilen bewiesen,

Bemerkung: Ist §,"—¢"==, so wird nach (11,1) auch ¥, — 7=

=¢,— ¢, , und die Abbildung ist winkeltreu im Unendlichen, und zwar
404

Zur Randverzerrung bei konformer Abbildung. 35

allseitig. Im allgemeineren Fall, solange ¢, —{; # 0 ist, spricht man von
der (allseitigen) Winkelproportiondlitdt im Unendlichen®). Far ¢, — ¢, =0
endlich handelt es sich um eine Spifzenabbildung.

12. XI. Es mége ein einfach zusammenhiingendes Gebiet T' der
¢ -Ebene mil einem erreichbaren Randpunkt =, im Unendlichen so kon-
form auf H, abgebildet werden, dass & = =, in 2 = oo iibergeht, und
es mogen dabei zwei ins Unendliche verlaufende Jordanbdgen Ly, L, in

H, mit den Richtungen v, bzw. v, im Unendlichen, wobei —§<<p1 <%<§
ist, im Unendlichen hkonform abgebildet werden. Dann wird jede
in H, verlaufende Jordankurve, die im Unendlichen eine Richfung ¢ mit
--—g—< [ <;; hat, im Unendlichen konform abgebildet. Haben die Bild-
\

Ay

A,

kurven von L,, L, im Unendlichen die Richtungen &, bzw.

&,, so enispricht jeder Richtung ¢ mil —-%<fo< _;:_ bei der Abbil-
dung in T die Richtung
(12,1)

PP

T

(‘:"2 “‘4’1) . "]‘ ‘;’1 .

—%

Dariiber hinaus konvergiert die Differenz

(12.2) arg & — [ (4 — 1) MEE— +¢1}

P2 %1

tiir jeden & >0 gegen Null, wenn z in H, so ins Unendliche geht, dass
™
larg z | =— — ¢
g2} >

bleibt.

Beweis. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit darf angenom-
men werden, dass £ =0 in I’ liegt. Geht man dann vermdge 2z ==¢€" zur
@ -Ebene iiber, so folgt aus dem Korollar ¢} zum Satz I, dass arg & als

Zugleich ist ¢, = b,.

Funktion ® (@) in einem gewissen Halbstreifen M @ 2> i, | Jw | <i2L ,

bei geeigneter stetiger Festlegung im Intervall <4 —3% ¢, 43>
liegt, also beschriinkt ist. Dann aber ergeben sich die ersten Behaup-
tungen des Satzes XI, die sich auf die Ausdriicke (12,1) und (12,2) be-
ziehen, aus dem Satz VI ohne weiteres.

%) Herr Carathéodory spricht in Carathéodory (2), p. 38, von Quasikonformilét.
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—

Dass aber ¢, =

$y ist, folgt aus dem Satz III, angewandt auf dag

Bildgebiet etwa des Winkelraumes — ,Z,< argz<-f—, wenn man die-
4

sen Winkelraum durch 2’ =22 auf H. weiter abbildet.

Bemerkung zum Satz XI. Offenbar bleiben simtliche Behaup-
tungen des Satzes XI erhalten, wenn man in ihm die Halbebene /7, durch
einen Winkelraum 8, < arg z <& ersetzt, sofern in ihm = sinngemiss

durch 8y—29; ersetzt wird, Man braucht ja nur durch eine weitere
T

By — by

Transformation 2'=ua 2
H, abzubilden.

13. Natiirlich gibt es eine analoge Formulierung auch fiir den
Fall, dass die Konformitit der Abbildung im Unendlichen fiir zwei Jor-
danbdgen aus I' mit verschiedenen Richtungen im Unendlichen voraus-
gesetzt wird. Wir geben cine etwas allgemeinere Formulierung:

XII. Es seien I, C zwei einfach zusammenhiingende Gebiete in
der [-bzw. z-Ebene, mit je einem erreichbaren Randpunkt m,, p,
im Unendlichen. Wir betrachten alle Jordankurvenin 1, bzw. C mit
Tangenten im Unendlichen, lings deren =, bzw. p, erreicht werden. Bei
stetiger Fortsetzung der Argumente in I', C mége das grésste offene In-
tervall, das von den Grenzrichtungen solcher Kurven aus 1" im Unend-
lichen durchlaufen wird, (3,, 8,) sein, wo &, <8, ist. Ebenso sei das
kleinste abgeschlossene Infervall, das sdmtliche Grenzrichtungen im Un-
endlichen solcher Kurven aus C enthélt, < d,, d,> mit d, < d,.

Es mége nun ' auf C so konform abgebz’lﬂet werden,—das; w, in
Py dbergeht. Wenn dann zwei Jordanbégen A,, A, aus U mit den
Richtungen ©,, ¢, im Unendlichen, wo 8, < ¢, <w‘,_< Gy ist, sich im-
Unendlichen konform abbilden, so gilt dasselbe Fiir jede Jordankurve
‘\' aus [' mit der Richtung ¢ im Unendlichen, sobald 8 < o < 3, ist.
fzewc:\ in C entsprechende Kurve L hat im Unendlichen eine Ricl;fung

(13, 1)

mit geeignetem 2 diesen Winkelraum auf

b—d; — ds —d, — Py
P—0, 8y — &, P2 — @,
gilt, wenn ¢, bzw. ¢, die Richtungen der Bildk
im Unendlichen sind. - : fdbarven Ly Lo won &y s
Y dBev:lels. thne'Beicl'.lréinkung der Allgemeinheit kann angenommen

erden, dass {=0 in I liegt, da dies durch eine Parallelverschiebung
sofort zu erreichen ist.

Es sei € >0, aber so klein gewihlt, dass 8 +e<op, <, <3 —e

ist. Fiir ein ¢ i i Ao ¢
o 0t aus L jst der Winkelraum 4:9, e < arg (£ — &) < 8,—¢

icm
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ganz in T enthalten. Ist D das Bildgebiet von 4 in C, so kann auf die
Abbildung von D auf A der Satz XI angewaundt werden, nach der Be-
merkung am Schlusse der Nr. 12, wenn man durch eine Parallelver-
schiebung der ¢- Ebene &, in den Nullpunkt bringt, wodurch ja die Rich-
tungen im Unendlichen nicht verindert werden, Es folgt dabei fiir die
der Richtung ¢ in C entsprechende Richtung %

b
AN + S

PP

—_— )
by — ¢ —r

(13,2)
P 1

fir jedes © aus dem Intervall (3; ¢, 8 —¢), d.h. fiir jedes ¢ aus (&, 0y}
Zugleich gilt ¢, ==, .

Durchlduft nun 2 alle Richtungen aus dem Intervall (G, &), so
durchléuft das vermdge {13,2) bestimmte ¢ das Intervall (b (3 — 1),
b b8y —p)) fiir $>>% oder nimmt durchweg den einen Wert ¢,
an, wenn ¢, =¥, ist.

Wir behaupten nun, dass das Intervall

(13,3) S S (R L +o (8 —o)>

mit dem Intervall<d,, d,™> identisch ist.

Es sei zunichst §,=d,=0, Es geniigt zu zeigen, dass d;,==d,
ist. Es sei nun d,<d,. Ist dann d,<{0<(d, und ist ¢>>0 so klein,
dass auch d,+e<{y<(d,—¢ ist, so enthdlt C fiir ein 2, den Win-
kelraum d, +¢<arg(z—#,) =d,—e¢. Bilden wir dann diesen Winkel-
raum durch die logarithmische Abbildung @w=1og(2—2;) auf den Pa-
rallelstreifen S:d, +¢<3w=d,—= ab, so gehen gewisse unendliche
Teilstiicke von L, und L, in zwei Jordankurven L;’, L, iiber, die in S
liegen, gegen - co konvergieren und den Halbstrahl Jw=1¢ zur ge~
meinsamen Asymptote haben. Da aber nach dem Korollar ¢} zum Satz I
in einem Halbstreifen S*: W@ >u, d4-ce=Jw=d,—¢, arg{ stetig
und beschrinki festlegbar ist, miisste arg & nach Satz IV ldngs L, und Ly
die gleichen Grenzwerte haben, wihrend seine Grenzwerte ¢;, ¢z ja
verschieden sind.

Daher kann fiir dy<{d, nur d,=1¢ oder dy=1 sein. Es sei etwa

dtd
2
C, derart, dass der Halbstrahl s:arg(z—2z,)=d ganz in C liegt.

Nun kénnen die Kurven L, und L, sich nicht in beliebiger Néhe
des unendlich fernen Punktes schneiden, da ja argt auf beiden verschie-
dene Grenzwerte hat. Wir kdnnen daher durch eine Abinderung von
endlichen Teilbégen dieser Kurven erreichen, dass sie beide in 2, begin-
407
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e

nen und sich nicht mehr schneiden, Es mioge dann etwa L, zwischen s
und L, liegen — d. h. in demijenigen der beiden von s--L; begrenzten
Gebiete, das ein unendliches Stiick des Halbstrahles arg(z— z) =

=d—i2£ enthilt. Es sei dieses Gebiet mit G bezeichnet. Dann ist nach

Korollar c) zum Satz I die Funktion argl-—¢; ==®(2) in G beschrinkt,
Zugleich streben ihre Werte lings L, nach der Annahme gegen Null,
Nach dem Satz IV” gilt daher dasselbe auch fiir L,, wihrend nach un-
seren Annahmen dieser Grenzwert gleich ¢, — ¢, = 0 sein miisste. Daher
ist ¢=d, unmdéglich, und genau ebenso sieht man die Unmé&glichkeit
von ¢=d, ein, Daher ist d, < d, unméglich, und es muss d,=d,=1
sein, womit dieser Teil der Behauptung bewiesen ist.

Es sei nun ;< ds. Wenn dann das Intervall <(d,, d,> iiber
das Intervall (13,3) etwa nach rechts hinausragt, gibt es ein € >0, so
dass

di el b+ @—p)dy—e

gilt, Fir ein 2, liegt der Winkelraum A:d -e=arg(z—z,)=idy—e
ganz in C und wird bei unserer Abbildung auf ein Teilgebiet I, von I
abgebildet. Dann kann auf die Abbildung von A auf Iy der Satz XI an-
‘gewandt werden (vgl. die Bemerkung am Schlusse von Nr. 12), und wir
sehen, dass jeder Richtung ¢ mit d;4-e<{d<(dy,—=e in I'; eine Rich-
tung ¢ entspricht, die mit ¢ vermdge (13,2) zusammenhéingt. Da aber
das Intervall (d; ¢, dy—¢) nach rechts {iber das Intervall (13.3) hinaus-
ragt, miisste das Intervall der vorkommenden ¢- Werte nach rechts iiber
das Intervall (3,, 8,) hinausragen, entgegen der Annahme. Damit ist
der Satz XII vollstindig bewiesen.

Korollar. /Insbesondere enthilt unter der Annahmen des Satzes XI tiir
b, >4, das Gebiet 1 fiir jedes & mit = >>c™> 0 einen in ©, miindenden

Winkelraum von der Oeffnung (n —¢) Sem und keinen in %, min-
denden - Winkelraum von der Oeffnung (r <) = M, Fiir  dy=4¢,
T3 Al . (P‘_ N LP‘ )

aber enthdlt U keinen Winkelraum positiver Oeffnung, der in =, miindet.

14, Wenn unter den Voraussetzungen des Satzes XII 8, — 8, 7% 0 und
dy—d; 0 ist, werden wir die Abbildung von I' auf € als winkel-
proportional im Unendlichen im ~Winkel bezeichnen, Fiir &, —0,=
=d,—d, #0 handelt es sich um die Winkellreue im Unendlichen im

: %) Diese Behauptung findet sich unter der Vorausselzung der Existenz einer
Winkelderivierten in Ahlfors (1), p, 35,
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Winkel. Es liegt nun die Frage nahe, ob bei der Abbildung von [ auf
C die Winkeltreue bzw. die Winkelproportionalitit fiir alle co* Abbil-
dungen, bei denen 7, in p, tibergeht, zugleich besteht oder ob dies sehr
wohl fiir einige unter diesen co? Abbildungen gelten kann, ohne fiir die
anderen richtig zu bleiben. Obgleich diese Frage mit den Methoden der
vorliegenden Abhandlung auch im allgemeinen Falle behandelt werden
kénnte, wollen wir uns hier nur auf den Fall beschrinken, dass C ein
Winkelraum ist. In diesem Falle gilt

XIII. Ldsst sich ein einfach zusammenhdngendes Gebiet I' der
2 -Ebene mit einem erreichbaren Randpunkt =, im Unendlichen so auf
einen Winkelraum A der z-Ebene konform abbilden, dass %, inz =c>
iibergeht, und ist diese Abbildung im Unendlichen im Winkel winkelpro-
portional, so gilt dasselbe fiir jede Abbildung von T auf A, bei der =,
in z=o0 iibergeht.

Denn man erhilt jede der fraglichen Abbildungen von ' anf 4 aus
einer beliebigen unter ihnen, indem man diese mit einer geeigneten kon-
formen Abbildung von A auf sich selbst zusammensetzt, bei der 2=cc
ein Fixpunkt ist. Diese letzten Abbildungen sind aber sicher winkeltreu
im Unendlichen.

In denselben Gedankengang gehdrt auch der folgende Satz:

XIV. Es sei I' ein einfach zusammenhdngendes Gebiet der (- Ebe-
ne mit einem erreichbaren Randpunkt =, im Unendlichen. Iy sei cin
Teilgebiet von Y, dasvon T durch einen ganz im Endlichen verlaufen-
den Querschnitq abgegrenzt wird und zu dessen Rand =, gehort. Es sei
ferner A ein Winkelraum der z-Ebene. Man denke sich I' und I, so
konform auf A abgebildet, dass beide Male =, in z= oo iibergeht.
Dann kénnen beide Abbildungen nur gleichzeilig im Unendlichen im Winkel
winkelproportional sein.

Beweis: Bei der Abbildung von I' auf A mége I'y in das Teilgebiet
A, von A iibergehen, das von A durch einen Querschnitt ¢’ abgegrenzt
wird. Man erhilt dann die gegebene Abbildung von Iy auf 4, indem man
eine geeignete Abbildung von A auf A ausfithrt, bei der z=0co inva-
riant bleibt und die daher nach Satz X im Unendlichen winkeltreu ist.
Daraus folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar.

Man betrachte z. B. die Halbebene ML >0, aufgeschnitten léngs
eines Jordanbogens L, der einen Punkt &; der positiven reellen Axe mit
dem unendlich fernen Punkt verbindet und im Unendlichen die positive
imaginire Axe berithrt, Das so entstehende Gebiet /; hat im Unendli-
chen erstens den lings der positiven reellen Axe erreichbaren Rand-
punkt %, und daneben einen zweiten unendlich entfernten Randpunkt =,
der lings jedes ,zwischen” L und der posiliven imaginiren Axe ins
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Unendliche laufenden Jordanbogens erreicht wird. Bildet man nun H,
so auf H, ab, dass w, in z=o0o iibergeht, so ist die Abbildung im Unend-
lichen im Winkel winkeltren. Denn man verbinde ¢ mit dem Nullpunkt
durch einen Jordanquerschnitt von M, der % von 7, trennt, und be-
zeichne das dabei abgegrenzte Teilgebiet, das an =, grenzt, mit H,°,
Dann wird H;* nach dem Satz X auf /7, winkeltreu im Unendlichen
abgebildet, und dasselbe gilt daher nach Satz XIV auch fiir H;. Offen-
bar bleibt das Gesagte richtig, wenn L anstatt der positiven die negative
imagindre Axe berithrt.

15. XV. Unter den Voraussetzungen des Safzes X1 gilt fiir jedes
§>>0 fiir ein Punktepaar z, 2’ aus H, mit z—vo, 2'— <o und |arg z|<

g—‘;'-—a, larg 2’| _\_%ﬂo wenn L= f(2) eine konforme Abbildung von

T aut H, vermittelt, bei der m, in z==co iibergeht und die Richtungen
der positiven reellen Axen im Unendlichen einander entsprechen:

$s—th

Py, —® +elz 2)
(15,1) [{§)=(g) :

F4 '
wo €(2, 2) gegen 0 konvergiert, wenn 2 und 2’ unter den obigen Bedin-

gungen ins Unendliche sireben®!).

Beweis: Geht man nach Anbringung geeigneter Querschnitte ver-
mittelst der Transformationen W=logt, w=log z zum Halbstreifen &'
in der w-Ebene und zur Funktion W= F(w)=1log f(¢¥) iiber, so redu-
ziert sich (15,1) auf

F(W]—F(w’)__) b —dy

S , W—>co, W — o,
w—w PPy

und dies ist mit der Formel (9,4) dquivalent,

Korollar, Unter den Voraussetzungen des Salzes XV gilt

_lb::_ﬂ'.t_}_ ¢ (2)
[15'2] f(z)=z Qe ¢y

3)" Der Satz wurde unter der Voraussetzung, dass

zwischen zwei positiven

|
Schranken bleibt, in Ostrowski (3) hergeleitet. Fir den Fall, dass I f—[ \ = 1 ist,
z

rithrt der Satz bereits von Visser, Visser (1), her,
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-

wo £(2) gegen O konvergiert, wenn z im Winkelraum 1argz\§—'2”——8,
8>>0, ins Unendliche sirebi.

Beweis: Es geniigt offenbar, in (151) 2’ =1 zu setzen. .
XVI. Unter den Voraussetzungen des Saizes XV fir & +# &, gilt fir
jedes positive 3 bei geeigneter Festlegung des Arguments fir 2z — oo

it =T __3
mit |arg 2| = 5
(15,3) arg f'(2)—arg ~:—>0.

Insbesondere existiert bei winkeltreuer Abbildung Lim arg f’ (2) im
Winkel und gibt die Grenzdrehung der Ebene um den betrachteten Rand-
punkt an.*?),

Beweis: Setzt man z2==¢¥, wo @ auf den Halbstreifen S* be-
schrinkt werden kann, und
(15,4) g e=V(w)+iP (w),
so gilt

P

frE) =" i@ == (Do i D)=,
K4 z

arg f' (2}~ arg *-t;--—— arg (Do 1D7,).

‘Nach dem letzten Teil der Behauptung von VI gilt aber -

by — 1,

PP

(15,5) ¢, —0, 'y —

Dieser letzte Grenzwert ist nun nach Satz XI positiv, sodass bei entspre-
chender Festlegung des Arguments in S Ww<ly,, | Jw | §;—B
(15.6) arg (Pry 41 P'y) —0
gilt, womit der Satz bewiesen ist.

Korollar. Insbesondere besitzt arg f' (2)stets einen Grenzwert, wenn

2 so ins Unendliche strebf, dass arg z=1, |c;|<—72:- ist. Die Bildkurve A,

#) Der Satz wurde zuerst in etwas allgemeinerer Form in Ostrowski (3), pp.
116 ff,, aufgestellt und bewiesen.
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des Halbsirahls arg z=1 inder C[-Ebene besitzt eine Tangente, deren
Richtung sich stetig der Richtung der Tangente an A, im Unendlichen
anndhert, sodass insbesondere lings AQP der Radiusvektor von einem Punkt
an eine monotone Funktion der Bogenltinge wird.

16. Am Satze XI ist insbesondere hervorzuheben, dass in ihm die
Winkeltreue oder Winkelproportionalitit in jedem Winkel |argz|<y,

(p<_72i aus dem entsprechenden Sachverhalt fiir wenigstens zwei Halb-

strahlen erschlossen wird. Eine dhnliche Tatsache ldsst sich auch in
bezug auf die Existenz der Winkelderivierten beweisen, Darunter ver-
steht _man %) unter den Voraussetzungen des Satzes XI den Grenzwert

200 2

tive 0 existiert, Aus dem Satze XV folgt auf jeden Fall, dass die Win-
kelderivierte im Falle der winkelireuen Abbildung existiert, wenn es fiir
irgend welche positive K und & eine Folge von Punkten 2, in /1, mit den
Bildpunkten & und mit

Lim—"—, sofern dieser Grenzwert fiir | arg 2 | &2 ; — 0 ftir jedes posi-

1 AR - T
(16,1) C=TH =K e 2| =3,
gibt, derart, dass die Zahlenfolge ‘_‘1 einen Grenzwert besitzt, Es ldsst
2,

sich aber anderseits beweisen. dass die Winkelderivierte bereits existiert,

wenn sie lings irgend eines Strahles arg 2 =1, | o | < ; vorhanden

ist oder allgemeiner lings eines Jordanbogens, der in /4. ins Unendliche
geht —ohne dass die Winkeltreue der Abbildung vorausgesetzt zu wer-
den braucht (Wohl aber muss die Argumentschwankung in einer Umge-
bung von 7, beschriinkt sein). Doch soll der iibrigens sehr einfache
Beweis an anderer Stelle veréffentlicht werden, da von den angegebenen
Tatsachen im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden wird,

Kapitel II,
Der Hauptsatz tiber Winkeltreue und Winkel-

proportionalitat am Rande

§ 4 Der konforme Winkel.
) 17.‘ Es sei C ein beliebiges Kontinuum auf der ¢ -Kugel und I'
irgend eines der einfach zusammenhingenden Gebiete, in die die & -Ku-

%) vgl. Carathéodory (3).
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gel durch C zerlegt wird. Es sei ® ein Punkt aus I' und ¢ ein Rand-
stiick von I, das also ein Teil von C ist. Bildet man I' so auf den
Einheitskreis Ez: |z ] <1 ab, dass dabei © in 2=0 iibergeht, so wird
die Linge des Bildes » von 7 als das konforme Mass %) von 7 oder als der
konforme Winkel %) bezeichnet, unter dem % von © aus innerhalb I' gesehen
wird. Wir schreiben dafiir mp 7 oder auch mit Hrn. Warschawski?®®)
ne,wy,

Ist 7 eine Randpunkimenge von I, der bei der obigen konformen
Abbildung auf E; eine messbare Menge * entspricht, so ist unter 7ip, ¥
das Mass von % zu verstehen, und 7 heisst messbar in T, Ist mp, ,7=0,
so heisst 7 eine Nullmenge tn I'. Es ist leicht zu sehen, dass die Eigen-
schaft von 7, messbar oder eine Nullmenge in I' zu sein, von der Wahl
von ® unabhingig ist. In der Tat entspricht ja einer Transformation
des Einheitskreises in sich, bei der der Nullpunkt gedndert wird, eine
Transformation der Peripherie des Einheitskreises, die analytisch ist und
daher weder an der Messbarkeit einer Menge noch an ihrer Eigenschait,
eine Nullmenge zu sein, etwas &ndert.

Zur Beurteilung der Messbarkeit einer Randpunktmenge von T ist
der folgende Satz gelegentlich wichtig:

XVIL Es sei T ein einfach zusammenhingendes Gebiet der { -Ebene
mit wenigstens zwei Randpunkten und K eine offene oder abgeschlossene
Punktmenge. Dann ist die Gesamtheit M der Randpunkte von T, die in
K liegen, stets messbar in bezug auf T, und ihr Mass ist insbesondere po-
sitiv, wenn K offen ist und iiberhaupt Randpunkte von I' enthdlt.

Beweis: Wir beweisen den Satz zuerst fir den Fall, dass K eine
offene Kreisscheibe | (—& | <6, s> 0 ist. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann man ¢, =0 und o =1 annehmen. :

Man bilde I' durch ¢==f(2) konform auf den Einheitskreis E. der
2-Ebene ab. Dann entsprechen den Peripheriepunkten. von E: bis auf
eine Nullmenge N erreichbare Randpunkte von I, und die Funktion
()] ist auf einer massgleichen Teilmenge des Intervalls (0, 27)

f(<1 1) m)
n
#) vgl. Warschawski (1), p. 339,

%) Hr, R, Nevanlinna spricht in Nevanlinna (1), p. 103, vom Winkel-
mass, und in weiteren Abhandlungen (2), (3), (4) vom harmonischen Mass. In den zitier-
ten Abhandlungen wird das konforme Mass auch fiir mehrfach zusammenhingende Ge-
biete definiert, Wir beschrinken uns in dieser Abhandlung durchweg auf den Fall
einfach zusammenhingender Gebiete,

%) ygl, Warschawski (1), p. 339),

von stetigen

messbar, als Grenzfunktion der Folge
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Funktionen von %37, Daher ist nach der Definition der Messbarkeit die
Teilmenge des Intervalls (0,2%), auf der | f (/") | <1 gilt, sicher mess.
bar. Dass aber die Menge der ¥ mit | f(¢/") | <1 positives Mass hat
wenn sie nicht leer ist, ist der Inhalt eines Satzes, den wir vor einigen’
Jahren bewiesen haben *).

Damit ist der Satz XVII in dem Falle, dass K eine offene Kreis-
scheibe ist, bewiesen.

Es sei nun K eine beliebige offene Punktmenge. Dann ldsst sich K
tiberdecken durch die Vereinigungsmenge von abzihlbar vielen offenen
Kreisscheiben K., v=1,2,..., die alle in K enthalten sind. Ist nun
allgemein M, die Menge der Randpunkte von I', die in K, liegen, so gilt

X0
M= Z M,. Analoges gilt fiir Bildpunktmenge 1. von M auf der Pe-

. vzl

ripherie des Einheitskreises, woraus die Messbarkeit von P und daher
von M sofort folgt. Enthélt aber K einen Randpunkt von I, so ist ein
Randpunkt von I' in einem K, enthalten, so dass dann das Mass eines
der M, sicher positiv ist, und dasselbe gilt erst recht fiir M.

Ist endlich K eine abgeschlossene Punktmenge, so ldsst sie sich
als Durchschnitt einer Folge von in einander geschachtelten offenen

Punktmengen K darstellen. Daher ist dann die Bildmenge |» von M
auf der Peripherie des Einheitskreises ein Durchschnitt einer Folge von
messbaren Mengen und daher auch selbst messhar, w.z b, w,%).

Ist 1 die zu ¥ komplementire Randpunktmenge von I, so gilt offenbar
17,1 mp - mp oy = 2%,

Otfenbar ist mp v insofern eine Invariante bei konformer Abbil-

dung, als, wenn bei einer konformen Abbildung von I' auf I © in o
und 7 in v, iibergeht, dann’

3) Es folgt dies unmittelbar aiis dem bekannten Saize von Fatou, den in die-

sem Zusammenhang zuerst Carathéodory zur Geltung gebracht hat.
%) Ostrowski (2), pp. 251, 252. Ein anderer Beweis dieses Satzes soll an

anderer Stelle veréffentlicht werden.

#) Es sei hier noch eine einfache Verallgemeinerung des Satzes XVII vermerkt,

die. aus der obigen Fassung unmittelbar folgt. Wendet man auf abzihlhar viele offene
Und'a-bgeschlossene ebene Punktmengen endlich oder abzdhlbar oft die Operationen der
Addltl()l.l, der Differenzenbildung und der Durchschnittsbildung an, so ergeben sich. die
allgemeinsten ebenen sogenannten B-Mengen,” Wendet man aber solche Prozesse auf
messbare Mengen an. so entstehen wiederum messhare Mengen, Daher kann K im Satz
XVII als eine beliebige ebene B-Menge vorausgesetzt werden.
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17,2) mp, = mp
gilt.

1:‘“:“{1

Ist P, (2) die in E. harmonische und beschrinkte Funktion, die im
Sinne der in der Nr. 9 gegebenen Definition auf » fast iiberall gleich 1
und auf der komplementiren Randmenge fast iiberall gleich 0 ist, so

folgt aus dem Gaussschen Mittelwertsatz, dass P, (0) = 51"”[‘.»7 ist.
T

Auf der ¢ -Kugel entspricht P, (2) eine in I' harmonische und beschrénk-
te Funktion Pp,,r (8), deren Wert in o gleich él— mp, 7 ist, Pl‘,,r (©) ist
T

dadurch charakterisiert, dass sie eine in ' beschrinkte harmonische
Funktion ist, deren Randwerte in den erreichbaren Punkten von v gleich
1 und in denen von 7 gleich O sind, natiirlich von je einer Nullmenge
abgesehen. Dies folgt leicht nach dem Fatouschen Satze tiber das
Poissonsche Integral aus dem Satze von Hrn, Carathéodory, wonach die
Bilder erreichbarer Punkte von 7 -7 die Peripherie von E: bis auf eine
Nullmenge ausfiillen, Wir nennen Pr,_ (£) das charakteristische Potential
von y in I.

Es sei nun f (§) eine in I' regulire Funktion, fiir die in '|f(f)[=1
ist und deren absolute Betrige bei Anndherung an t bis auf eine Null-
menge in der Grenze =¢, ¢ >0, bleiben*). Geht man dann zum
Einheitskreis £. in der 2-Ebene iiber, so folgt bekanntlich aus der
Jensenschen Ungleichung fiir den Wert der entsprechenden Funktion
im Nullpunkt, d.h. fiir f (), die Abschitzung

1

| Flo) | < &2°

T'Wo

T

Zugleich wird in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen (fiar

g = 1 ) fiir diejenige in I regulire und nicht verschwindende Funktion
e

"F (%) erreicht, fiir die ) log F () gleich dem um 1 verminderten charakte-

ristischen Potential von y in U ist. Daher kann mp v auch als die

grésste positive Zahl m charakterisiert werden, derart, dass fiir jede
in I reguldre Funktion f(5) mit | /() | = 1, fiir die bei Anndherung an

1) Dabei sind die Grenzwerte im Sinne der Nr, 9 zu verstehen, so dass die in
den betreffenden Randpunkt miindenden Kurven, lings deren die Randwerte angenom-
men werden, erst mit Hilfe der Abbildung auf den Einheitskreis zu charakterisieren
sind. Die hierin bei gleichzeitiger Betrachtung verschiedener Gebiete steckende Schwie-
rigkeit wird im Folgenden mit Hilfe des Korollars zum Satz VI’ sowie allgemeiner mit
Hilfe des Satzes XXV'’ iiberwunden.
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die Punkte von 7 bis auf eine Nullmenge der Lim des absoluten Betra-
m

ges = ¢ bleibt, | f(v) | < e 27 ist),

XVIIL Es sei g eine Gerade, ® ein Punkt ausserhalb g und s
eine Strecke auf g, die sich auch ins Unendliche ersirecken darf und
von © aus unfer dem Winkel o erscheint. Dann gilt

(17,3) Mgw S=20,

Beweis: Man darf annehmen, dass einer der Endpunkte von s der
Fusspunkt ¢ des von o auf g gefdllten Lotes ist, da man jede Strecke s
aus zwei Strecken mit dieser Eigenschaft durch Addition oder Subtrak-
tion zusammensetzen kann. Ist dann p der andere Endpunkt von s,
so lege man durch ® und p einen auf g orthogonalen Halbkreis und
ziehe die Tangenten an diesen Halbkreis in p und © bis zu ihrem
Schnittpunkt in £ (Vgl. Fig. 1). Dann hat man nur zu zeigen, dass der
Winkel 2wp gleich @ ist. Nun gilt aber = fop== X {pu= 3 pog=q,
da p und go parallel sind.

Fig 1,

Ist insbesondere s ein in einem Punkte &, auf g beginnender Halb-
strahl, so ist ®—a der Winkel zwischen ©{, und s, sodass also der
Halbstrahl 4,, der bis auf seinen Anfangspunkt {, in einer durch g
begrenzten Halbebene /7 verliuft und mit s den Winkel = — o bildet,
der geometrische Ort der Punkte ist, von denen aus s in bezug auf H
unter dem konformen Winkel 20 erscheint.

Bildet man nun H auf einen Kreis k; der 2-Ebene ab, sodass §
in einen Kreisbogen % iibergeht, so geht %, in einen in k. verlaufenden
Kreisbogen 7, iiber, der die Endpunkte von * verbindet und in diesen
Punkten mit' s den Winkel @ — o bildet. 7, ist dann der geometrische
Ort der Punkte, von denen aus % in~bezug auf %, unter dem konformen
Winkel 20 erscheint, Hier kann k. auch eine Halbebene sein.

) Man findet derartige Ungleichungen fiir verschiedene spezielle Gebiele aus-
fiihrlich behandelt in Julia (1) und (2).
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18. Wir betrachten nun die konformen Winkel noch fiir drei wei-
tere wichtige Konfigurationen.

XIX. Es sei R. ein Winkelraum mit der Winkeléffnung 20w,
dem Scheitel 0 und den Schenkeln s;,,. Dann ist der geometrische Ort der
Punkte, von denen aus $, in bezug auf R, unter dem konformen Winkel
v erscheint, der in 0 beginnende, in R, verlaufende Halbstrahl, der mit
s, den Winkel oo bildet. — Auf diesem Halbstrahl ist also das cha-

rakteristische Potential von s, in R. gleich ?-:I— .
ki

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen
werden, dass R, mit dem Winkelraum 0 < arg £ <207 identisch und
s, der Halbstrahl arg L=20c7 ist.

1

Durch die Transformation z==0>° wird dann R, in die Halbebene

X2>>0 und §; in die negative reelle Axe iibergefithrt. Die Punkte &

@
mit arg L ==oc0o gehen dann in die Punkte mit arg z=~2~ﬁber, woraus

die Behauptung nach dem oben Gesagten ohne weiteres folgt.

Korollar 1 zu Satz XIX. Es sei S, ein Kreisbogenzweieck, dessen
Winkel gleich 26w sind, und s, S, seien seine Seiten. Dann ist der geo-
metrische Ort der Punkte, von denen aus S, in bezug auf S. unter dem
konformen Winkel o erscheint, der die beiden Eckpunkte von S, wver-
bindende und in S, verlaufende Kreisbogen, der mit s, den Winkel o o
bildet.

Zum Beweis braucht man nur S. auf R, konform abzubilden, indem
der eine Eckpunkt in 2==0 und der andere in 2 =oco iibergefithrt wird.
Bildet man R. logarithmisch auf einen Parallelstreifen ab, so ergibt sich
weiter:

Korollar 2 zu Satz XIX. Es sei S ein Parallelstreifen, dessen beide
Grenzgeraden s,, s, den Abstand o haben. Der geomeirische Ort der
Punkte, von denen aus s, unter dem konformen Winkel o in bezug auf
S erscheint, ist die in S verlaufende, zu s, und s, parallele Gerade,

die von s, den Abstand z—d~a hat.
T

— Es sei H® das Gebiet 32>0,]| 2| >p, das also von zwei
Halbstrahlen der reellen Axe und der oberen Hilfte &', der Kreislinie
| 2| =0 begrenzt wird, o sei ein Punkt von AW mit |o|=d>p
Wir wollen nun mgl), wk,” abschitzen,

Zu dem Zwecke bilde man A%® durch

27, Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44. . 4117
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(18,1) (e PTF
2o

w

auf den Winkelraum R=R :0< arg’<
4

; wobei &, in die positive

|38

imaginire Axe [liargl== Z itbergeht. Dann ist nach XIX

(18,2) Mg, ¢ L= 4 arg z,

Nun durchlaufen die Bilder der Punkte @ mit | o | ==« den Halbkrels

k, der auf der positiven reellen Axe senkrecht steht und sie in den
Punkten

(18,3) d—p dtp
4o d-p
trifft, Daraus folgt, dass der Mittelpunkt von % der Punkt

Llizepety

A
A pt

2\d-+p  d—p
ist und der Radius die Linge

1 (4:"',(%__ dtp) _ 2dp
2\d—¢ a4 T e —p
bat, Der nach einem Punkte von % gezogene Radiusvektor bildet nun

df}rlx tmaximalen Winkel mit der positiven reellen Axe, wenn er k be-
riihrt,

'Dieser maximale Winkel ist dann offenbar

(18,4) arcsin( E%E.L /&4t

==arc si 2dp
it g in !

d? |- pt !
und der zugehdrige Berithrungspunkt liegt auf dem Einheitskreis [&]=1,
da das Produkt der Zahlen (18.3) gleich 1 ist, sodass % den Einheitskreis
orthqgonal schneidet. Dem FEinheitskreis | €| ==1 entspricht aber in
der z-}illaene vermbge unserer Abbildung die imaginire Axe, sodass das
zugehdrige o gleich id sein muss ). Wegen (18,2) folgt dahér

XX. Fiir jeden Punkt o von FHW gilt

(18,5) Mgy, . /?pl = 4arc sin M?.J_M ,
| DT

%) vgl, fiir diese T i i
" fese Transformation Bieberbach (1), pp. 135 ~- 136,

icm®

Zur Randverzerrung bei konformer Abbildung. 49

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir die Punkte auf der positiven imagi-
néiren Axe richtig ist.

Aus XX ergibt sich aber weiter:

XXI1. Es sei E, fiir p>>0 das lings des Halbstrahles (—co, —p >
aufgeschnittene Aeussere der Kreislinie k,: | z | = p und o ein Punkf von
E,. Dann gilt ‘

2yp | o!

(18,6) me, ,mkp =4arcsin o

wo das Gleichheitszeichen nur fiir reelle © >p richtig ist.

Denn durch die Transformation 2'=}z geht E, in — 1HVe) gber
und @ in o, Wendet man darauf den Satz XX an, so ergibt sich (18,6).

19, Die Betrachtung des charakteristischen Potentials liefert ein
gelegentlich sehr brauchbares Kriterium fiir die Winkelproportionalitat
bei konformer Abbildung.

XXII. Es sei L ein Gebiet in der -Ebene, mit einem erreich-
baren Randpunkt =, im Unendlichen und « einer der beiden in =,
zusammenstossenden Randzweige*®), Damit eine Abbildung von I auf
H.*), bei der =, in z =co iibergeht, im U1iendlichen winkelproportional
im Winkel ist, ist notwendig, dass das charakteristische Potential Pp ., (%)
quf jedem in V' liegenden, in =, mindenden Jordanbogen L mit einer
Richtung o im Unendlichen einen Grenzwert hat, der eine lineare Funk-
tion von ¢ ist, und hinreichend, dass wenigstens lings zweier solcher Jor-
danbégen L, L, mif verschiedenen Richtungen ¢,, o, im Unend-
lichen Grenzwerte von Pp'.l, (&) existieren.

Beweis: Man bilde I' konform auf H, ab, sodass %, in z=o0 und v
in die positive oder negative imagindre Axe iibergeht. Ist dies etwa

. 1.
die positive imaginire Axe, so geht Pr; (C) in 1 arg z—[—; iiber, wo-
b

raus die als notwendig angegebene Bedingung ohne weiteres fiir die-
jenigen 9 folgt, die im offenen Richtungsintervall der Bégen L liegen,
und dann natiirlich auch fiir die Endpunkte dieses Intervalls, denen ja
die beiden Richtungen der imaginiren Axe entsprechen miissen,

Ist andererseits die oben als hinreichend angegebene Bedingung
erfiillt, so kann man annehmen, dass L;, L, den gleichen Anfangspunkt
haben und sich nicht mehr treffen. Das ,zwischen* L;, L, enthaltene
Teilgebiet I, von I bildet sich dann auf ein Teilgebiet G, von H: ab,

13) Es kommt dabei auf die Wahl des Anfangspunktes von 7 nicht an.
1) Unter Hz wird hier wie iiberall im Text die rechte 2-Halbebene verslanden,
419
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und es folgt aus den Annahmen durch zweimalife Anwendung des
Satzes X, dass die Abbildung von 'y auf G, im Unendlichen winkelpro-
portional ist. Daher gibt es in Iy und damit in I' zwei ins Unendliche
verlaufende Jordanbdgen Ly, L'y, die im Unendlichen verschiedene
Richtungen ¢,', ¢, besitzen und fiir die 9, ®' im offenen Intervall
(%,, ©s) liegen, L, , L," bilden sich aber im Unendlichen konform ab,
woraus die Behauptung des Satzes nach Satz XI sofort folgt,

Daraus lésst sich leicht der folgende Satz herleiten:

XXIII, Es sei g ein einfach zusammenhiingendes Gebiet der
t - Ebene mit einem Randpunkt =, im Unendlichen, der lings einer ing
verlaufenden Jordankurve A erreicht wird. G sei ein einfach zusam-
menhéngendes, g enthaltendes Gebiet, dessen Rand den unendlich fernen
Punkt enthdlt. Der lings A erreichbare unendlich ferne Randpunkt von G
sei gleichfalls mit m, bezeichnet. Die konformen Abbildungen von g
und G aut H, beidenen =, in z==co tibergeht, mégen im Unendlichen
im Winkel winkeltreu sein.

Ist dann U ein in G enthaltenes und g entholtendes einfach zu-
seammenhéingendes Gebiet, so ist jede Abbildung vonl' auf [, bei der der
léings A erreichbare unendlich ferne Randpunkt =, in z==co iibergeht,
im Unendlichen im Winkel winkeltreu.

Beweis: Man kann annehmen, dass G die rechte Halbebene A ist,
da man sonst die ganze Konfiguration der entsprechenden vorbereiten-
den Transformation unterwerfen kann. Ferner kann angenommen wer-
den, dass ein Randpunkt von I auf der positiven reellen Axe liegt. Denn
liegt ein Randpunkt von I'in M, so ist dies durch eine Parallelver-
schiebung parallel zur imaginiren Axe sofort zu erreichen, sonst aber
ist I' mit H; identisch.

*  Andererseits muss dann nach der am Schlusse von Nr. 13 aus
dem Satz XII gefolgerten Tatsache g fiir jedes ¢ >0 einen Winkelraum
von der Oeffnung ©—¢ enthalten, Daraus folgt aber, dass man in Hy
zwei in einem Punkt §, der positiven reellen Axe beginnende und in
bezug auf die reelle Axe symmetrische JordanbSgen L, L’ finden kann,
derart, dass erstens L bis auf &, innerhalb des ersten Quadranten ins
Unendliche verlduft und dort die positive imaginire Axe berithrt und
zweitens kein Randpunkt von g rechts von und auf der Kurve L1
liegt. Daher liegt auch der Rand won I' zwischen der imaginiren Axe
und L--L'". Das Gebiet rechts von L L' sei mit g* bezeichnet.

Man gehe nun von {; lings der reellen Axe nach links bis zum
frsten Randpunkt &, >0 von I' und bezeichne die Strecke &, &, mit s.
<, trennt zusammen mit 7, den Rand von I' in zwei Stiicke 7 und 7.

Bei jeder Abbildung von I' auf H,, bei der &, in 2=0 und %, in 2=c°
420
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abergeht, entspricht - ein fester der Zweige ¥, 1;, etwa 7, der positiven
reellen Axe und der andere der negativen. Es sei P({) das charakteri-
stische Potential von 7 in I', Um zu beweisen, dass P(£) langs der Halb-

strahlen arg L=10, — %< © <—;— gegen £ —|——-;— konvergiert, betrachte

™

man die beiden Gebiete I't bzw, I'-, die von Y145+ Lbzw. y4s-4- L'
begrenzt sind und je ein unendliches Stiick der positiven reellen Axe
enthalten, Ebenso sei At bzw. H— die langs L+s bzw. L'+ 5 aufge-
schnitiene Halbebene /. Offenbar ist

H¥> T+ gh H=>T-5 g

Pt+(2) sei das charakteristische Potential der beiden Ufer von
L-+s in A% und P~({) das charakteristische Potential der beiden Ufer
von L' s in H.

Dann gilt in g
(19,1) 1—P— () =SPE=PT().

Denn P+()—P() ist =0 auf s+L, da dort P+(E)=1 ist, und =0
aaf 7,, da dort P(Z)=0 gilt. Daher gilt in I'+ und erst recht in g

. P+H()—P() =0, und genau ebenso folgt 1 — P-(5)=P(%) (in &Y.

Aus (19,1) folgt aber die Behauptung sofort, da sowohl PT(Z) als
auch 1 — P~ () mit arg {— ¢ in g* geden 3——]——;— konvergieren. Es folgt
%

dies nach dem am Schlusse von Nr. 14 bei der Besprechung des dort
angegebenen Beispiels Gesagten unmittelbar aus dem Satz XX, Damit
ist der Satz XXIII bewiesen.

Aus dem Satz XXIII folgt sofort der kiirzlich von Hrn. J. Wolff)
gefundene und nach einer danz anderen Methode bewiesene Satz
wonach, wenn der Rand eines einfach zusammenhingenden Gebietes I
mit einem erreichbaren Randpunkt %, im Unendlichen dort eine W-Tan-
gente im Sinne der am Schlusse der Nr. 5 besprochenen Definition
besitzt, jede konforme Abbildung von I' auf M, die m in z2==c° iiber-
fhrt, im Unendlichen im Winkel winkeltreu ist. Umgekehrt lasst sich
der Satz XXIII aus diesem Wolffschen Satz sofort folgern, sobald man G
als F, angemommen hat. Doch ergeben sich beide Sitze aus dem
Hauptsatz iiber Winkelproportionalitit am Rande bei konformer Abbil-
dung, den wir im § 6 beweisen werden, ohne weiteres.

5) Wolff (2), 3)
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§ 5. Ungleichungen fir konforme Masse.

20. Im Folgenden werden fiir uns gewisse Abschitzungen wicht;
sein, die fiir die konformen Masse unter relativ geringen Annahmeg
iiber das Gebiet gelten. Das erste und wichtigste Resultat in die ;
Richtung ist das Léwner — Montelsche Lemma. o

XXIV. Es sei I' ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und [* ein
einfach zusammenhingendes Teilgebiet von I', das mit I eine in I' und I'*
messbare Menge 7 erreichbarer Randpunkie gemeinsam hat. Ist dann o
ein innerer Punkt von 1, so gilt

(20,1) M, o T 2 e

Man kann diesen Satz so interpretieren: Es seien 7, bzw. 7,* die
zu 7 komplementiren Randpunktmengen von I' bzw, I'*, Dann w;rd T
durch " vom Punkte o gewissermassen ,abgeschirmt” und 7, lieg;
(im Sinne der konformen Abbildung) ,ndher” an o als v,, sociass [
daher von ® aus unter ,grésserem” konformem Winkel gesehen wirld
als 7, , woraus (20.1) wegen (17,1) folgt. 1)

B‘eweis des Satzes XXIV. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
kann [' als das Innere des Einheitskreises der z-Ebene und ® als der
Punkt 2=0 angenommen werden. Es sei (20,1) falsch, sodass

(20,2) d=mpm g% —mr,o7>>0

ist. Die Menge 7 lisst sich bekanntlich durch eine Vereinigungsmenge

(=)
von punktfremden offenen IntervallenZdv auf dem Einheitskreis iiber-
decken, sodass, wenn allgemein die ‘=Ll i k
de , dnge des K L, Wi
mit o, bezeichnet wird, ¢ reisbogens o wieder

(=]
(203) 4> ¥ o —mp g1 >>0
ve1

1ast: tEs' s;i nun ‘die in o, liegende Teilmenge von 7 mit 8, bezeichnet.
2 ist nicht nur in bezug auf I' messhar, sondern auch in bezug auf [*.

Denn ist % die durch die Endpunkte von o, hindurchgehende, auf dem
46

o 112 u)ndDI:irOSa:z x[vu;'de zuerst {iir den Fall, dass 7 ein Randbogen ist, in Léwner(l),

Umformungen :11 eB(')'pr, 31 — 32 (Fussnote) bewiesen, Fiir weitere Beweise und

pp. 338 £, Im algl‘ e erbacr, (1), pp, 121—122, sowie Warschawski (1)

heiten. Doch | tgememften Fall ist (20,1) mé&glicherweise in Nevanlinna (4) ent-
+ Doch ist uns diese Abhandlung beim Abschluss des Manuskripts nur aus dem

Referat im Zentralblatt fiir Mat i
- r Mathematik, 12 (1935), pp, 78—179 bekannt geworden,
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Einheitskreis senkrecht stehende Kreislinie, so ist die Menge der inner-
halb % liegenden Randpunkte von T* nach dem Satz XVII messbhar in
bezug auf I und 8, ist ihr Durchschnitt mit der als messbar voraus-
gesetzten Menge Y.

Es gilt nun wegen (20,2) und (20,3)

[==)

mps, o7 = Z mp g8y,

v==1
(g
Z (g, 98— ) >0,
V=1

sodass es daher einen offenen Kreisbogen ¢ auf dem Einheitskreis und
eine in o liegende messbare Randpunktmenge & von I gibt, fir die

(20,4) mpe 93>

gilt. Es sei nun P(2) das charakteristische Potential von ¢ in bezug
auf den Einheitskreis. In jedem Punkt von &, der ja im Innern von o
liegt, ist dann P(2)==1 fiir allseitige Anndherung aus dem Innern des
Einheitskreises und daher erst recht fiir allseitie Anniherung aus dem
Innern von I, Es sei P*(2) das charakteristische Potential von & in re.
In den Punkten von & gilt sicher, wenn Z aus dem Innern von [ gegen
diese Punkte strebt,

Lim (P(2) - P*(2)) =0,

da P*(2)=1 ist. In den Punkten der zu komplementdren Randpunkt-
menge 6 von I ist aber bis auf eine Nullmenge (in bezug auf I')
Lim P* (2) =0, sodass auch auf B Lim (P(2)— P"(2)) =0 ist, bis auf eine
Nullmenge in bezug auf I". Daher gilt in 1" durchweg P(2) = P* (2)*7),
und damit auch P(0)=P*(0), mp ga=az=mpx 0, entgegen (20,4). Da-
mit ist der Satz XXIV bewiesen.

In der Relation {20,1) gilt selbstverstindlich das Gleichheitszeichen,
wenn U mit I identisch ist. Aus dem Satz XVII folgt nun, dass dort
sonst, wenn 1 keine Nullmenge in I' ist, das Grdsserzeichen gilt, . Denn
es sei P*(2) das charakteristische Potential von 7 in I und P(z) das-
jenige von 7 in I Dann gilt nach (20,1) sicher in ™ P*(2)= Pz}, und,

47) denn wenn ein in einem einfach zusammenhiingenden Gebiete gleichmassig
beschrinktes Potential am Rande bis auf eine Nullmenge nicht negativen Lim hat, ist
es im Innern nicht negativ, Es folgt dies daraus, dass ein solches Potential nach
Ubergang zum Einheitskreis durch das Poissonsche Integral darstellbar ist,
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um zu zeigen, dass P*'(2) in 1™ tiberall kleiner als P(2) ; 7
einen Randpunkt von 1™ innerhalb I' nachzuweisen, in (dinzSt[;(iTrilg}g‘esv
nicht verschwifdet. Nun ist P(2) innerhalb I' stetig und positip [2
der Annahme, dass 7p o7 >0 ist, Ist aber * die Menge der ’RI;Z:}
punkte von I, die innerhalb I' liegen, so ist ja ihr Mass in I™ h
XVII positiv, und es gibt daher auf ihr sicher einen Punkt, in dem ;aé
léngs eines geeigneten Weges gegen O strebt. Daher kann P(z)—p !
innerhalb [" nicht durchweg verschwinden, @
Anderseits kann man auch eine gelegentlich bequem zu benutzep-
de Schranke fiir die Differenz Mmp, oY =M % angeben, Wir bezeiiﬁ.
?1?“ zu dem Zwecke mit D die Randpunktmenge von I', die ausserhalb
1. , und mit D" wie oben, die Randpunktmenge von 1™, die innerhalp I
lleg't. Es sei ferner fitr den Augenblick die Menge der I' und I g
meinsamen Randpunkte, die nicht in 7 enthalten sind, mit 7, bezeichnet
Dann gilt, da auch TP, Yo =M o 1o 220 ist, nach (17,1) .

L, w = 1, o Y Z2 4 (7 A=) — 1, o (v - 7,) =
=mps o D" —myp o D= mpe, D*,

Wir fassen das Resultat im Satz zusammen:

XXV Unter flen Voraussetzungen des Satzes XXIV sei 1™ pon I
verschieden und v in ' keire Nullmenge. Dann gilt, wenn D* die Rand-

punkimenge von I'* innerhalb ' und D di ‘ !
serhalb I™ bezeichnet: te Randpunkimenge von ' am-

205) 0Ty, Wy —mps v = Mipw, o DY —mp o D 55 mpse, D",
In der obigen Formulierung der Sitze XXIV und XXV wurde die

Il;/::ass!)arlazeif1 von ¥ explizite in I' ynd T™ vorausgesetzt, Man kann nun
weisen, i in I’ r
s ass aus der Messbarkeit von v in I' dasselbe auch in I

XXV*. Wird unfer den Voraussetzungen des Satzes XXIV iiber die

Menge nur vor g
f aasgesefzi dass sie in bezu auf I’ mess i i
. » A7 ! baf st, so is
f duch m bezllg auf I messbal 2 - ¥

HAIbe?):nWeeL::z;)gne Beschrinkung der Allgemeinheit darf T' als die
cei 1. e C: vorausgdesetzt werden. Ist 7 nicht beschrinkt, so
e 17 ol ;samghext d:ar Punkte von v, die im Intervall < —1,1>> lie-
auch ;] o °m}1)’ %Smenfare Menge zu v, in bezug auf 7. 7y, (und damit
ciner :b Eac atz XVII messhar, da Y. der Durchschnitt von 7 mit

geschlossenen Menge ist. Eg genfigt, den Satz ilir v, zu bewei-

sen, da durch die Transformation z’=~1— Yy ins Innere des Intervalls
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< —1, 1> gebracht wird. Wir kénnen daher von vornherein anneh-
men, dass 7 in < —1, 1> liegt.

Ist nun R ein Intervall auf der reellen Axe, so ist die Gesamtheit
der Randpunkte von I, die in R liegen, nach Satz XVII in bezug
auf I messbar. Ist R=2R, eine Vereinigungsmenge von Intervallen
auf der reellen Axe, so gilt daher dasselbe fiir die Gesamtheit aller in R
liegenden Randpunkte von I, Nun kann man fiir jedes v, v==1,2,3.., zu¥
eine in <{—1, 1>> liegende Intervallmenge R™ finden, die t enthélt und

. , Y 1 , .
deren Mass in I sich héchstens um -~ vom Mass von v in I' unterschei-
v

det. Die Durchschnittsmenge aller R sei mit M bezeichnet, die in M
liegende Randpunktmenge von I mit M. Dann ist M in bezug auf I"
messbar als Durchschnitt einer Folge von messbaren Mengen. Andererseits
ist M zwischen 7 und ihrer in bezug auf I' massgleichen Hille " ent-
halten und daher auch in bezug auf I’ messbar. Daher gilt nach Satz XXIV
wegen 7CM

(20,6) mye, o V=0, M= me, o M= mps, o M.

Ist nun 7 eine Nullmenge in bezug auf [, so ist nach (20.6) M eine
Nullmenge in bezug auf I', und dasselbe gilt fiir die Teilmenge 7 von M,
Ist aber mp ,7>>0, so ist M—7 eine Nullmenge in I' und daher auch
in I, und es folgt, dass y=M—(M—y) gleichfalls in bezug auf 1"
messbar ist, w. z. b. w.

Es sei noch bemerkt, dass der Satz XXV' nicht umkehrbar ist.
Man kann ein einfach zusammenhingendes Teilgebiet I der oberen
Halbebene I' konstruieren, derart, dass eine gewisse auf der reellen Axe
liegende Randpunktmenge von I, die in bezug auf I messbar und
sogar eine Nullmenge ist, in bezug auf I' nicht messbar ist. Doch soll
ein solches Beispiel an anderer Stelle verdifentlicht werden.

In der Folge wird besonders die Tatsache zu benutzen sein, dass,
wenn die Menge 7 des Satzes XXIV eine Nullmenge in bezug auf I ist,
sie es auch in bezug auf I™ sein muss. In Verbindung*mit dem Korollar
zum Satz VI' ldsst sich daraus leicht die folgende Formulierung her-
leiten:

XXV", Es sei I' ein einfach zusammenhdngendes Gebief der
2- Ebene und 1" ein Teilgebiet von I', das mit I' einein I' messbare
Menge « erreichbarer Randpunkte gemeinsam hat. P(2) sei eine in I' re-
gulidre und absoluf beschrinkte harmonische Funktion. Es sei ' eine in
bezug auf I' massgleiche Teilmenge von v.  Dann besitzt P(2) auf einer
in bezug auf I mit ¢ massgleichen Teilmenge 7" wvon 7' Randwerte
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sowohl wvon L' als auch von 1" aus, und die beiden so auf 7" de-
finierten Randwertfunktionen sind einander gleich.

Beweis: Bildet man I' konform auf das Innere des Einheitskrejses ab,
so folgt aus dem belkannten Fatouschen Satz, dass P(2) in allen erreich-
baren Randpunkten von I', bis auf eine Nullmenge in bezug auf T,
Randwerte von I aus hat. Man darf daher annehmen, dass P(z) in
jedem Punkt von 7' einen Randwert von I' aus hat, indem man sonst 1
durch eine massgleiche Teilmenge ersetzt,

Da ferner 7—1' nach den Sétzen XXIV und XXV’ auch in bezug
auf I eine Nullmenge ist, darl man 7==7" voraussetzen. Durch Abbi-
dung von I auf den Einheitskreis folgt sodann ganz analog wie oben,
dass P(2) in einer in bezug auf I" massgleichen Teilmenge 7" von 7
Randwerte von '™ aus hat. Ist 2, ein Punkt von ¥, so kann aber nach
dem Korollar zum Satz VI' der Randwert von F(2) in 2, von I aus
nicht verschieden vom Randwert von I'* aus sein, womil der Satz XXV"
bewiesen ist.

21, XXVL Es sei I' ein Gebiet in der (-Ebene, in dessen Rand eine
Strecke o mit den Endpunkten A, B enthalfen ist. (Vgl. Fig. 2). Ein A
und B verbindender Kreisbogen « mége mil o ein Segment S ein-
schliessen, das ausserhalb I' verliuft. Die Winkel ven S bei A und B
seien gleich 2%a, wo 0=ia< 1 ist (sodass & fir o==0 mit o
zusammentallen kann).

Der zu o homplementire Randteil von ' sei mit ) bezeichnet.
Es mige nun ' auf ein Gebiet G in der z- Ebene konform abgebildet wer-

Fig. 2,

den, das in der unteren Halbebene liegt und in seinem Rand eine Strecke

[ der reellen z-Axe enthilt, die dem Randstiick ) von I’

icht
26 entsp?'tch
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(Vgl. Fig. 3). Es sei k ein die Endpunkte von [ verbindender Kreis-
bogen, der mit dem unteren Ufer von ! ein Segment (k) bildet und mir [
den Winkel ©( einschliesst. Dann entsprechen allen Punkien von G
ausserhalb (k) in der {-Ebene Punkte, die zwischen o und einem durch A

und B hindurchgehenden Kreisbogen K liegen, der mit o den Winkel
2% (1—a) (1—§) einschliesst und auf der n abgewandten Seite von o liegt'®),
(In den Fig. 2, 3 sind die von den in Frage kommenden Punkten
erfiillten Gebiete schraifiert dargestellt).

Beweis: Denn von den Punkten von G ausserhalb (%) aus erscheint /
nach dem Korollar 1 zum Satz XIX in bezug auf die untere Halbebene
unter konformen Winkeln <2=(1 —98), daher nach Satz XXIV erst recht
in bezug auf G. Von den entsprechenden Punkten in der {-Ebene aus’
erscheint dann o unter den konformen Winkeln >2=f in bezug auf T,
daher erst recht in bezug auf das Aeussere von S. Daher liegen diese
Punkte zwischen 5 und einem durch A, B hindurchgehenden Kreisbogen,

der mit o die Winkel 3—3(1;-7‘) @zl —B))=2=(1—2) (1—f) bildet,

w. z. b, w. .
Identifiziert man G mit der unteren Halbebene der 2-Ebene,
so folgt

Korollar 1 zum Satz XXVI, Unter den Voraussetzungen des Satzes
XXVI liegen die Punkte von 1", von denen aus o in bezug auf U unter
einem konformen Winkel >>2 % 3 erscheint, zwischen o und einem
Kreisbogen, der A und B verbindet und mit 5 den Winkel 2 (1 —a) (1 —§)
bildet.

) Vgl, hierzu den Satz des Abschnilts 18, in Carathéodory (2) pp. 39 — 40,
sowie Carathéodory (4, p. 91, :
427
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Es sei unter den Voraussetzungen des Korollars 1 :‘-1 (1) (1)
e hdd 'ﬁl

i , i ;
<~é«. Dann verliuft der Kreisbogen K ganz auf der % abgewand-

ten Seite von o, Fiir die grésste Distanz seiner Punkte vom Mittelpunkt
von o erhilt man dann, ==2%{1 —a) (1 @) gesetzt, durch eine be-
kannte trigonometrische Betrachtung den Wert

A =z a tg g
2 %2

Besc:hreibt man also um den Mittelpunkt von » einen Kreis mit dem
Radius d, so erscheint o in bezug auf I' von jedem Punkt von I' ausser-
halb dieses Kreises unter einem Winkel < 2= 8. Nun gilt aber

(21,1 =2 arctg %d, 25(1—@) == - 2 arctg 2d
G 1—ua 5
und
(21,2) 28 =2%— 2 arctg 2 d .
1—a G

Da aber fiir das vermége (21,1) aus gegebenen Werten ¢, o und d= i

. . 1 __
hergeleitete § sicher " =(1—a)(1—0p) <; gilt, folgt:

v Korollar' 2 zum Satz XXVI, Unter den Voraussetzungen des Satzes
I erscheint s von jedem Punkt o von I' aus, dessen Distanz

vom Mittelpunkt von o nicht kleiner als d:; ist, in bezug auf I

hi)'chsz‘eﬁs unter dem konformen Winkel (21,2),

1 f'\er_mle).n sieh't, ist hier die Schranke (21,2) fiir ¢ =0 grésser als
T, ftir o =1 aller‘dmgs kann die Schranke (21, 1) beliebig klein gemacht
ge;giegx, wenn d ins Unendliche geht, In diesem Fall liegt !" in einer

}: ebene, in deren Rand o enthalten ist. Die Schranke (21,2) wird
aber fiir =0 erreicht, wenn " die lings o aufgeschnittene Ebene und
o derI ,,h;ichste“ Punkt von K tiber o ist,

. In der Formulierung des Satzes XXVI wird verlangt, dass das
Exxlltclllg%icﬂ)thG' :olmll in einer Halbebene liegt, deren Rand c!1>ie Strecke !/
bogenz-weizclli belcht zu sehen, dass man statt der Halbebene ein Kreis-
o enaweieck enutzen kax.m, dessen eine Seite das Bild von ) ist.

ie Winkel des Zweiecks gleich = sind, d,h. das Zweieck sich

u 1 K 18 1!
1
auf e ner reis eduz er t, genugt es, dleses Zweleck au{' eme Ilalbet
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abzubilden, Sonst aber hat man das Zweieck durch eine geeignete Po-
tenztransformation auf eine Halbebene abzubilden, wobei alle Winkel in
den Ecken des Zweiecks mit einem und demselben Faktor multipliziert
werden,

Wird uber das Gebiet I' iber die Annahmen des Satzes XXVI
hinaus vorausgesetzt, dass der unendlich ferne Punkt nicht in seinem
Innern liegt, so kann man anstatt der im Korollar 2 gegebenen Abschit-
aung andere aufstellen, bei denen die Schranke beliebig kleiner Wer-
te fdhig ist. Zugleich braucht man dabei o nicht mehr als eine Strecke
vorauszusetzen. Wir geben zwei derartige Abschéitzungen.

22, XXVII. Essei I' ein einfach zusammenhingendes Gebiet, das
vollstindig auf einer bestimmien Seite Fl einer Geraden g liegt und eine
in I' messbare Randpunktmenge C besitzt, deren sdmtliche Punkte
von einem Punkte q wvon g eine Distanz "= o haben. o sei ein Punkt
von ' mit der Distanz d>>p won ¢. Dann gilt fiir den konformen
Winkel, unter dem C von ® aus in bezug auf V' erscheint:

my,, C =4 arc sin (—11;2?():7 =
(22,1) » N f
dt—p* . 4mpd p
= 4 arg 0§ ——rr & e (4T S
d* -+ p? as--p* d

Hier wird das Gleichheitszeichen nur erreicht, wenn I' mit dem aus H durch
das Herausschneiden des Kreises um ¢ mit dem Radius p entstehenden
Gebiet, C bis auf eine Nullmenge mit dem in H liegenden Halbkreis um
g mit dem Radius ¢ identisch ist und o auf dem Lot auf g durch q liegt.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf vorausgesetzt
werden, dass g die reelle Axe der z-Ebene, ¢ =0 und A mit der obe-
ren Halbebene identisch ist, ferner, dass C mit der Menge aller Rand-
punkte von U' mit |2z |==p zusammentillt. Man bilde das Gebiet A,
das aus allen Punkten mit 32>>0, [2| >0 besteht. Der Halbkreis
w:| 2| =p, 3270, zerschneidet ' in endlich oder unendlich viele
einfach zusammenhingende Gebiete. Dasjenige unter ihnen, das © ent-
hilt, sei mit I bezeichnet, 1™ ist ein Teilgebiet von HW. Die Menge
der Randpunkte von ", die nicht aul » liegen, sei mit % bezeichnet,
die Menge der dbrigen, auf * liegenden Randpunkte mit %, Die zu C
komplementire Randpunkimenge von I' seij mit C bezeichnel. Dann
folgt aus dem Satz XXV, wenn ™ von I verschieden ist und es in ¥
itberhaupt Punkte gibt:

myps, <y, T, c,
429


GUEST


60 o Alexander Ostrowski

da dann v nach Satz XVII keine Nullmenge in I'* und wegen XXV

keine Nullmenge in I ist,

Daher folgt wegen (17,1), wenn man zu komplements
punktmengen iibergeht: ) P entidren Rand-

(22,2) mp L omyp C

Andererseits ist 7 abgeschlossen und daher messhar in bezug auf H©

Daher gilt, da 1 auf % liegt, nach Satz XXV [* nicht mit Kb
identisch ist, « wenn nicht mit Ho

Mg S ), T ), W
wo in einer der beiden Relationen das Kleinerzeichen gilt, und daher

(22,3) mp

Mo, o %,

0

wobei das Gleicheitszeichen nur gilt, wenn I' mit /70 zusammenfallt
Aus dem Satz XX folgt dann die Behauptung sofort, ’

23. Lisst man die Voraussetzung fallen, dass I' in einer Halbebe-
ne enthalten ist, so lisst sich anstatt XXVII die folgende, allerdings
wesentlich tiefer liegende Abschitzung beweisen: ’

XXVIIL  Es sei I' ein einfach zusammenhiingendes Gebiet der
.z-El‘aene, das den unendlich fernen Punkt nicht im Innern enthélt und eine
in L messbare Randpunktmenge C besitzt, die im Kreise | 2| 75 p liegt.
Ist o ein innerer Punkt von I' mit |w|> p, so gilt fiir den honfor-
men Winkel in bezug auf U, unter dem C von aus erscheint:

JE—
mp,, C = 4arcsin 2V 1ale =

(23,1) ptlo]
- ,(,\) I —p PR
4 arc cos ——- e - P
Y <4T|/;m”|

Hier gilt das Gleichheifszeichen nur, wenn |

a ; durch eine Drehung um den
Zrllzllelpulnzki; in das Gebiet E, des Satzes XXI itbergeht , C mit degr Kreis-
=P

bis auf eine Nullmenge identi i
T uf isch ist und o auf der Ver-
lingerung des geradlinigen Einschnittes von | nach riickwdrts liegt .

Da;' die Voraussetzungen und Behauptungen gegentiber
einer. stormation von der Form 2'=az invariant sind, darl p=1
'posmv >1 vorausgesetzt werden.

Die ‘Gesamtheit der Punkte von I
kreises E, liegen, :
sammenhédngende
430
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net werden mdge. Die Gesamtheit der Punkte der Kreislinie E;, die
im Rand von I vorkommen, sei mit % bezeichnet. % ist nach Satz XVII
messbar,

Es gentigt, (23,1) unter der Annahme zu beweisen, dass C die
Gesamimenge der Randpunkte von I' mit |z | =1 ist. Wir zeigen
zuerst, dass, wenn I nicht mit I' identisch ist,

(23,2) mp,, C< mp« %

gilt. Denn es sei C die zu C komplementire Randpunktmenge von I
und % die zu % komplementire Randpunktmenge von I, 'C ist nicht
leer, da 1" den unendlich fernen Punkt nicht im Innern enthilt. Nach
Satz XVII ist C keine Nullmenge in I'. Daher folgt aus dem Satz XXV

mps %= myp %= mp, C,

o

wo in einer der beiden Ungleichungen das Kleinerzeichen gilt, Durch
den Uebergang zu den komplementiren Randpunkimengen folgt (23,2).

Durch die Transformation 2’ = L wird T* in ein Gebiet I iiber-
z

gefithrt, das innerhalb Er liegt und den Nullpunkt nicht im Innern ent-
hélt. % geht dabei in eine gleichfalls messbare Punktmenge %" auf der

Kreislinie E; {iber und ® in o'= 1 , wo 0<wo < 1ist. Offenbar
(0]

gilt
mps o=y, 7.
Man verbinde © mit dem Nullpunkt lings eines Radius von £ und
bezeichne mit 2, =0 den ersten Randpunkt von I”, der angetroffen
wird, wenn man lings dieses Radius von ®' nach dem Nullpunkt geht.
Nun wende man auf die Kreisscheibe E» die Transformation
2 — 2z

1—2'z)
an, durch die, da z, reell ist, Ev in Eu iibergeht. Dabei geht I in
ein Gebiet I, ttber, 2," und ©' gehen {iber in @ ==0 und w =1, wobei
0< 7 o' ist. w =0 ist nunmehr ein Randpunkt von I'y, wihrend die
halboffene Strecke (0, 7>> in ', enthalten ist. Der Menge %' mége %
entsprechen, es ist dies die Gesamtheit der auf der Kreisscheibe Ew
liegenden Randpunkte von Uy, Offenbar gilt wieder

W ==

my,, W= mpg L,
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Es geniigt daher,

/

(23,3) mp g =4 are sin v 4 arc sin
(U] 1_“|‘~ 7} ,'/-‘ L 1 ‘
V- Vi
zu beweisen, da wegen 1 > «' > 7 sicher
2 .2
0 Y B
V l i ‘/ v v | v '

ist. Es sei nun die zu %, komplementire Randpunkimenge von Iy mity
bezeichnet, Es genfigt zu beweisen, dass

= o 2V .
(23,4) my, ., =2 —4 arc sin 1 = 4 arc sin 147y

Nun liegt aber 7 innerhalb E, und ,verbindet® w ==0 mit der
Peripherie von Ey, sodass es auf jedem Kreis |w|==1p, 05 p<1, Punkte
von ¥ gibt. Daher gilt nach dem Satz von Milloux-Erhardt Schmidi-

R. Nevanlinna ) fiir das charakteristische Potential der Randpunktmenge
1 von by

ist,

(23,5) Pp,,, (@) =2 arc sin 2T o | e,
T 17

und das Gleichheitszeichen gilt hier nur, wenn |y aus dem lings des
Radius < 0,1} aufgeschnittenen Einheitskreis Ey durch Drehung um
den Nullpunkt hervorgeht und @ auf der Verlingerung nach riickwirts

des Einschnitts von I'y liegt. Daraus ergibt sich aber nunmehr die Be-
hauptung von XXVIII unmittelbar,

24, Der Herleitung einer weiteren allgemeinen Abschétzung fiir
konforme Masse schicken wir einen auch an sich interessanten Satz ither
Maxima von harmonischen Funktionen auf Halbstrahlen voraus.

) Es handelt sich um eine hekannte Abschilzung von Milloux, Milloux (1)

p. 348, sowie (2),p, 182, in der allerdings die genauen Konstanlen, die wir hier benutzen
miissen, erst in Erhard Schmidt (1) und Nevanlinna (1) ermittelt wurden, Die Betrach-
tung der Jordaneinschnitte, auf die sich Hr, Erhard Schmidt beschriinkt, ist Kir unseren
Zweck allerdings nicht ausreichend, Es sei ferner noch auf Lavrenticif (3) hingewiesen,
wo gleichfalls die genauen Konstanten in der entsprechenden Abschétzung hergeleitet
werden, indessen unter der Annahme, dass das Extremalgebiet eine stiickweice analy-

tische Berandung hat, deren Begriindung a. a, O. in Aussicht gestellt wird, bisher aber
noch nicht veréffentlicht wurde.

432
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XXIX. Es sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet der
z-Ebene und A ein Winkelraum o < arg 2<%, |z | >0.

P (2) sei eine Funktion, die in den in A liegenden inneren Punkten
von G harmonisch, gleichmdssig nach oben beschrinkt und nicht konstant,
qusserhalb G in A gleich Null und in allen aus dem Inneren von G er-
reichbaren Randpunkten von G, diein A und auf dem Rand von A liegen, nicht
positiv ist, d. h. bei allseitiger Anniherung aus G an diese Randpunkte
nicht positiven Hdufungsvorrat hat.

Wird dann fir. jedes ¢ mit o < y<} die obere Grenze von
P (2) auf dem Halbstrahl S;: arg z=", |z | >0 mit M/(y) bezeichnet
und ist M (y) im Intervall (o, B) nicht negativ, so ist M (y) eine kon-
vexe Funktion von ¢ im Intervall (2, ), d. h. es gilt Fiir o< o<y <f,<B
(24,1) M) = -0 M)+ T8 M),

P % fr—oy

Ferner gilt, wenn P (z) nicht in den in A liegenden Punkten

von (O mit einer linearen Funktion von arg 2 zusammenféllt, fiir

2
(24,2) Plz) < M:;JYUEQ
und allgemeiner fiir jedes 2, auf S,

(24,3) P < L= pe) + = M),
fr— % fr—oy

Beweis. Wir nehmen an, dass F(2) in den in A liegenden Punk-

ten von U mit keiner linearen Funktion von arg 2z identisch ist, da

sonst (24,1) trivial ist. Zum Beweis von (:4,1) geniigt es, (24,2) zu be-

weisen, da daraus {24,1) fiir 1 = Ei:;;c,l folgt, was bekanntlich fiir die

Konvexitit ausreichend ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf
vorausgesetzt werden, dass «, = — @, ist, sodass 2, auf der positiven
reellen Axe liegt.

Die Gesamtheit aller Punkte, die sowohl in G als auch im Winkel-
raum 4,:0; < arg 2 < f; liegen, sei mit G* bezeichnet. G ist offen
und kann eventuell in mehrere einfach zusammenhingende Gebiete zer-
fallen, Eines unter ihnen enthélt z, und mége mit G, bezeichnet wer-
den. Der Rand von G, kann erstens Punkte der Halbstrahlen S, , Ss,
enthalten, zweitens Randpunkte von G aus 4, In den Randpunkten
28. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 433
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von G, ist daher P (2) entweder 7.0 oder = M%) oder =M {&,).
Daher gilt sicher in G, da P(?) in Gy nicht konstant ist,

(24,4) P @) <M () + M(B).

Man darf annehmen, dass M (%) - M (B) -0 ist, da sonst
M{o) =M (3,) =0 und (24,2) direkte Folge von (24,4) wire,

Spiegelt man G, an der positiven reellen Axe, so sei das entste-
hende Gebiet mit G; bezeichnet, und G,* sei die Menge der (3, und G,
gemeinsamen Punkte. Das grésste in (;" enthaltene Gebiet, das 2, ent-
halt, sei mit G, bezeichnet. G, ist einfach zusammenhingend und
symmetrisch in bezug auf die reelle Axe. Daher ist mit P (2) auch
P, (2)=P (2) eine in G, regulire harmonische Funktion. Wir setzen

2) -+ P, (2) = Q(2). Auch Q(2) ist in G, regulir harmonisch und
nach oben beschrinkt. In den erreichbaren Randpunkten von G,, die

auf S, liegen, ist P(2) = M (o), P (&)= M(8,), daher

(24,5) Q)= M (o) -- M (By).

Dasselbe ergibt sich in analoger Weise fiir die erreichbaren Rand-
punkte von Gy auf Sp; .

Jeder der iibrigen erreichbaren Randpunkte z, von U, ist entweder
ein Randpunkt von G oder der Spiegelpunkt in bezug auf die reelle
Axe von einem Randpunkt von G. Im ersten Falle ist in ihm P(z)=0

und P (2,) < M (o)) - M (B,), namlich, wenn 2, innerhalb G, liegt, wegen
(24,4) und, wenn 2; zum Rande von G, gehort, wegen P( zl) <20, Daher
gilt in ihm (24,5) mit Kleiner-Zeichen. Im zweiten Falle ist in ihm
P, (z,)=0 und analog wie oben P(2;) < M (a,}-+ M (81}, sodass auch dann
(24,5) mit Kleiner-Zeichen richtig ist. Daher gilt (24,5) auch im Innern
von G, und zwar mit dem Kleiner-Zeichen, wenn Q(z) nicht konstant
in G, und nicht identisch gleich M (o)~ M (By) ist.

Wire aber Q(2) in G, identisch gleich M (o) - M (6}, so konnte G,
nach der obigen Herleitung keine Randpunkte im Innern von 4; haben.
Es misste daher Q(2)=M(oy)+ M (B;) sowohl auf S, als auch auf S,
sein. Dann misste aber nach der Herleitung von (24,5) P(2) in allen
Punkten von S, gleich M(o) und in allen Punkten von Sp, gleich M(B,)

sein. Zugleich miisste dann P(z,) = é— Q (z,) == ; (M () - M (B1)) sein.
Bilden wir aber dann mit der entsprechenden Bestimmung von arg 2
R =Ple) —( 22T - B20B2 )
U

fr—o
434
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so ist R(z) harmonisch und beschrinkt im Innern und verschwindet auf

den beiden Schenkeln von 4;, Da R(2) aber auch in einem inneren

Punkt 2, von A verschwindet, so folgt, dass R(2) in 4, durchweg ver-

schwindet, sodass P(z) in 4 und daher auch in allen in A liegenden

Punkten von (G mit einer linearen Funktion von arg z zusammenfallt,
Ist dies also nicht der Fall, so folgt

-M Ty R 4]
Pla)=" Qe < LA,

Damit ist zugleich auch (24,1) bewiesen.
Um nun (24,3) zu beweisen, seien 2, und { so gewdhlt, dass

SN
Dann folet aus (24,1)

(24.6) M) = BI:E.LM(g + Bl—al M),

(247) M) = @1_ M)+ “_, M),

und aus (24,2), angewandt auf ¢, und Py, wegen (24,6) und (24,7):

Ple) < MEDTME) _ 1= + .

2 B1— oy Br—oy

womit (24,3) bewiesen ist.

Zusatz zum Satz XXIX. Ist der Héiufungsvorrat von P(z)in allen
Randpunkten von G in und auf dem Rend von A nicht negativ — und
nichf nur in den erreichbaren Randpunkten — so braucht G im obigen Be-
weis nicht als einfach zusammenhdngend vorausgesetzt zu werden.

In der Formulierung von XXIX mit dem obigen Zusatz ist offenbar
der bekannte Satz enthalten, wonach fiir eine in A reguldre harmoni-
sche und beschrinkte Funktion Q(2) das Maximum ihres absoluten Be-
trages auf Halbstrablen arg 2==7 eine konvexe Funktion von 7 ist.
Denn, um die entsprechende Ungleichung vom Typus (24,1) herzuleiten,
braucht man nur durch Hinzuftigung einer geeigneten Konstanten zu er-
reichen, dass M (21), M(B1) und M(y) positiv werden, und sodann aus A
alle Punkte mit nedativem Q (2) wegzulassen.

Geht man durch die logarithmische Abbildung zur log 2-Ebene {iber,

. so ergibt sich ein zu XXIX analoger Satz, in dem A durch einen Paral-

lelstreifen und die Halbstrahlen arg 2=1v durch die in diesem Paral-
435
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lelstreifen verlaufenden Geraden ersetzt werden. Der so umgeformte
Satz liefert offenbar eine auch direkt leicht beweisbare Veraligemeine-
rung des Dreigeraden- und des Dreikreisesatzes,

25, XXX, FEs sei G ein rechts von der imaginiiren Axe der z-Ebene
liegendes einfach zusammenhingendes Gebiet, in dessen Berandung eine
abgeschlossene endliche Strecke o auf der imagindren Axe als freies
Randstiick enthalten ist. C sei das zu o komplementdre Stiick des Ran-
des von G und s sei eine in G verlaufende Strecke, deren Endpunkte

. , T . .
auf C liegen. Bildet § mit o den Winkel «, -~ 7% 6 %0, so erscheint o
hl
non allen Punkten von s aus in bezug auf ( unfer einem konformen

Winkel <2 (r—a),

Der Beweis zerfillt in drei Teile,

A, Es sei P(2) das charakteristische Potential von o in bezug
auf G. Wir zeigen zuerst, dass in allen erreichbaren Punkten von C P(2)
den Grenzwert 0 hat, Zu dem Zwecke bilde man G konform auf das
Innere des Einheitskreises £, der &-Ebene ab, sodass o etwa auf die
untere Hilfte von E, abgebildet wird. Die Endpunkte von s gehen da-
bei in {=-1 itber. C aber entspricht in der {-Ebene die obere Hali-
te von E,, ohne ihre reellen Punkte, P(2) geht dabei in diejenige
in E, harmonische Funktion P*(2) iiber, die aui der unteren Hélite
von E, gleich 1 und auf der oberen Hilfte gleich 0 ist, zunichst bis auf
Mengen vom Masse 0. P*(2) ist aber regulir auf den beiden Halten
von E,, bis auf die Punkte 11, Daher verschwindet P*(2) in jedem
inneren Punkt der oberen Hilfte von E,, woraus die obige Behauptung
fiir jeden erreichbaren Punkt von C ohne weiteres folgt.

B. Wir beweisen nunmehr die Behauptung des Satzes Fir o = —g ,
d. h. wenn s senkrecht auf o steht. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit darf dabei vorausgesetzt werden, dass s auf der positiven reellen
Axe liegt. 2z, sei ein innerer Punkt von s. Spiegelt man das Gebiet G
an der positiven reellen Axe, so ergibt sich ein neues Gebiet G, das
gleichfalls 2, im Innern enthalt,

G, sei dann das ,grésste” sowohl in G als auch in ( enthaltene
zusammenhéngende Gebiet, das z, enthilt. Wir behaupten nun, dass je-
d.er Randpunkt von G, entweder ein Punkt von C oder der Spiegelpunkt
eines Punktes von C an der reellen Axe ist. Um dies einzusehen, beachte
man, dass der Rand von G durch § in zwei Teile getrennt wird, von denen
einer keine Punkte von o enthilt, Dieses Randsitick von @, vermehrt

um die beiden Endpunkte von s, bezeichnen wit mit v, und das Spie-
436
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gelbild von 7 an der reellen Axe mit 7. Das durch 745 begrenzte
Teilgebiet von G sei mit Gi bezeichnet, das zu Gi spiegelbildlich gele-
gene, durch 71—+ 5 begrenzte Teilgebiet von G mit Gi. G und G liegen
in der rechten Halbebene. Andererseits ist v--7 ein Kontinuum, das
die z-Ebene eventuell in mehrere Teilgebiete zerlegt, von denen eines,
G*, z, enthilt. Jeder Punkt von G, der nicht auf s liegt, liegt dann
entweder in G; oder in Gi, Daher liegt G* ganz in der rechten Halb-
ebene. Das Gebiet G, ist nun offenbar ein Teilgebiet von G¥ da bei
der Bildung von G, eine ,grossere* Menge von Punkten aus der 2-Ebe-
ne entfernt wurde. Jeder Randpunkt 2; von G, ist daher entweder ein
Randpunkt von G* oder liegt im Innern von G”. Ist 2; ein innerer Punkt
von O so liegt 21 innerhalb-der rechten Halbebene und gehért daher
entweder C oder dem Spiegelbild von C an, da er weder auf 6 noch
auf dem Spiegelbild von o liegen kann. Ist aber 2 ein Randpunkt
von G*, so gehért er zu 7 oder zu 7. Im ersten Falle ist 21 in C ent-
halten, im zweiten der Spiegelpunkt eines Punktes von C.

Daher muss fiir jeden aus G, erveichbaren Randpunkt 2z’ von G,
entweder P(2) oder P(E') verschwinden. Denn ist 2’ ein Punkt von C,
so folgt dies direkt aus dem unter A. Bewiesenen. Sonst istaber der Spiegel-
punkt 2’ von # ein Punkt von C.

Die in G, harmonische nicht negative Funktion P2)+P()=0Q(2)
ist dort ==2 und hat in jedem erreichbaren Randpunkt von G, den Lim

nicht grésser als 1, da dort weder P(2) noch P(z) grésser als 1 sein kann,
und eine der beiden Funktionen sicher verschwindet. Daher ist Q(2)
in G, nicht grésser als 1 und sogar sicher <(1, da sonst Q(?) in Gy==1
sein miisste, wihrend Q(2) in den beiden Endpunkten von 5 verschwindet.

Daher ist auf s, wo Q(2) =2 P(z) gilt, P[z)<712— , und ¢ erscheint von

diesen Punkten aus in bezug auf G unter einem Winkel <{2%" ~-;~= T,
wie behauptet,
C. Es sei nunmehr 0<a«<~§, Der der imagindren Axe am

nichsten liegende Endpunkt von s sei mit 2,, der andere mit 2, bezeich-
net. Es mége der Halbstrahl von 2; nach z, etwa mit der positiven
imaginiren Axe den Winkel « und mit der negativen den Winkel = —a

‘bilden, Wir betrachten nun den Winkelraum A: Z ~—e&>arg (2—2;) >0 mit
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T N 1
) —a>e >0 und wenden auf ihn und das Gebiet G sowie die FunktionP[z]

nach einer Verschiebung des Nullpunktes den Satz XX

> ¢ IX an, i
soll P(z) ausserhalb G gleich 0 gesetzt werden, und s hat wzde?a:ﬁ:
flem Innern .noch mit dem Rand von A einen Punkt gemeinsam DanI
ist das Maximum von P(2) in den in A liegenden Punkten von G mi

— = i 1
arg (2—2,)==0 kleiner als »é,nach dem unter B. Bewiesenen. Auf

einem Halbstrah —r) = et g
strahl arg (2 — 2)) 5 e ist das entsprechende Maximum

<

sicher = 1. Daraus folgt nach dem Satz XXIX fir alle z auf s

(25.1) PRy=2 ot T

Es seien nun o, und § so gewihlt, dass
S >E>a=hThs, 5,

‘éz-nlizf;n folgt aus (2f1,2) fiir' v==¢, da P(2) sicher keine lineare Funk-
arg (2—2) ist — sie ist ja auf o konstant und verschwindet
auf den ausserhalb o liegenden Stiicken den Halbstrahls arg (= — 2,) ==L

wenn 2z, auf der imaginiren Axe liegt —:

1

P[z]<% (1:‘.’:[ 47 iit,ﬁ1) T

T T

T

Daher erscheint

wie behauptet.
Korollar 1. zum Satz XX

XXX sei ) ein Jordanbogen,

liegen, in G verléuft und z
438
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on Z aus unter einem konformen Winkel < 2 {r —¢),

: X.. Unter den Voraussetzimgen des Satzes
er.bls auf seine Endpunkte z,, z,, die auf C
ugleich in einem Winkelraum )
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. < arg(z—z gi—u,o ol =
(2 ) gEmH=5 SIS

liegt. Dann erscheint s von jedem Punkfvon ) ausin bezug auf G un-
ter einem konformen Winkel <2 (n—a),

Denn fiir jeden Punkt z, von ) liegt auf dem durch 2, hindurch-
gehenden Halbstrahl durch 2; eine Strecke s, die 2z, im Innern enthilt,
zwei Randpunkte von G verbindet, die nicht auf o liegen, und mit der

imagindren Axe einen Winkel @, %39;«1 bildet. Dann erscheint o

'von Z, aus unter einem konformen Winkel <2z —f) =2(x—a).

Fir die Anwendungen ist allerdings oft eine Formulierung giinsti-
ger, die sich aus dem Satz XXX durch eine lineare Transformation
ergibt.

Korollar 2. zum Satz XXX. Unter den Voraussetzungen des Saizes
XXX sei s’ ein Kreisbogen, der zwei Punkte von C verbindet und im
iibrigen in G verlduft. Verldngert man s’ bis zu seinen Schnittpunkten
2, 2" mit der imaginiren Axe, so mdge einer dieser Schnittpunkte, efwa
2’ ausserhalb o liegen, und die Verldngerung von §' in ihm mit einer
der beiden Richtungen der imaginiren Axe einen Winkel o bilden, mit

;—; @ >0. Dann erscheint o in bezug auf G von jedem Punkt von s'

aus unfer einem konformen Winkel < 2(z—a).

Zum Beweis geniigt es, die 2-Ebene einer linearen Transformation
zu unterwerfen, bei der die imaginire Axe in sich und 2z’ in den
unendlich fernen Punkt @ibergeht, und sodann den Satz XXX anzuwen-
den. — Offenbar kann man die Formulierung des Korollars 1. mit Hilfe
der im Korollar 2. enthaltenen Verallgemeinerung des Satzes XXX noch
weiter verschirfen, indem man die Kurve X zwischen geeignete Kreisbdgen
einschliesst. Zugleich iibersieht man. dass man die obigen Aussagen
unter Zuhilfenahme weiterer Voraussetzungen noch wesentlich verschér-
fen kann. Ohne weitere Spezialisierung der Voraussetzungen ist dies aller-
dings nicht mehr mglich. Man betrachte, um sich hiervon zu iiberzeugen,
die ganze rechte Halbebene als Gebiet G und wahle 2=0 und 2=0c2

als die Punkte 2,, 2,, wihrend der Strahl arg 2= %—-—-B, 1;7 =p8>0

als s gewshlt wird. Dann erscheint von jedem inneren Punkt 2, von §
aus in bezug auf G die negative imagindre Axe unter dem konformen
Winkel . Ist also o eine Teilstrecke der negativen imaginiren Axe,
deren Endpunkte hinreichend nahe bei 0 und co liegen, so erscheint o
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von 2, aus unter einem konformen Winkel in bezug auf G, der sich
beliebig wenig von § unterscheidet. '

Die Anwendung des Satzes XXX und der Korollare dazu ist g,
tirlich nur vorteilhaft, wenn 2, und 2, sehr nah bei 6 relativ zur Grégse
von o liegen. Sonst liefern die Satze XXVI und XXVII bessere Resultate‘

§ 6. Der Hauptsatz iiber die Winkelproportionalitat
am Rande bei konformer Abbildung,

26. XXXI. Es seien ¢ und d< ; zwei positive Zahlen, und es sei

b.eliebz‘g reell. Dann gibt es eine nur von ¢ und d abhdngige positive Fun-
tion (e, d) mit der folgenden Eigenschaft: FEs seien r,, r, zwei positive

LT
Zahlen mit —r5=e€. Es sei R das Gebiet in der (-Ebene:
1
r <]t <lry,

und es sei H(t) eine innerhalb und auf dem Rand von R reguldre, positive

harmonische Funktion, deren Werte auf dem geradlinigen Begrenzungs-
stiick von R:

| arg t—B|<d,

~

arg z=0f—d, r =

, d .
grosser als > sind. Dann sind die Werte von H (i) in jedem Punkte des
Bogens o:

(26.1) [Hl=Vrr, B—d=argt=p
grosser als u (e, d).

Bexyeis: Beim Beweis darf offenbar R mit einer positiven, geeig-
net gewihlten Ifonstanten multipliziert werden, da dabei der Werte-
Z;)r.rat von H({) auf entsprechenden Teilstlicken von R unverdndert

eibt. Daher darf ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit r, r,=1
vorausgesetzt werden, sodass R das Gebiet ist; )
~7E 3
~5 3
e Jg|<e, [arg L —p| < d.
Eissc}s]:i Ix:unkt{{(i) eine innerhalb R regulire und beschrinkte harmo-
un lon,Ederen Wesrte im Innern der rechten Randstrecke

fa T 2 4
argt=f—d, e "<|t|<e") gleich 7 und im Innern der drei iibrigen
Randstiicke von R gleich Null sind, Offenbar gilt innerhalb R

w0 HEO>K(©),

icm®
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da H()—K () innerhalb R beschriankt und auf dem Rande bis eventuell
auf vier Eckpunkte positiv ist.

Die Funktion K (¢} ist auf dem Bogen o stetig, ein schliesslich des rechten
Endpunktes € ¢—, da ja in diesem Punkt die Randfunktion stetig ist.
Anderseits ist K(0) im Innern von R positiv. Daher gilt dasselbe auf
dem ganzen abgeschlossenen Bogen o. Es sei dann #(¢, d) das Minimum
von K (&) auf o. u(e, d) ist dann offenbar positiv, woraus die Behauptung
folgt.

27, XXXII, Ein einfach zusammenkdngendes Gebiet ' der (-Ebene
mége einen unendlichen Randpunkt =, besitzen. =, sei ldngs aller in r
ins Unendliche verlaufender Jordanbégen erreichbar, deren Richtungen im
Unendlichen einem offenen Intervall (¢, B) angehdren. Es sei (2, §) das
grosste offene Infervall mil dieser Eigenschaft, und es moge der Rand
von I eine Folge von Randpunkten {, enthalten mit

(27,1) Li—oo, 2H 1, arglL—p.

Bildet man I''so konform auf H;, R, >0, ab, dass 7,inz=c0 iibergeht,
so bildet sich jeder in I verlaufende Jordanbogen A, der im Unendli-
chen die Richtung B hat, auf einen Jordanbogen L in H. ab, der die
positive imagindre Axe im Unendlichen beriihrt.

Beweis: Es sei 7,>>0 so gewihlt, dass erstens der Halbstrahl s:
I

2

[6|=r,, arg b= in T liegt und zweitens der Kreis [{[|=7, den

Rand von I trifft.

Ohne Beschrankung der Aligemeinheit kann angenommen werden,
dass |&o|==", ist und, allgemein |L.|=r, gesetzt,

re<n <

ist. Fiir jedes r. sei f der Kreisbogen um den Nullpunkt mit dem
Radius 7., der in einem Punkt von § beginnt und sich dann in positiver
Richtung (um den Nullpunkt) bis zu dem zuerst angetroffenen Schnitt-
punkt mit dem Rand von I' erstreckt.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dass dieser zuerst angetroffene Schnittpunkt stets &, ist. Dann liegen
v Coy ... shmtlich auf einem Randstiick C von I', das &, und m, verbin-
det, Bs sei P(C) das charakteristische Potential von C in I Das durch
5B, C begrenzte Gebiet, das von den Bégen 8, v=1,2,..., durch-
setzt wird, sei mit I'" bezeichnet.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ferner angenommen
werden, dass bei der betrachteten konformen Abbildung von I' aut H,,
2=f() dem Punkte £, der Nullpunkt £==0 entspricht, da sonst dje
zu untersuchende Abbildung mit einer konformen Abbildung von H, ayi
sich selbst kombiniert werden kann, die 2z ==t invariant l4sst und linear
ist, also auch die Tangente im Unendlichen invariant lisst.

Wir beweisen zuerst: A. Fiir jedes ¢ -0 sirebt (L) gdegen 1, wem
man in U'* iiber solche Punkle ins Unendliche gehi, fiir die arg & f-|-¢ iy,

Denn sonst gébe es eine Folge von Punkten &, »co mit arg &, > e,

fir die P(,)=ta< 1 gilt. Es sei nun % eine positive Zahl 1

’ o e B , -
und & so bestimmt, dass 0(\5*‘:\[ und sin &

%% sin & ist,
Es sei dann 7/ so gewihlt, dass der Halbstrahl & || =7/,
arg L=f—38 ganz in I verlduft, Man kann offenbar beim Beweis
von A. annehmen, dass y==ry' ist, da bei ,Verkiirzung" von C das charak-
teristische Potential von C nicht wéchst, Es sei 8, allgemein der Teilbogen
von B, der linkls von §" verliuit. Bezeichnet man die Teilstrecke von
8" zwischen r,e (=2 qnd r,-;,.le”gvu) mit o,, so grenzt der Querschnitt
¢,= @ 40, Brs von [ ein Teilgebiet I, ab, das s nicht trifft. Der
Mittelpunkt von o, seimit ¢, bezeichnet. (Vgl. Fig. 4, wo ¢, stark ausgezo-
gen ist.)
Wir unterscheiden nun zwei Fille,

o f34E

r, av - Y & 3-8
Fig. 4,

1) Es gibt Punkte £,, die in den Gebieten I mit beliebig gdros-

se.r; v liegen, Damit gibt es ein E=¢t,, das in einem Gebiet I\ liegt
mi
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[ o et - 3
(27.2) 1] sine, =<,
ry I 2
[2713] larg:U—B]<ar ]argc.,+1—[3!<3,

Da aber P(%) auf ¢, nicht negativ und auf dem komplementiren Rand-
stiick von T, gleich 1 ist, folgt, wenn ¢, von & aus in bezug aunf T, unter
dem konformen Winkel 7 erscheint,

(27.4)

Wir schitzen nun 7 mit Hille des Satzes XXVIlIab. Um zunéchst
den Radius eines Kreises um ¢, zu finden, in dem ¢, enthalten ist, be-
achte man (vgl. Fig. 4). dass die halbe Linge der Strecke 5, nach (27,2)

Lt L L(‘f"il_. 1 ) <L rwsine
2 2\ n 2

ist. Die Sehne des Bogens B, aber ist < 2r,sin&, sodass die Distanz
aller Punkte des Querschnitts ¢, von ¢, kleiner ist als

(27.5) p::%‘/-zl‘v sine--27.418in¢c.

Andererseits ist aber die Distanz d von & bis ¢, wenigstens gleich
der Linge des Lotes, das von ¢, aus auf den Halbstrahl arg {=f-1c¢

gefillt ist, und daher gilt d= Rt o (e4-8)>>r,sine.  Daher folgt

2
any/ 0,
1< Wl/d

.{<4ﬂ- 2 ,,,,,,__;\;47;]/.,'2(l__l__fvﬂ).\/\gn-ﬂ'

r.sin € 2 v,

aus XXVIII wegen (23.1):

sodass wegen (27,4)
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1—a< 4%

folgt, entgegen der Definition von %, womit der Fall 1) erledigt ist.

2) Liegt der Fall 1) nicht vor, so liegen unendlich viele &, in einem
festen Gebiet I, und es gibt unter ihnen solche mit beliebig grosser Di.
stanz von ¢,. Ist dann p der Radius eines Kreises um ¢,, in dem der
ganze Querschnitt ¢, liegt, so kaon man ein £, finden, dessen Distanz d
von ¢, so gross ist, dass

4w l/f;w<zn(1 —a)
ist. Da aber nach dem Satz XXVIII

T<‘“‘l/‘f}'

ist, steht dies im Widerspruch zu (27,4). Damit ist die Behauptung 4.
bewiesen.

28, Die obige Behauptung A. kann man offenbar insbesondere so
formulieren:

Es gibt eine Folge positiver R < Ry<Ry...., R >r,, die ins Unend-
liche wiichst, mil der Eigenschaft, dass, wenn fiir ein & aus ' | L | =Ry,

arg =0 -{——11; gilt, dann sicher 1 = P(8) =1 — L ist,
n

Wir setzen nun fir n=1, 2, ..,

N 1 1

i+ 1+
Pn= Rn e [ " ’ pn, = R/z-|-1 é [ " ]

1
n

s . i\t
und verbinden jedes Punktepaar p,, p,’ durch die Strecke fe ( .

Ry =t = Ruy1, jedes Punktepaar p,’, pu+1 durch den Kreisbogen
&)= Rupt, B arg S 2B —
n - n41
eine Strecke. Dann erhdlt man einen ins Unendliche verlaufenden Jor-
danbogen A;, der in &, beginnt, durch alle Punkte p., p." hindurchgeht
ufzd die Eigenschaft hat, dass, wenn man lings der Stlicke von A,
die in I" liegen (sofern es solche gibt), ins Unendliche geht, P (i) gegen
1 strebt. Wir bezeichnen die héchstens abzihlbar vielen Teilbogen
von Ay, in denen A; das Gebiet I' durchsetzt, in irgend einer Reihen-
folge mit A, X, ...
Es sel nun A ein bis auf seine Endpunkte in I' verlaufender Jor-

danbogen, der in 7, mit der Richtung § miindet. Wir diirfen annehmen,
444
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dass A im Punkte ¢ beginnt. Wir betrachten andererseits das Gebiet

T, das durch A;+B,-s begrenzt ist und ein unendliches Stiick des
Halbstrahles arg (=0 enthdlt (Vgl. Fig. 5). Wir nehmen zuerst an, dass

A bis auf &, und ©, in U verlduft.

4
Fig. 5.

Unser Satz ist dann fiir ein solches A bewiesen, wenn wir zeigen,
dass P (5) gegen 1 strebt, wenn man ldngs A ins Unendliche geht. Denn
da & in 2==0 iibergeht, gilt

o 1 . =
(28.1) PH= L+ (arg Fo+ 2)

T

und aus P — 1 folgt arg f () —

) 1 E

Es sei nun P, (3 das in 1" beschrinkte Potential, das durch die fol-
genden Randwerte festgelegt ist: Py (%) soll, von einer Nullmenge abge-
sehen, 1) auf s -+ f, gleich 0; 2) auf den in I'* verlaufenden Stiicken
% von A, gleich P (%); 3) auf den ausserhalb und auf dem Rand von I'
verlaufenden Teilstiicken von A; gleich 1 sein.

Offenbar kann P, ({) ohne weiteres gebildet werden, indem man I
auf den Einheitskreis konform abbildet und das Poissonsche Integral
beniitzt. P, (%) ist eindeutig bestimmt, und die Werte von P () in T
liegen zwischen 0 und 1. Da ferner die Randbedingungen sich nur auf
héchstens abzihlbar viele Randstiicke von §' beziehen, demen beim
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fjbe'rgang zum Einheitskreis jedes Mal ganze Teilbégen des Binheit.
kreises entsprechen, werden die angegebenen Randwerte von Py (g) is
allen erreichbaren Randpunkten bis auf abzihlbar viele allseitig o ;
nommen. : e
Es sei I'" das einfach zusammenhingende Gebiet, das 1" ynd I ge-
meinsam ist (Vgl, Fig& 5, in der der Rand von I™ stark ausgezogen ist)
A liegt offenbar in 1" .
Dann gilt in T
(28,2) Py Q) P).

Denn auf s-}-§, ist P, (2} == 0, auf den in I™ {j Teilstii
A von Ay lst P, ) =P (('L)Z]( )und nach XX{]/"mau‘f l;iie“::flzmlclel?:?cé‘:nf:
Rande von I' liegenden Teilstiicken wvon C ist in den aus I erreich-
baren Punkten P(¢{)=1, bis auf eine Nullmenge in bezug auf 1. Dies ist
aber der gesamte Rand von 1™ sodass (28,2) bis auf eine Nullmenge

:)uii dem I}and von ™ gilt und daher wegen der Beschriinktheit von
() =P, (¢) auch im Innern. Insbesondere gilt also auf A

t= PR = PR,

und es geniigt zu zeigen, das P, (¢) auf A gegen 1 strebt, Wir verglei-

f:hen nun P, [Cf;]_ in I' mit dem charakteristischen Potential P, (¢) von A,
11n dbezt;g auf I d.as sich ja von P, ({} in bezug auf die Randwerte nur
dadurc .unterscuheldet, dass es auf den Stiicken von A,, diein I™ liegen
nicht gleich P({) ist, sondern den Wert 1 hat, Es gilt daher '

(28.3) P} — Py(Q) = Py(Y),

wo P, (£) eiB in I' beschrinktes regulires Potential ist, das auf dem
Rande von ' nur in den Teilbgen A, von 0 verschieden ist, Und zwar
ist P,(¢) aut A, gleich P, (§) — P, (5) = 1 — P(}). Nach dem oben Be-
;vx?senen strt?bt aber 1 — P({) gegen 0, wenn man lings der Bégen
. ins Unenc{hche geht. Daher streben die Randwerte von 2, (%) gegen 0,
}w;vennhr?an lal.qgs des Randes von I' ins Unendliche geht. Wegen der
eschrinktheit von P, (¢) folgt daraus, dass die Werte von P, (£) gegen 0

streE:n, wenn man allseitig aus I' gegen den unendlich fernen Rand-
iu?ns Igjeht.dl})aher strebt P, () insbesondere gegen 0, wenn man lings
P [lienl" 1ch§ geht, und wir haben wegen (28,3) nur zu beweisen,
1(6) langs A gegen 1 strebt, Dies ergibt sich aber sofort, wenn

man I so konform i i
e orm: auf f1; abbildet, dass die unendlich fernen Punkte

icm®

Zur Randverzerrung bei konformer Abbildung, 71

einander entsprechen und &, in 2 = 0 iibergeht, Denn diese Abbildung
ist ja nach Satz X im Unendlichen winkelproportional, sodass A in eine
Kurve iibergeht, die die positive imaginire Axe im Unendlichen beriihrt.
Dies bedeutet aber dann, dass das zugeh&rige charakteristische Poten-
tial gegen 1 strebt, wie aus der zu (28,1) analogen Relation oder auch
direkt aus dem Satz XXII folgt. ;

Verlduft aber A nicht ganz in I' (wohl aber in 1), so kann man
offenbar eine G, mit %, verbindende und sonst in T verlaufende Jordan-
kurve A’ finden, sodass A zwischen C und A’ verlduft. Bei der be-
trachteten Abbildung von I auf H. geht A auf jeden Fall in einen
Jordanbogen iiber, der dann zwischen der positiven reellen Axe und der
Bildkurve L’ von A’ ins Unendliche verliuft und daher dort die ima-
gindre Axe berithren muss, da dies fir L' nach dem bereits Bewiesenen
der Fall ist. Damit ist der Satz XXXII vollstindig bewiesen.

Es sei noch bemerkt, dass wir beim Beweis des Satzes XXXII
anstatt des recht tief liegenden Satzes XXVIII auch mit den Abschét-
zungen eines der Sitze XXVI oder XXVII auskommen koénnten, wobei
allerdings gewisse Vorbereitungen erst ndtig wéren, die sich bei der
Anwendung des Satzes XXVIII eriibrigen.

29, Hauptsatz iber die Winkelproportionalitdt am Rande bei
konformer Abbildung. XXXIII. Ein einfach zusammenhingendes Gebiet I
der ¢ -Ebene mége im Unendlichen einen Randpunkt =, besitzen, der lings
aller in T ins Unendliche verlaufender Jordanbégen erreichbar ist, deren
Richtungen einem offenen Intervall (2, ) angehdren. Es sei zugleich (2, B)
das grésste offene Intervall dieser Art, Essei z=f(l) eine konfarme
Abbildung von I' auf die rechte Halbebene H, der z-Ebene, bei der =,
in z==co iibergeht. ‘

Notwendig und hinreichend, damit diese Abbildung im Unendlichen
im Winkel winkelproportional ist, ist die Existenz von zwei unendlichen
Folgen erreichbarer Randpunkte &, &' (v=1, 2,...) mit
—1, arg &, —B;

(29,1) S,

=

v
By 4 1] -
vt | — 1, argy/—.

i

(29.2) [L) e,

by

Beweis: Es sei die betrachtete konforme Abbildung winkelpro-
portional im Unendlichen. Der Proportionalititsfaktor ist dann nach

Satz XII gleich E 7.
T
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Gibe es nun keine Folge (. mit der verlangten Eigenschaft, g,
miisste es zwei positive Zahlen ¢, ¢ und zwei ins Unendliche wachsende
Folgen positiver Zahlen r,, r/ mit

=gt Py r

geben, derart, dass die Kreisbogenvierecke
(R) ro< |Gy argl - BT d

nebst ihren Randpunkten im Innern von I' liegen wiirden. Die Funktion

. f—alm
H()=""—|—
T 2
dann von einem v an die Voraussetzungen des Satzes XXXI auf jedem R,
Denn A (%) ist innerhalb I' durchweg positiv, und ihre Werte auf dem
Halbstrahl arg {=p—d knnvgrgieren wegen der Winkelproportionalitit

B

mit dem Proportionalitatsfaktor g gegen d, bleiben also ausserhalb
T

- argf(i))v wo der Hauptwert zu nehmen ist, erfilit

eines gewissen Kreises um den Nullpunkt grésser als (i. Ist daher

i(e, d) die Funktion des Satzes XXXI, so gilt ftir u,==Min(d, u(e, d))
von einem vV an:
g

(29.3) H (1/%77{? o 2>)

Anderseits aber folgt aus der Winkelproportionalitit mit dem Faktor
2 fiir v —> 0o

'

N iy
H (w-; e 073) )_.> &
2
was (29,3} widerspricht.

’ Aus Symmetriegriinden muss es auch eine Folge [, geben mit den
Elge[.ls'::haften (29,2), womit die Notwendigkeit unserer Bedingung erwie-
sen ist,

Ist aber andererseits die im - Satz angegebene Bedingung erfillt,
50 it?lgt aus dem Satz XXXII, dass es in I' einen Jordanbogen A gibt,
der ins Unendliche verluft, dort die Richtung § hat und dessen Bild-
b‘OQQD L 'in H; die positive imaginire Axe im Unendlichen bertihrt. Aus
Symmetriegriinden gibt es ebenso einen Jordanbogen A;, der in I' ins

Enendliche verlduft, dort die Richtung o hat und dessen Bildbogen L
48
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in H, die negative imaginire Axe im Unendlichen berithrt. Wir kénnen A
und A, in ein und demselben Punkte &, von I' beginnen lassen und
zugleich annehmen, dass sie sich nicht mehr im Endlichen schneiden.
Dann wird durch unsere Abbildung das von A - A, begrenzte Teilgebiet
¥ von I auf ein Teilgebiet G' von H. abgebildet, das von L--L, be-
grenzt wird, Diese Abbildung ist, wie sich durch zweimalige Anwen-
dung des Satzes X ergibt, im Unendlichen winkelproportional mit dem

Proportionalititsfaktor E::_ff_ Daher sind etwa fiir die in G’ verlaufen-
T

den unendlichen Teilstiicke der Strahlen arg z=1 —z— die Vorausset-

zungen des Satzes XI erfillt, und aus diesem Satz, angewandt auf I'
und H., ergibt sich’ die Winkelproportionalitit der Abbildung unmittel-
bar, Damit ist der Satz XXXIII bewiesen.

Offenbar bleibt der Satz XXXIII auch dann richtig, wenn die Halb-
ebene M in ihm durch irgend einen Winkelraum mit der Oeffnung 7 >0
ersetzt wird, Nur ist dann der Winkelproportionalititsfaktor foe

™
g—oua

natiirlich durch zu ersetzen. Zum Beweis braucht man nur den

Winkelraum durch eine Potenztransformation auf eine Halbebene abzu-
bilden. )

Der Satz XXIII der Nr, 19, ebenso wie der in Nr. 19 erwéhnte
Satz von Herrn J. Wolff sind unmittelbare Folgerungen aus dem
Satz XXXIII.

Kapitel IIL

Die Faltensatze.
§ 7. Eine vorbereitende Abschitzung.

30. Es sei nun I' ein Gebiet, das den Voraussetzungen des Sat-
zes XXXIII geniigt und sich auf A vermége (=1 (2), 2==S(C) so abbil-
det, dass 7, in 2=co iibergeht und die Abbildung im Unendlichen im
Winkel winkeltreu ist. Dann muss B-—o =7 sein, und es mdge I' so

um den Nullpunkt gedreht sein, dass Bzf' . 0-=——~§ist. Ferner miissen

dann die notwendigen Bedingungen des Satzes XXXIII erftllt sein,

29. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 449
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S

sodass es zwei Zahlenfolgen &, &’ mit den Eigenschaften (29,1), (29.2)
gibt Ist dann A der Bildbogen der positiven reellen Axe der z-Ebene,
so wird A nach dem Korollar zum Satze XVI fiir =7, von jedem
Kreis | £ | = r genau in einem Punkte getroifen.

Es sei nun R, >1 so gross gewihlt, dass folgendes zutrifft:

1) Entfernt man aus /7. die Halbkreisscheibe um den Nullpunkt
mit dem Radius R,, so sei das {ibrig bleibende Gebiet mit H bezeichnet,
sein Bildgebiet in der (-Ebene mit T, Dann enthilt |” den Nullpunkt ¢ =¢
nicht im Innern.

2) Jeder Punkt des Bildbogens des Halbstrahles 2™ R, auf A hat
eine Distanz vom Nullpunkt ~>r,".

™
e

Zugleich sei R, so gewihlt, dass den Punkten R,e "2 einfache
erreichbare Randpunkte von I' entsprechen und I' daber von I' durch
einen ‘Jordanquerschnitt A abgegrenzt wird, Es sei 7 das Maximum
von |&| auf A, )

Es sei ry >r, so gewdhlt, dass erstens der Halbstrahl &> r; in I'
liegt, dass zweifens fiir jedes 7 =r, der Kreishogen des Kreises
&l =7 zwischen der positiven reellen Axe und A ganz in [ ent-
halten ist und dass dritfens r, > 7 ist, sodass alle Punkte des Bildes A

der Halbkreislinie lz| = Ry, — : < arg 2 ~g~ innerhalb des Krei-

ses | £ ] <r, liegen.

Durch jeden Punkt der positiven reellen Axe mit § = r > r, lege
man einen Kreisbogen um den Nullpunkt und verlingere ihn nach oben
und unten jeweils bis zum ersten Treffpunkt mit dem Rande von I'. Die
Gesamtheit aller inneren Punkte aller dieser Kreisbégen bildet ein Teil-
gebiet " von I' und I, das wir als den faltenfreien Kern von I" bezeich-
nen wollen. Offenbar héngt 1™ sowohl von der Lage des Nullpunktes
als auch von der Wahl von r, ab. Doch ist dies firr das Folgende
nicht wesentlich. .

Fir jedes r>>r, soll der in I enthaltene Kreishogen des Krei-
ses | L | =7 nebst seinen Endpunkten mit @, bezeichnet werden, Ander-

seits sollen die Halbkreise |z |=r, — ° < arg 2z <" mit L, be-
2 2

zeichnet werden. Der Bildbogen A, von L, in I ist zum Teil in I"
enthalten, zum Teil vielleicht nicht. Die Gesamtheit der Punkte dieses

Bildbogens, die in I* enthalten sind, nebst ihren Hiufungsstellen, madge
450
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mit A, bezeichnet werden, Wir wollen dann zuerst die folgende Tat-
sache beweisen:

XXXIV. Gelten die in dieser Nummer eingefiihrien Voraussetzungen
und Bezeichnungen, so ldsst sich zu jedem = ™0 ein r (g) > R, so wihlen,
dass fiir r = r (€) A" im Kreisring

(30,1) [ le™ =8| Zlen]e
liegt. ‘ ) .
Beweis: Es gentigt, die Behauptung ftir die Teilmenge A, von -
A/ zu beweisen, der die Punkte von L, mit arg 220 entsprechen,
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass
fir v=1,2,3... |4 | >r, ist und dass alle & zum Rand von I
gehoren, da man ja diese Randpunkte sonst durch die Endpunkte der
entsprechenden #, ersetzen kann.
Man kann offenbar €< 1 annehmen., Sei dann

[

'2 a T e,
(30.2) 6400

Wegen der Winkeltreue im Unendlichen und nach dem Korollar
zum Satz XVI wird auf der Bildkurve C: des Halbstrahls arg z = % —3

arg & — <F~ — B)
¢ 2

sein, und zugleich wird C; von jedem Kreis mit diesem und grésserem r
als Radius genau in einem Punkt getroffen werden. Es sei dies fiir

alle r = 71 stets der Fall.

von einem 7 an
(30,3).

e
Dem Punkt auf C: mit der Distanz r, vom Nullpunkt mége der
LA

i(To
Punkt R, e (2 )entsprechen. R, geht mit r; ins Unendliche und
daher kann 7, so gross angenommen werden, dass R, > R, ist und fer-

- = ~
ner fiir alle R ™ R, und ftr alle ¥ mit 0= & = 2 — 0

¢ (R e ’ ‘ e
(30,4 log | T ¥t <
04 Hoem 2
gilt, was nach Satz XV sicher méglich ist. Endlich sei r; > 64 er, und
so gross, dass ftir alle &, mit | & | T n,
(305) - \\ <o
Yoy mm
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und - N
. w | .8

{30,6) arg oo 2 Sy

ist, Um XXXIV zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle r=R
jeder Punkt von A, im Kreisring
(T
G

31, Fiir die Punkte von \,, denen 2 mit 0 "

o?

(™ _
(30,7) ’.cp(re (Z‘”")){e :
liegt. i
arg 270 3
‘entsprechen. folgt (30,7) ohne weiteres aus (30,4), Es sei nun r >R,
und man setze

(T

31,1 re (d '_”) =2y, 920 =G,

Da & < ;6 ist, gibt es unter den &, zwei, &’ und &, fiir die bzw.

GBt2) & e 8 [y | el | &7 ]l ]G | e
ist. Es sei ferner (* ein £, mit

3 0
(31,3) e 2L e e |G,

Es seien nun &, " (vgl. Fig. 6)) die Kreisbégen um den Null-

Fig. 6,

) Diese Figur gibt die Verhiltnisse nur schematisch wieder,
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punkt durch L' bzw. & und zwar zwischen ¢ und | 2’| bzw. zwischen
et

und | & |. Die Strecke ]8> auf der reellen Axe sei
m1t 6 bezeichnet. Dann stellt &' -|-o ~|— k" einen Querschnitt ¢ von I'
dar, der zusammen mit einem Randstiick o von I' ein Teilgeblet Iy von
[ abgrenzt, in dem {, enthalten ist. « verbindet offenbar ¢’ mit ¢”.
Wir zeigen nun zuerst, dass o von {, aus in bezug auf I' unter
einem konformen Winkel "> erscheint. Es gentigt nach Satz XXIV zu
zeigen, dass dies in bezug auf I'y der Fall ist. Bildet man aber I'; durch

ull

eine logarithmische Abbildung w == lng so auf die w-Ebene ab, dass %*

in w==0 {ibergeht, so seien die Bllder yon Iy, o, ¢', & resp. mit G, B,
Q, w, bezeichnet. Dann gilt | w, | <38, Denn wegen (31,3), (30,3)
und (30,6) gilt

log| < -9
gl % 2
P " ¢ N ) .
arg " —arg & <2 —+ a—}v%—:Zo,
so dass o
| wy | ==|log &y~ log = l//[ZO)“—[—(H) <38
ist. :
Anderseits liegt Q ausserhalb des Kreises | @ | = 483, Denn das

Bild von @ hat vom Nullpunkt eine Distanz
R-—287>32>480,

Was aber die Distanzen der Bilder von 2’ und k" vom Nullpunkt an-
betrifft, so sind ihre Projektionen auf die reelle Axe > 483,
Uebt man aber auf die Konfiguration G, @, die Transformation

p=-1 aus, so geht der Nullpunkt in den unendlich fernen Punkt tiber
]

und G in ein Gebiet G, das den unendlich fernen Punkt nicht im In-
vern enthilt, Das Bild @, von Q liegt dann innerhalb des Kreises

[ 4;“ und die Distanz des Bildes #; von @, vom Nullpunkt ist )
b

>»3~1l Daher gilt nach dem Satz XXVII

me, . u, QL == ) . Vo (] <, 41" /480 7
3(;

a.
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Daher muss
(31,3) mp, g, &>

sein, wie behauptet,

Sind nun die ¢, {” in f1; entsprechenden Punkte etwa 2', 2”, wp
0<]2|<|2] ist, so erscheint die Strecke <2, 2”’™ von Z, aus in
bezug auf /7, unter einem konformen Winkel >, so dass z, innerhalh
des auf <[2,, 2,>> als Durchmesser ' errichteten, in /1, verlaufenden
Halbkreises &, liegt. Dann aber muss auch jeder Punkt des Kreisho-

] - . v -t .
gens z;’z}==|zo|,—2—> argz:;wé- ~~& in k liegen, so dass <(z,, 2,

von jedem Punkt von % aus unter einem konformen Winkel >rin
bezug auf . erscheint. Ist daher ) (vgl. Fig. 6) das Bild von
in I, so erscheint « von allen Punkten von A aus in bezug auf I' unter
einem konformen Winkel, der >>= ist,

32. Es sei nun &y ein Punkt yon X, der ausserhalb I, liegt. Dann
werden {’ und @ voneinander durch den in Figur 6 stark ausgezogenen
"Querschniit ¢ von I' getrennt. Dieser Querschnitt q besteht aus dem
Stiick von 'C; zwischen & und k", sowie aus den Stiicken von %' und &”
zwischen &', bzw, {” und C;. Um eine Abschitzung nach oben fiir den
konformen Winkel my ¢/ e zu finden, unter dem o von &, aus in bezug
auf I' erscheint, darf man nach Satz XXIV 2 durch q ersetzen, und I
durch das entsprechende Teilgebiet 1Y, Wird ferner das aus I durch
Weglassen des zwischen ¢ und ¢ enthaltenen Stiicks von I entstehende
Teilgebiet von [' mit I bezeichnet, so wird I" von I' durch den Quer-
schnitt A abgegrenzt und lasst sich. als dasjenige der heiden in I" an
A angrenzenden ‘Teilgebiete charakterisieren, in dem &’ liegt. Aus der
Formel (20,5) des Satzes XXV folgt

[32,1] m,_v, ‘:U’ q g mj{/ V:U' q + m‘lﬁ vto’ ,.{'

Um hier mF ¢+ g abzuschitzen, bilde man IV logarithmisch vermdége
w=log{ auf die w-Ebene ab. Dann geht §, in einen Punkt w, iber,
von dem die Bildpunkte von ¢ nach (31,3), (30,3) iind (30,6) héchstens
den Abstand p= /(50 5]2—}—_(2—5]5<516 haben. Es sei ¢ der Abstand
von logly bis @,. Dann folgt aus dem Satz XXVIII, wenn d™>p ist,

(322) - mp e q<4m % <4= l/ 509

Anderseits folgt nach Satz XXVIII
454
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%]

nyr, ‘:n' ( < 4% —I//

und daher, wenn

(32,3) [ 5 | = 64r,

ist, _ =
mpe, o X< =

so dass schliesslich unter der Annahme (32,3} folgt
. = 500
SR AN L ]/f%?",

4/ 5081 508 1 .
I/ ey Rl v s d<32008,

Und die gleiche Abschétzung gilt natiirlich erst recht, wenn d=p< 508
ist, so dass, wegen (30,2),

E £
d<3200. —S—nn ©
o 6400 2

folgt. Aus 7

N 10;5,‘:", folgt dann
=0

4

&
(32,4) Pole *<18 <G e?,

(32,4) ist damit fiir alle Punkte auf ) ausserhalb I, unfer der Annahme
(32,3) bewiesen. Aus (32,4) folgt aber dann weiter

[50 1 > Lol .‘\i""l"\/\ﬁ‘l Yo,

e e

sodass in (32,3) nie das Gleichheitszeichen gelten kann, Géibe es aber
auf & einen Punkt () awsserhalb Iy mit | & | <64 r,. so misste auf
einem Bogen von %, der von diesem Punkt bis zum Rand von T’y fiihrt,
ein Punkt existieren, in dem (32,3) mit dem Gleichheitszeichen gilt. Denn
ein solcher Teilbogen von A muss zuerst k' oder " treffen; der Radius

. ], R B ae s
von & aber ist grésser als 1Sl oot > 641, Daher gilt in allen
e e

Punkten von ) ausserhalb I, die Relation (32.4). Liegt aber ein Punkt
L' von X in oder auf dem Rande von I'y und zugleich in I'*, so gilt fiir
ihn nach Koostruktion von I™ erst recht (32,4), Damit ist aber (32,4)
fir alle Punkte von M aus I'* bewiesen, und damit ist auch der Beweis
von XXXIV erbracht. : ‘
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§ 8. Der erste Faltensatz.

33, Aus XXXIV kann nun leicht eine analoge Behauptung iber
das Bild %, von O, in . gefolgert werden. Es sei das Minimum von | 2]
auf ), mit r, und das Maximum von | 2 | anf X mit 7, bezeichnet, und

es moge ‘
rn=lzi. rn=1_2]|

sein, wo 2, und 2, auf >, liegen.

Offenbar geht dann mit r auch r, (und dann auch r,) ins Unendli-
che, da ja O, ein Querschnitt von I' ist, der gegen w, konvergiert, so
dass das Analoge fiir den Bildquerschnitt A, von ®, in /1. der Fall
sein muss.

Den Punkten 2z, 25, *, ts von H, mégen in I' resp, die Punkte
€, la, €y, €2 entsprechen. Da 2; und 2, auf ), liegen; liegen &, und ¢,
auf 8,, so dass [{;[=|%|==r ist. Anderseits liegen &, und ¢, auf A},
so dass mit 7 —>co nach XXXIV

gilt und apélog

Daraus folgt aber nach Satz XV, dass auch

fledl _ r
3.0 | f(ea) | ta
gilt,

Um die Bedeutung der Relation (33,1) zu erkennen, fihren wir den
Begriff der Hauptfalten von I' ein. Die Randpunkte von I, die nicht

—

zum Rand von I' gehdren, liegen auf gewissen Kreisbégen um dem Null-
punkt, Wird ein solcher Kreisbogen nach beiden Seiten bis zu seinen
Tretfpunkten mit dem Rand von I' verlingert, so ergibt sich offenbar
ein Querschnitt von I', dessen eines Ufer an I grenzt, das andere aber
an ein einfach zusammenbingendes Teilgebiet ¥ von I, das wir als ein
»durch diesen Querschnitt abgeschlossenes"” Falfengebiet oder eine Haupt-
falte von I' bezeichnen, Liegen die Randpunkte von ¥, die zum Rand
von I' gehéren, in einem Randstiick L von I, so sagen wir auch, % sei
eine Hauptfalte von L. Die Vereinigungsmenge eines Faltengebiets mit
dessen Rand soll ein Faltenbereich heissen.

Ist { ein Punkt aus einem Faltenbereich von I', so verstehen wir

unter p, den Radius des Querschnitts, durch den das zugehdrige Falten-
456
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unkt { innerhalb oder auf
einfach | £ | verstanden werden,

Es ist leicht einzusehen, dass, wenn ¢ iiber das Innere oder den
Rand von I' gegen =, strebt, p. ins Unendliche konvergieren muss.
Denn sonst gdbe es eine Punktiolg

e & aus I mit &, —s7,, fir die alle
beschriankt < 7 wiren, D b i i ’
o, < 0. Lann aber misste der Querschnitt ©, von I’

alle Punkte der Querschnitte mit den Radjen P;, VO %, trennen,
aber auch die durch diese Querschnitte ab
und damit auch die Punkte &,, die also n
kénnten.

Bei der obigen Definition der Hauptfalten und der Grésse p, ist
offenbar der Nullpunkt wesentlich ausgezeichnet. Will man ana:loge
Gréssen unter Zugrundelegung eines vom Nullpunkt verschiedenen Punk-
tes L, definieren, so ist es am einfachsten, die Ebene einer Parallel-
verschiebung zu unterwerfen, bei der Co in den Nullpunkt iibergeht, und
sodann, nachdem im entsprechend verschobenen Gebiet die Hauptfalten
und die zugehdrigen abschliessenden Querschnitte gebildet sind, die
Transformation riickgéingig zu machen. Man erhilt dann ein System
von Teilgebieten 3’ von I', deren abschliessende Querschnitte Kreis-
bgen mit dem Mittelpunkt &, sind. Ist dann ¢ ein innerer oder Rand-
punkt eines ¥’, so bezeichnen wir den Radius des 3’ abschliessenden
Querschnitts mit ;. Wenn § in keinem &’ liegt, ist p,” ganz analog zu
definieren, wie oben fr -

dem Rande von I, so soll unter e

damit
geschlossenen Faltengebiete
icht gegen =, konvergieren

Fur das Folgende ist nun die Tatsache von Interesse, dass, wenn
{ tiber das Innere und den Rand von I' gegen =, konvergiert,

(33,2) Hm | pp— g

=16

ist. Um diese Relation zu beweisen, seien X bzw. &' die Hauptfalten in
bezug auf den Nullpunkt bzw. &,, die zu & gehdren, % k' die Kreise
um den Nullpunkt bzw. §,, auf demen die § bzw. %' abschliéssenden
Querschnitte ¢ bzw. ¢’ liegen, gz bzw, p¢ ihre Radien, Haben & und &'
wenigstens einen Punkt gemeinsam, so muss bekanntlich \pc’—-m =1%)]
sein. Treffen sich aber k und %' nicht, so muss eines der Gebiete F, %
das andere als Teilgebiet enthaliten, da dann ¢ und ¢’ zwei einander
nicht treffende Querschnitte des einfach zusammenhingenden Gebietes
[ sind. Es sei etwa % und damit ¢ in ¥ enthalten. Da jeder innere
Punkt von ¢ ein Randpunkt von 1" ist und innerhalb §' liegt, gibt es
20 jedem € mit 1+ &> 0 einen Punkt &, der sowohl innerhalb 3’ als
auch innerhalb I liegt und fitr den | |4y~ py | < e ist. Dann strebt
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sicher | %, | mit & —m, gegen co. Der Querschuitt ® ;| von " und-

von I' verbindet dann &, mit einem Punkt der positiven reellen Axe,
Wiirde nun ®lc1\ ¢’ nicht treffen, so miisste in ¥ der Punkt | | der
positiven reellen Axe liegen. Dies ist aber fiir hinreichend grosse [& ]
unméglich, da in ' nach dem Korollar zum Satz XII ein Winkelraum
positiver Oeffnung liegt, der sowohl einen unendlichen Halbstrahl der
positiven reellen Axe als auch einen unendlichen Halbstrahl der Pa-
“rallelen zur positiven reellen Axe durch &, enthéi,lt: Daher treffen al'le
O);,| sicher ¢, sobald pr gross genug geworden sind, Dann aber gilt

&G —w/ =151, og—p | os [ 8o [ -},

‘und daher fir .0

lim lpe—pt' | %1, w. z. b. w,

Offenbar ist fiir die Definition der Hauptfalten und der Grésse
pz durchaus unwesentlich, dass die Abbildung von I' auf /7, im Unend-
lichen im Winkel winkeliren ist, es geniigt vielmehr, dass sie dort
_winkelproportional ist, Ebenso wenig wesentlich ist die Orientierung in
bezug auf die positive reelle Axe. Daher werden wir diese Begriife
ohne weiteres auch fiir den allgemeinsten Fall des Gebietes betrachten,
ftir das die Voraussetzurgen und Bedingungen des Satzes XXXIII zu-
.treffen.

34, Wir behaupten nun:

XXXV. (Der erste Faltensatz), Es sei ' ein Gebiet der ¢ -Ebene,
tiir das die Voraussetzungen des Satzes XXXIII zutreffen und dessen Ab-
bildung durch z = f({) auf H. im Unendlichen im Winkel winkelpro-
portional ist. Es mége U so orientiert werden, dass die Richfungen der
positiven reellen Axen der - und der z-Ebene sich im Unendlichen ent-
sprechen. Dann gilt, wenn & durch das Innere und den Rand von T
gegen ‘m;, ponvergiert, ‘

el
(34.1) : [f(pe) | :

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass der Satz bereits fiir alle Ge-
biete bewiesen ist, bei-denen der Nullpunkt nicht im Inneren liegt, Ist
diese Voraussetzung bei [' nicht erfiillt, so sel — &, ein Randpunkt von
[, Unterwirft man ' der Parallelverschiebung & = -} &, so ergibt sich
aus [' ein Gebiet 1", das den Nullpunkt nicht im Innern enthdlt, Flir
die entsprechende Abbildung von 1’ auf H, ist (34,1) nach Vorausset-
zung richtig. Einem Punkt { innerhalb oder auf dem Rand von I' mége
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dann in der &-Ebene der Puakt & entsprechen, Das zugehérige, fiir 1"
gebildete pr sei mit p bezeichnet. Dem Punkt ¢ auf der positiven
reellen & -Axe entspricht in I' der Punkt o’ —%. Daher gilt

1@

L —
Fler—t] b
wenn 5 gegen T, strebt, Nach dem Satz XV gilt aber wegen (33,2)
fled =t
[ f (o) | '
woraus (34,1) folgt. o
Wir kénnen daher nunmehr annehmen, dass der Nullpunkt nicht
im Innern von I' liegt. Dann kann man offenbar I' durch eine Potenz-
transformation auf ein Gebiet abbilden, dessen entsprechende Abbildung
auf 1, nunmehr im Unendlichen im Winkel winkeltreu ist, so dass man
dies von vornberein voraussetzen kann. Dann folgt (34.1) fiir solche
Punkte &, die 1" angehéren, unmittelbar aus (33,1).
Es mége nun { ein Randpunkt von I"™ sein. Dann kann man in
" einen Punkt &’ finden, der beliebig nah bei ¢ liegt, so dass sowohl
I f &)=~ fE)] als auch |[&]-~|6]]=]]¢| —pg| beliebig klein ist. Da
aber fiir &' (34,1) bereits bewiesen ist, gilt (34,1) auch fir alle Punkte
auf dem Rande vom 1™,
Liegt nun aber { in einem Faltenbereich & von !, ohne auf dem
8 abschliessenden Querschnitt ¢ zu liegen, und entspricht § in H, ein
Teilgebiet F von /1., das von einem Stiick & der imagindren Axe und
einem die Endpunlte von o verbindenden Kontinuum ¢ abgegrenzt wird,
so gilt offenbar fiir jeden Punkt 2 von ¢

|z ]

34,2 B N
(342) e 1
da ja ¢ das Bild von ¢ ist. Nun wird aber offenbar das Maximum und
das Minimum des absoluten Betrages in F gerade auf ¢ angenommen,
so dass (34,2) auch ftir jeden Punkt von F gelten muss. Damit ist aber
der Satz vollstindig bewiesen,

35, Berficksichtigt man den Satz XV, so ergibt sich:

Korollar 1 zum Satz XXX V: Unier den Voraussetzungen des Safzes
XXXV gilt tiir ein durch das Innere und den Rand von 1" gegen =, kon-
vergierendes |,

@';“- A de)
(35.1) 70| = e
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und fiir ein-Paar von Punkfen &, &y, die durch das Innere uud den
Rand von+l': gegen =, streben,

T s )
AFEI e\
(35.2) | )
'f(‘ﬂ) ] p*’z
wo e{f), (2, &) gegen O konvergieren,
Besitzt aber f(5) eine Winkelderivierte in %,, so kdnnen in (35,1)
f—o
und (35,2) die rechten Seiten durch P T e () bzw.

f—a

k9

(PJJ) (14¢e(8;, G)) erselzt werden.

* —Um die Ausdehnung einer Falté'" ¥ zu messen, liegt es am néchsten
die beiden Quotienten K. (3’)=-Max~|&‘- und K. (%)== MIIS l L] B betrach-

|

ten, wo Maxima und-Minima fiir den entsprechenden Faltenbereich zu
bilden sind und p der Radius des die Falte abschliessenden Querschnitts
ist. Wir bezeichnen Ky (5) und K. (%) resp. als Hohen-bzw. Tiefenschwan-
kung von T und Max (K (3), K. (8))==K (%) als die relative Grésse
von §. ‘

Es sei nun L einer der beiden in m, zusammenstossenden Rand-
zweige von I, etwa vom Treffpunkt mit A aus beginnend. Wir wollen
dann, um uns einfacher ausdriicken zu konnen, die Gesamtheit aller
Punkte £ auf L und in den Hauptfalten von L, fiir die py==p.ist, als
den entsprechenden Faltenbereich %, von L bezeichnen, %, kann aus
einem oder mehreren Faltenbereichen in dem oben definierten Sinne
bestehen, daneben aber auch aus einzelnen Punkten und Kreisbégen.
Da fiir jedes p die Menge ¥ abgeschlossen ist, lisst sich auch fiir diese
Mengen, genau wie oben, Hohenschwankung, Tiefenschwankung und relative
Grisse definieren, Lassen wir nun p ins Unendliche gehen, und ist
dabei %==Limsup der relativen Grésse von ¥, beschrinkt, so nennen
wir L linear unbewalli in =, und % die Unbewalltheitskonstante von L
in my. Ist #=1, so nennen wir L reguldr unbewallf in n,, Dann sind auch
% =Limsup der Hohenschwankungen von %, und =%. == Limsup der
Tiefenschwankungen von §, beschrinkt und umgekehrt. Zugleich gilt
offenbar %==Max (%+,%.)%), Aus dem ersten Faltensatz folgt nun

) vgl. fiir die Begriffe der linearen und reguliren Unbewalltheit fiir den Fall
von Jordankurven Warschawski (1), pp. 355, 356, Allerdings ist die dort benulzle
Unbewalltheitskonstante im allgemeinen grosser als = liegt aber stels =zwischen »
und LI
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offenbar insbesondere, dass, wenn L linear unbewallt ist und ¢ ,zwi-
schen” L und der positiven reellen Axe gegen m, geht, dann

1 - re
433 e NV T TR
gilt, wo & mit | § | 1 co gegen O konvergiert. Fiir den Fall einer Jordan-
berandung riihrt dieses Resultat, in etwas schwicherer Formulierung,
von Herrn Warschawski her™),

Mit Hille des Begriffs der linearen Unbewalltheit lisst sich nun -
der Satz XXXV auf einen etwas allgemeineren Fall ausdehnen:

Korollar 2 zum Satz XXXV. Es seien I' baw. I, zwei Gebiete der
{-bzw. u-Ebene, fiir die die Voraussetzungen des Satzes XXXV erfiillt
sind. lhre unendlich fernen Punkte seien mit =, bzw. =, bezeichnet,
Ly sei einer der in ©, zusammenstossenden Randzweige von 'y, der in N
linear wunbewallt mit der Unbewalltheiskonstanten %=1 ist. Es mége T
auf Uy durch 0==F(l) so konform abgebildet werden, dass =, und T,
einander entsprechen. Lymége dabei L in I enisprechen, Dann gill, wenn {
iber L oder zwischen L und der positiven reellen Axe gegen =,
konvergiert,

1

Y '(:)
~ = lim
P )

Fleg)

Beweis: Es mége die betrachtete Abbildung von I' auf I, durch
Vermittlung je einer konformen Abbildung auf A, gebildet werden, bei
denen =, und 7, in Z==co iibergehen, ¢, p; mbgen dabei in . die
Punkte 2, 2z, und in I'| die Punkte 7= F((), o= F(p,) entsprechen.
Es gilt dann nach (34,1)

(35,4)

z
T,
2

Anderseits folgt aus (352), wenn t die f—ea entsprechende
Grisse bei I, ist,

z| (f"u )Z (1€ b )
- ; .
2 o
. ®
AT €, el
o 2 1
fuy | 2,

") vgl. Warschawski (1), pp. 361 — 375, sowie (2), pp. 320 — 325, 342, 343.
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Ferner ist p, =|"7 | und nach Annahme
Lo i B
w
Daraus folgt aber
(35,41) lim | - |74y
o

und daraus folgt (35.4).

Im Zusammenhang mit diesem Korollar ist der folgende Satz von
Interesse:

. XXXVL Unter den Voraussetzungen des Korollars 2 zum Satz
XXXV ist der Randzweig L,* des Bildgebietes I'* von I innerhalb I
der zwischen L, und der positiven reellen Axe liegt, in =, linear unbewallt
mit der Unbewalltheitskonstanten =%,

Beweis: Die Relation (35,41) liefert ftir die Punkte { in 1", da
dort | & | = p gilt; .
1 __—| F(@) |..
355 1< hm’- . ]m
5l Fil2)

Yo

Man bilde nun I'* auf /; ab, so dass %, in 2==co bergeht. Dann

gilt fiir die Punkte 2z, 2/, die & bzw. | { | entsprechen, da I'™ faltenfrei
ist, nach XXXV

(35.6) ; 2l 4,

z’

Die durch die beiden Abbildungen vermittelte Abbildung von I'*
auf H; sei durch 7=4¢ (z) gegeben. Dann folgt wegen (35,6) nach dem
Satz XV aus (35,5)

(35,7)

qJ [Z) -,

Hleden ="

Es sei nun %, ein Punkt einer Hauptfalte % von L,* mit dem
abschliessenden Querschnitt ¢ und 2, der entsprechende Punkt von H:-
Dann muss das Bild des Kreisbogens |2 | ==|2 |, arg 270 ¢ in
einem Punkte 7, mit |7, | = p,, durchsetzen, Anderseits gilt, wenn
der p,, in [, entsprechende Punkt mit 2, bezeichnet wird, nach dem
ersten Faltensatz

(35.8) . lzl_,q
£

Man wende nun (35,7) auf 2, an. Dann folgt wegen ¢ (2) ==,
462 ‘ ’ .
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Nun folgt aber aus (35,8) nach Satz XV
Loz I~ Ttz |~ [dz) | =p,.
Daher liefert (35,9)

(3591) Lo gl "
Fm Ty,

womit die Behauptung bewiesen ist,

Bemerkung: Fiir x==1, d. h. wenn L, in =, reguldr unbewallt ist,
gilt dasselbe fiir ,*. Insbesondere folgt, dass bei der Abbildung des
Satzes XXXV von I' auf /7: das Bild von /™ ein Teilgebiet von H, ist,
dessen Rand im Unendlichen regulir unbewallt ist. Ferner gilt offen-
sichtlich die Behauptung des Satzes XXXVI auch fiir jedes Teilgebiet
von I, das sein eigener faltenfreier Kern ist und ein unendliches
Teilstiick der positiven reellen Axe enthilt,

§ 9. Der zweite Faltensatz. )

36. Wir kehren nun zur Fragestellung zurtick, auf die sich die
Behauptung des Satzes XXXIV bezog. Fiir ein hinreichend grosses r>0
betrachten wir unter den Voraussetzungen von XXXIV das Bild A, in
der L-Ebene des Halbkreises L,: | 2| =r, %2220, Es genligt natiirlich,
sich auf die obere Hilfte L;" von L, mit 320 und ihr Bild A" zu
beschrinken, XXXIV besagt, dass alle Punkte von AV, die in I liegen’
fiir 7 + oo Hquivalent sind, Diejenigen Punkte von A,T aber, die in den
Falten von I' verlaufen, kénnen sich natiirlich, je nach der relativen
Grésse der betreffenden Falte, wesentlich von den Punkten von A,
entfernen, Immerhin tisst sich in jedem Falle folgendes sagen: Es sei &,
der 2==r entsprechende Punkt in der {-Ebene. Fiir ein 3>>0 betrachte
1| T‘l? Top i8] (-8, Die oberen Grenzen

e B
der % (%) bzw, %..(5) {tir diese Falten seien resp, mit M;", M bezeich-
net, Dann liegen offenbar alle Punkte von A;" in einem Kreisring

man alle Falten %, mit

(36,1) 1 |f~o| .
1-e M

WO man € mit 7% o gegen O streben lassen kann. Dieses Resultat ge-
stattet ohne weiteres den folgenden Satz zu formulieren

T G M (1 A9,
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T ——

XXXVIL' Unter den Voraussetzungen des Satzes XXXV  mége der
Randzweig C von ', der der posifiven imagindren Axe entspricht, linear
unbewallt in =, mit der Unbewalltheitskonstanten + sein. Dann liegen

die Bilder des Viertelkreises . |z | =r, Toarg 2 0 0 in einem
Kreisring
(36,2) AN NS R RN N (SO

%-fe

wo & dem Punkie z ==r enispricht und & mif r t ~ gegen 0 sirebt,

Im Falle, dass der Rand von I' von einer Jordankurve mit einer
Tangente im Unendlichen gdebildet wird, rithrt dieser Satz in etwas
schwicherer Formulierung von Herrn J. Wolff her®),

37, Um nun im allgemeinsten Falle mit der Fragestellung von
Nr. 36 weiter zu kommen, fithren wir zuerst zwei neue Begrifie ein,

Ist wieder unter den Voraussetzungen des Satzes XXXIII C das
Bild der positiven imagindren z-Axe, so sei r =~ 0, &, der 7 in I' ent-
sprechende Punkt, p=|¢{,|. Fiir jede Hauptfalte von C, die durch
Querschnitte mit dem Radius p abgeschlossen wird, bild‘e man die
obere Grenze der Argumentvariation in dieser Falte und nehme dann
wiederum die obere Grenze aller dieser Zahlen, die dem gewéhlten
p= |8 | entsprechen. Die so gebildete Zahl sei mit 5, bezeichnet,
Wir werden nun zu einem besonders scharfen Resultat unter der Annah-
me kommen, dass 6, — 0 mit # * oo gilt. Diese Annahme ist offenbar
ein gewisser Ersatz fiir die Annahme, dass C im Unendlichen eine Tan-
gente hat. )

Ferner definieren wir Nebenfalten von I' bzw. von C. Darunter
verstehen wir Teilgebiete von I, die yon I' durch Kreishogenquerschnit-
te mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt abgetrennt werden und deren
Rand, von dem betreffenden Querschnitt abgesehen, ein Teilstiick von
C ist. Jede Hauptfalte von C ist zugleich eine Nebenfalte,

Nach dem Satz XXXIV sind nun alle Punkte von AJ, die in A/
enthalten sind, fiir 7 -—— oo unter einander dquivalent. Um die Lage
der Teilstiicke von A} zu diskutieren, die in den Haupfalten von C
liegen, sei {, das Randelement von C, das ir entspricht, &, gehére zur
Falte ¥, die sich auch auf ein Randelement von I' reduzieren kann.
Dann kann man den Inhalt des zweiten Fallensaizes etwas unprézise so
formulieren, dass A7 im Falle der Winkeltreue fiir o,—>0 auf dem
asymptotisch kiirzesten Wege innerhalb I' nach &, fiikrt. Es sind hierin
vier Aussagen enthalten:

®) Vgl Woltf (1) pp. 217—1222, sowie Warschawski (2), pp. 326 — 328,
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1) Dringt At in eine Hauptfalte & von C ein, die von ¥, verschie-
den ist, so ist der in & liegende Bogen von A} mit seinem Eintritts-
punkt in & dquivalent fiir » 4 co. ;

2) Die in &, verlaufenden Teilbdgen von Af, deren beide Fnd-
punkte auf dem %, abschliessenden Querschnitt ¢, liegen, sind mit ihrem
Eintrittspunkt dquivalent.

3) Der Verlauf von A7 vom lefzfen Schnittpunkt mit q, bis &, wird
erstens dadurch charakterisiert, dass dieses Stiick in eine Nebenfalte i
von B, nur mit einem mit dem Eintrittspunkt #quivalenten Bogen ein-
tritt, wenn es einen gegen &, in ' gehenden Weg gibt, der in f nicht
eintritt.

4) Zweitens kann das vollstindig in ¥, liegende Endstiick A von
AY (im asymptotischen Sinne) keinen Weg ,unnétig hin und her zuriick-
legen*. Dies bedeutet: Sind g,, ¢, zwei Kreisbogenquerschnitte von T
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt und den Radien p,, p,, und sind

¢y, ¢s durch wenigstens drei Teilbégen von ), mit einander in ¥, ver-
bunden, so gilt

(37,1) .
Pa

38. Alle diese Aussagen ergeben sich unmittelbar aus der folgen-
den Formulierung, die wir nunmehr beweisen wollen:

XXXVIIL (Zweiter Faltensatz). Unter den Voraussetzungen des
Satzes XXXIII sei die Abbildung von U auf H. im Unendlichen im Win-
kel winkeltreu. Das der positiven imagindren z- Axe entsprechende
Randstiick von I' sei mit C bezeichnet. Es sei f eine Nebenfalte, die in einer
Hauptfalte § von C enthalten ist, und ) ein Teilbogen der Bildkurve A}

— 1.

des Viertelkreises L : Iz(=r,§>argz>0, der in | verlduft, wihrend

seine beiden Endpunkte &, &, auf demf abschliessenden, abgeschlossenen
Querschnitt g liegen, Der Punkt { =0 mége weder innerhalb noch auf dem
Rande von f liegen, Dann liegen alle Punkte von )\ im Kreisring

—h6) ¢}

k

wo ® der zu g gehdrende Zentriwinkel ist und die absolute Konstante k
gleich % +13 geset.zt werden kann,
Beweis: Dem zu ¢ komplementiren Randstiick ¢ von f mége in

der z-Ebene die offene Strecke o der positiven imaginiren Axe ent-
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sprechen. Mit g sei das Bildgebiet von [ bezeichnet, Dann entspricht
) ein innerhalb g verlaufender und die Bildpunkte 2z,, 2z, von &, ¢,
verbindender Teilbogen s' des Halbkreises |2z |==r, W z:: 0, der auf
der imaginiren Axe senkrecht steht und dessen auf der negativen ima-
giniren Axe liegender Endpunkt— 77 die Strecke o nicht trifft,
kann nur einer der Punkte z,, 2, Endpunkt von o sein. Ist dies weder
fiir z, noch fiir 2, der Fall, so erscheint nach dem Korollar 2 zum Satz
XXX o von jedem Punkt von § aus in bezug auf g unter einem konfor-
men Winkel <=, Ist aber etwa 2z, ein Endpunkt von 5, so liegt ) im
Uebrigen ausserhalb des auf o als Duarchmesser errichteten Halblreises,
und aus dem Korollar 1 zum Satz XIX folgt dasselbe, ¢ erscheint daher
von jedem Punkt von A aus in bezug auf { unter einem konformen Win-
kel ==, sodass ¢ von jedem Punkt von ) aus in bezug aufl | unter
einem konformen Winkel = = erscheint,
Es sei nun & der Punkt von ¢, der den Bogen ¢ halbiert. Durch
eine logarithmische Abbildung @ ==log->- geht f in ein Gebiet Iy der
=0
w-Ebene iiber, wobei &, in w=0 iibergeht. ¢ geht dann in eine durch

den Nullpunkt hindurchgehende, auf der imagindren Axe liegende Strek-
ke v iber, die im Innern des Kreises | w | _‘32« liegt. (' sei irgend

ein Punkt von ), o sein Bildpunkt in der w-Ebene, Dann folgt aus der
Abschitzung (23,1) des Satzes XXVIII, da mp, o7E® ist und in (23,1)

das Gleichheitszeichen nicht gelten kann, wenn | o | > % ist,

_ 2]/]4»|—(N21
<4 arc sin ,
0]
*2—+|°J\

2y2fel® /1
@)—{“2“40{ ~ 2 1

@420 ]16]0|0, 2|a])r—6.2|0]040L0,

(38.2) [o]|< (%«*% ;/2) 030,
Gehen wir zuriick zur % - Ebene, so folgt wegen | &, =18 |
3 —
(38.3) SGEme ) Grva)e
N C1 4

-Daher liegt die ganze Kurve ) im Kreisring (38,1), w. z. b. w.
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Aus dem damit bewiesenen Satz folgen offenbar die unter 1) —4)
gemachten Angaben unmittelbar, da fiir r>r, die Voraussetzungen des
Satzes XXXVII sicher zutreffen und fiir 6,— 0 auch © gegen Null
konvergiert.

Zugleich sehen wir, dass die obigen Aussagen auf jeden Fall dann
zutreffen, wenn man r itber solche Werte ins Unendliche gehen lisst,
fiir die o, gegen Null konvergiert,

Beim Beweis des Satzes wurde natiirlich nur von dem Teil des

Satzes XXX Gebrauch gemacht, der sich auf <x=-~g~ bezieht. Fiur den

Beweis dieses Teiles ist aber der Satz XXIX nicht nétig und ebenso
wenig der a. a. O. unter C. angegebene Teil des Beweises. Wird aber
der Satz XXX im ganzen Umfang angewandt, so ergibt sich eine Erwei-
terung des Satzes XXXVIII auf einen wesentlich allgemeineren Fall.
Anstatt nidmlich iiber den Bogen ) anzunehmen, dass er auf der Bild-
kurve eines auf der imagindren Axe der z-Ebene senkrecht stehen-
den Halbkreises liegt, geniigt es, vorauszusetzen, dass die entsprechende
Kurve in der z-Ebene in den innerhalb g verlaufenden Teilstiicken nur

Sehnen hat, deren Richtungen mit der reellen Axe Winkel ____<_%~«a,

0<0t_\__~;~ , bilden. Dann erscheint im obigen Beweise ¢ in bezug auf |

von jedem Punkt von X aus unter einem konformen Winkel = 2(n—a)},
und ¢ unter einem konformen Winkel =22, Die Anwendung des Sat-

zes XXVIII liefert dann o
2 ]/ lol, 2
- ' 2

A

— -l

20 <4 arc sin

o

’z“a

2y2/0]®

04270~ 5107

8lwl0 4l sin®-" -4 010 sin-" |- 62 gin2- 7,
2 2 2

2] o] sin?--

¢/

2
2 ) (le! sin? =
2 ol 2
6
2|w]|sin? 2

. i e , _ . z—_;y—_ e cog®—- o
<2 —sin 3 |]/4 4 sin 5 1} cos 2—|~20052,
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(1 +- cos )
(38,4) (ol L 27 O o s %
2

Wir sehen:

' XXXIX.‘Werden die Voraussetzungen des Satzes XXXVII iiber ),
dahin abgeéndert, dass die Bildkurve von in der z-Ebene nur Sehnen hat

deren Richtungen mit der reellen Axe Winkel

n %
2 """/1.0' o 2
bildfzn, so bleibt die Behauptung des Satzes XXXVIII vichtig, wenn in ihr der
Kreisring (38,1) durch den Kreisring

« O "

R R

} {]
(38,5) I

ersetzt wird.

1% e

Damit bleiben auch im Falle des Satzes XXXIX die obigen Aussa- .

gen 1) —4) der Nr. 37 bestehen.

Endlich ist leicht zu tibersehen, dass man im Satz XXXIX im Sinne

der Bemerkungen am Schlusse von Nr. 25 die Sehpen durch Kreishégen
ersetzen kann,

. Die Ab})ildur-:g von I" auf H; mége durch §==n(2) vermittelt wer-
en. Was lisst sich nun aus den gewonnenen Ergebnissen {iber den

Verlauf der Bildmenge A" des Viertelkreises |z|==r, "

- arg 2 70,
sagen, wenn ¢,— 0 gilt?

AT zerfdllt in zwei Stiicke, von denen das erste, F\r‘, sich vom
Anfangspunkt ¢(r) bis zum letzten Eintrittspunkt ¢, von A;' in die
letzte Falte 5, erstreckt, das andere, A" aber von 5 an vollstindig
innerhalb der Falte %, verlduft (vgl. Fig. 7. A" kann auch eine leere
Menge sein,

XXXI[&lemIﬁs;a;iends:rA}’unkte von A vom Nullpunkt sind nun nach

len ussagen 1) und 2) der Nr. 37 diquivalent mit
|f;P (Kll) h\')'hs aber A, anbetrifft, so kann man dafiir verschieden schar-
: SE::\-tzungen angeben, je nachdem, ob man nur die Falle %, kennt,
in der A" verlduft, oder ob auch die Lage des Endpunktes (bzw. des
Endelementes) &, von A" hekannt ist. :

) 0_ Im ersten Falle liegt offenbar
jeder Punkt von A, im Kreisring &

Py

B

K7y =101 =r ki),
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Daher liegt die ganze Menge A in einem Kreisring

(1—¢) ilf..(f M

K_(B)
wo & mit * —co gegen 0 deht.

Ist aber auch die Lage von &, bekannt, so kann man folgender-
massen verfahren, Man betrachte alle Kurven, die den &, abschliessen-
den Querschnitt mit &, verbinden — es gentigt, Bilder von Jordankurven
der z-Ebene zu betrachten, die aus der rechten z-Halbebene in ir miin-

%l t l-~ und Max e .

P, [&]

fir alle in Betracht kom-

(38,6) Tl =12 | o () Ky (Bo)s

den. Fiir jede solche Kurve bestimme man Max

18]
¢

Die untere Grenze der Zahlen Max -~
o

menden Kurven sei mit 1. (%) bezeichnet, und analog die untere Gren-

ze der Zahlen Max - fe, mit P (5). Dann liegen alle Punkte von

&l

s A
A, und damit auch von A, in einem Kreisring

L EO L i =g e py ),
1. (G
wo & mit r-—>0o degen O strebt.

Man vergleiche hierzu die Figur 7, wo A} sehr stark und A7 sehr
schwach ausgezogen sind, —

Bisher wurde an der Voraussetzung festgehalten, dass die Abbil-
dung von I auf F{; im Unendlichen im Winkel winkeltren und nicht nur
winkelproportional ist. Man kann aber offenbar den Fall der Winkelpro-
portionalitdt durch eine Potenztransformation auf den der Winkeltreue
zuriickfiihren, wobei, wenn der Nullpunkt innerhalb I liegt, eine vorbe-
reitende Transformation nétig wird, Die obigen Resultate bleiben dakei
unverfindert giiltig, bis auf den Satz XXXIX, in dem der von o abhén-
gige Faktor im Exponenten abzudndern ist,

39. Um die Sitze XXXVII und XXXIX anzuwenden, ist es iibri-
gens gar nicht nétig, die Annahme ©,—->0 zu machen, wenn dann die
Resultate auch abgeschwicht werden. Denn unter den Voraussetzungen
des Satzes XXXIII ist ja ® in der Grenze fiir r —> oo héchstens gleich
%, sodass die Kreisringe (38,3) und (38,5) in die Kreisringe tibergehen

(38,7) (1

(Fyn) mta)

A .

3
= (; Fvr) o
(39.1) [t le ) = |
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(39.2) Tl e e 4 e R4 ;

wo & mit ¥ —> 00 gegen 0 konvergiert.
Kombiniert man nun dies mit dem Satz XXXV, der iiber die Ejn-

trittspunkte von A in 8 Aufschluss gibt, so folgt

¢
Fig. 7,

XL. Unter den Voraussetzungen des Satzes XXXIII sei die Ab-

bildung von I' auf H, im Unendlichen winkeltreu. Ist dann A das Bild

des Viertelkreises |z [=r, ;

~—

s oarg 270, so liegt A\ in einem

(3 4 Ve T
(39.3) (1..e;~|_“’£)le G /) ﬁ;l:r:;;(1»+~e)\(p(r]lzu;.(:u)a<’ ’“).

Kreisring

e A0

wo a’mit I —co gegen 0 konvergiert, L= ¢ (2) die belrachtete Abbildung
von I' auf H. vermittelt, ¢ das Bild von ze==1r ist und | (5) Py (%)
die oben angegebene Bedeutung haben.
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Bei dem Satz XL ist es allerdings unwesentlich, dass die Abbil-
dung von ' auf A im Unendlichen winkeltreu oder auch nur winkel-
proportional ist. Die Behauptung dieses Satzes gilt nimlich mit etwas
schwicheren Konstanten bereits dann, wenn nur die Erreichbarkeit von
m, vorausgesetzt wird. Es ldsst sich dies durch Kombination des obigen
Beweises fiir den Satz XXXVIII mit einer weiteren Betrachiung zeigen,
die man entweder mit Hilfe der Ahlforsschen Methode oder mit Hilfe
der Methode des Dirichletschen Integrals durchfithren kann. Da aber
beides tiber den Rahmen der in dieser Abhandlung angewandten Me-
thoden hinausgeht, soll darauf in einer spiteren Milteilung eingegangen
werden,
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