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Uber einige Ungleichungen im Matrizenkalkil.
Von L. Schur
in Berlin.

Im ersten Band der von Leon Lichtenstein gegriindeten Mathema-
tischen Zeitschrift habe ich eine Arbeit!) veréffentlicht, in der gezeigt
wird, dass der bekannte Satz von Herrn J. Hadamard iiber die Deter-
minante einer positiven Hermiteschen Form sich als Spezialfall eines
allgemeineren Satzes auffassen ldsst. Das von mir gewonnene Hauptre-

sultat l4sst sich so formulieren:

1. Es sei
(1) H=Y"hix. % (=7

eine positive Hermitesche Form mit der Determinante D = |h,,|. Durch-
lduft

o

12... n)
12 o T
die Permutationen einer gegebenen Permutationsgruppe & und bilden die

unitdren Matrizen Mg des Grades m ecine Darstellung der Gruppe ©, so
erhdlt man stels, wenn

@ S=" Mo hyy, hy,... Iy,
[4

geselzt wird, in der Matrix S—D - E,, die Koeffizientenmatrix einer nicht-
negativen Hermiteschen Form in m Verdnderlichen.

Hierbei ist unter E, die Einheissmatrix des Grades m zu verstehen.
Hieraus ergibt sich insbesondere:

i) Uber endliche Gruppen und Hermitesche Formen, a. a. O, S, 184—207, Diese
Arbeit wird im folgender kurz mit E, zitiert,

23. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 353
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2 1. Schur

T' Ist + (G) ein beliebiger (eigentlicher) Charakter der Gruppe
vom Grade 7 (E)=m, so gilt fir jede positive Hermitesche Form (1) mit
der Determinante D die Ungleichung

(O s gy g, = m D,

G

3)

Die Hadamardsche Ungleichung

D = /l,l 1123 v P

folgt aus (3), indem man als Einheitsgruppe wahlt und 7(E) == 1 setzt.

Die in E. angegebene Beweis des Satzes I macht von tiefer liegen-
den Resultaten der Darstellungstheorie Gebrauch und erfordert ausser-
dem eine nicht einfache Spezialuntersuchung. Hierbei ergaben sich
zugleich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Aunf-
treten des Gleichheitszeichens in der Ungleichung (3). Verzichtet man
hierauf, so kann man, wie im folgenden (§§ 1—2) gezeigt wird, den Satz
I auf durchaus elementarem Wege beweisen,

In § 3 leite ich einige Anwendungen des Satzes I ab,

In den letzten Paragraphen behandle ich eine allgemeinere Frage,
auf die ich durch eine interessante Note von Herrn A, Khintchine?)
gefiihrt worden bin. Herr Khintchine beweist hier folgendes: Ist (2.)
eins Matrix mit m Zeilen und 7 Spalten, in der jeder Koeilizient a,
entwerder 0 oder 1 ist, und setzt man

n .
Oy == Z Qup
f=t

so gilt, wenn ¢ die gréssere der beiden Zahlen m und n bedeutet, die

Ungleichung
ﬂl‘ 2 n 2 ) A
Y Ya=alot )
1 F=1

o=

m
% 1
$p= 2, Gw, A= >..4

=1 ")

Ay,

Dieser Satz ist, wie ich hier zeigen will, als Spezialfall in einer
allgemeineren Regel enthalten: ‘

I, Setzt man, wenn M = (c..) eine beliebige quadratische Matrix
des Grades 7 mit reellen oder komplexen Koeffizienten ist,

n

o (M) =) cu.

=t

1
S () =D leal?,

¥) Uber eine Ungleichung, Matematiteskij Sbornik, Bo. 39 (1932), S. 35—39.
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so gilt fiir je zwei Matrizen A und B die Ungleichung
3 (AB) -+ ¥ (BA) =4 (A) ¥ (B) + 3 (AB) *.

Ich gebe zugleich eine Methodé an, die auch fiir mehr als zwei
Matrizen #hnlich geartete, allerdings wesentlich kompliziertere Unglei-
chungen abzuleiten gestattet.

§ 1.
Erster Schritt zum Beweise des Satzes I.
Ist H= (h.;) die Koeffizientenmatrix der positiven Hermiteschen

Form (1), so ldsst sich bekanntlich eine Matrix A ={(a.;) so bestimmen,
dass

() H= A,
d h :
) b= ). a. a. (mh=1, 2..., 1)

=1

wird. Fiir jedes der n* Systeme
{6)

von /2 Indizes aus der Reihe 1, 2,..., 1 und fiir jede Permutation

() = (o1, 2vvvnr )

p ( 12,..n

™ = Ve /)

der Zahlenjt, 2,..., 72 setze man

(8) a’fc{'v} =, Qe eee iy,
und

9) hp==hy, ha, ... Py,

Ist dann

1 2...n
Q= P Py !"n)

eine zweite, nicht notwendig von P verschiedene Permutation, so wird

B oo B

I i

Dieses Produkt ldsst sich wegen (5) in der Form
E{w:—z e a‘-n.“n {

5 Qpgy oy oo e Qiman o Qpyg,
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4 I. Schur

schreiben. Mit Hilfe der durch (8) erkldrten Zeichen koénnen wir daher
schliessen, dass fiir je zwei Permutationen P und Q die Gleichurg

hrg= Y a) ol

3

(10)

gilt.
Bilden nun die unitiren Matrizen Mg eine Darstellung der Gruppe
®, so wird fiir je zwei Permutationen P, Q von &
Mp 1Q=M[J"—|MQ, Mp- :—“MI-;1 :::MI’,.

Fihrt man nun fiir jedes der 7" Indizessysteme (6) die Matrix

(11) Fo= 2 Myt af)

des Grades m ein, wobei P alle Permutationen der Gruppe ¢ durch-

1duft, so wird
FP = ZM'p ) ag) :ZM/: a(,’j] .
5 =
Dies liefert

~ ! W) o)
F,F,=" Mpg ) a,

PQ

wo P und Q alle Elemente von ¢ durchlaufen.
Y R F =
P

Bezeichnet man nun die Ordnung der Gruppe & mit g, so ldsst sich
jede Permutation G von & auf g verschiedene Arten als Produkt P! Q
schreiben. Die in (12) rechts auftretende Summe ist daher das g - fache
der durch die Formel (2) definierten Matrix S.

Wir erhalten demnach

Aus (10) folgt daher

Z Mp*w(\) }Zp Q.

na

(12)

Rl Al ’
(13) S= ;Mp, ho = i YRR

7
Diese Gleichung setzt in Evidenz, dass S eine Hermitesche Matrix ist,
zu der eine nichtnegative Hermitesche Form gehért. Denn bekanntlich
hat jede Matrix von der Gestalt F, F,’ und auch jede Summe von sol-
chen Bildungen diese Eigenschaft.
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§ 2.
Beweis des Satzes I.

Wir haben noch zu zeigen, dass auch die Matrix S—D . E, das
Koeffizientensystem einer nichtnegativen Hermiteschen Form liefert.

Dies ist jedenfalls richtig, wenn wir die Matrix 4, die bei gege-
benem H nur der Bedingung (4) zu geniigen hat, so wihlen kénnen, dass
fiir mindestens 2 unter den Indizessystemen (p).

(14)
wird.

Um dieses Ziel zu erreichen, stelle man, was bekanntlich stets mé-
glich ist, unsere positive Hermitesche Form in der Gestalt

FF=D.E,

\ W - . B}
L haxax = ag Xy A ay Xy A an e P [ Ga X+

A LT 1L

0

dar. Die Matrix H= (k) erhilt dann die Gestalt (4), wobei
ay, 0 0o ... 0
@y, oy o ... ¢
a. ayo a,,
A — 31 32 33 s
Apy s Qpy . . . Qun
also
(15) 4y, = 0 fir 7<)
wird.

Setzt man analog der Formel (9) fiir jede Permutation (7}

ap == ayp, @Ay, ...0n

n

so ist dies wegen (15) nur fiir die identische Permutation P=F von
Null verschieden. Ausserdem wird

| ag | =
Man betrachte nun unter den 7" Indizessystemen (6) nur diejenigen 7,
bei denen p;, pa...., pn voneinander verschieden sind. Bezeichnet man
in diesem Fall die Permutation
3517
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(1 2 ... /z‘)
Py Po v, Dn

\

mit R, so wird in der Summe (I1) fiir jede Permutation P der Gruppe %

()

a,

== iy Mgy v os Qi == Ap i

also gleich 0, wenn P von R verschieden ist, und gleilh 2z, wenn
P =R wird. Dies zeigt, dass in der Summe (13) fiir die von uns zu
betrachtenben 7! Indizessysteme (p)
F F =0
oder
F, F = agar- Mp' (Mg )= D-E,

wird, je nachdem die Permutation R in ¢ fehlt oder in & vorkommt.
Die g Permutationen R von ® liefern also g mal den Fall (14).

Damit ist der Satz I als bewiesen anzusehen. Wir erkennen zu-
gleich, dass die Matrix S— D - Ej; sich in der Gestalt

(16) S—D-En=FF

schreiben ldsst, wo § nur diejenigen Indizessysteme (6) zu durchlaufen
hat, bei denen mindestens zwei Indizes einander gleich sind®).

§ 3.

Erganzende Bemerkungen und Folgerungen.

N 1. Wihlt man als Gruppe & die symmetrische Gruppe &, und als
unitdre Darstelluing Mo die regulire Darstellung, so geht unsere Matrix
S—D.Ep in die ,Gruppenmatrix®

un T=(hpg— — D . epg-)

des. Grades ﬂlez! iiber, Hierbei durchlaufen 2 und Q alle 7! Permu-
tationen von S, unter eg ist nach dem Vorgange von Frobenius 1 oder ¢
zu verstehen, je nachdem die Permutation R gleich der Identitit £ oder
von E verschieden ist.

Aus d.em Satze I ergibt sich, dass T fiir jede positive Hermitesche
F.orm H mit der Determinante D eine Hermitesche Matrix ist, zu der
eine nichtnegative Hermitesche Form gahért. Man kann ab:ar auch

%) Auf die Untersuchung der Fra .

. ge, welche F, E,’ hierbei .
verschieden sein kdnnen, gehe ich hier nicht ein. ¢ B bierbei von der Nullmarix
358
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umgekehrt schliessen: Weiss man, dass T diese Eigenschaft besitzt, so gilt
der Satz I tiir jede Permutationsgruppe & und jede unitire Darstellung

von ©.
Dies folgt aus einer allgemeinen, fast trivialen Regel:
A, st

n — —
H= Y hixx, (. = Ta)

eine nichtnegative Hermitesche Form und sind
M, My,..., My

beliebige quadratische Matrizen, deren Grad m keiner Beschridnkung
unterliegt, so stellt die Summe

(18) C= S b M, M, = (Cug) (0,8 =1, 2...., m)

eine Hermitesche Matrix dar, zu der eine nichtnegative Form

Cu, u)= ZT Cos e U3
w

gehért.
Bestimmt man nimlich eine Matrix (@) des Grades 1, so dass

n
h, = Z a.. Q. (2, n=1, 2,..., )
=1

wird, und setzt

N:L= Qe M"—v (P"=1' 21"vv ”)

so wird, wie eine einfache Rechnung zeigt.

7
C= Z N, N,
=1
was unsere Behauptung in Evidenz setzt.
Weiss man nun, dass fir jede positive Form // mit der Determi-
nante D die Gruppenmatrix T eine nichtnegative Hermitesche Form
bestimmt, so erscheint, wenn ¢ eine Untergruppe von &, mit den Per-

mutationen P,, P,,..., P, ist, die Matrix .
359
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Tl = (hp{‘p:1 _Depr‘p;_l] (PVO: 1' 24 LR g)

als ('aiu ‘,,Ha.uptabschnitt" von 7. Daher ist auch 7 die Koeffizienten-
matrix einer nichtnegativen Hermiteschen Form. Bilden nun die uniti
ren Matrizen -

Mpl, Mpz,.... M[’r

des Grades m eine Darstellung von , so wird die Summe
=3 '
i 1 (llpp /.‘:'1 —D e,’r' /;;“1) Mp Mp
2K ’ ! :

nach A, die Eigenschaft haben, eine nichtnegati Hermi
zu liefern. Es ist aber hier , gative Hermitesche Form

-
Mp, Mp, == Mp, Mp;=' = Mp,p, !

woraus leicht folgt, dass die von uns zu betrachtende Matrix S—D - E,
mit g C, iibereinstimmt, "

2. Der Vollstindigkeit wegen will ich noch auf einen Satz auf-
merksam machen, der sich an den von uns benutzten Satz A anschliesst,

B. Es sei
n
H = Z‘ /lyfl, Xy X [/le o h?.:)
v L
eine beliebige i R )
Warzeln ge Hermitesche Form mit den (reellen) charakteristischen
OEe . S,

Bildet man fiir unitire Martizen My, My, ..., M, des Grades m die

Summe (18) und bezeichnet man die m isti
: charakteristisch i
(wieder Hermiteschen) Matrix mit e Warseln dieser

T S

iy

so ist slefs

(19) TN Oy Ym S5 100,

I Ime dxejs zu.beweisen, bestimme man, was nach dem Satz tiber die
rans orfnatxo.n einer Hermiteschen Form auf die «Hauptachsen" gewiss

mdglich ist, eine unitire Matrix (20) des Grades 7, so dass

n

By == Z O Iy W,

=1

wird. Setzt man dann
360
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n
F. = Z Uy M.,

so wird, wie eine einfache Rechnung zeigt,

n

Z o, F. Flt

M=

= > hy M, M, =C

und
n

DR F

=1

= 2": /VI!l M:L= nEm,

wo En. wieder die Einheitsmatrix des Grades m bedeutet, Hieraus

folgt, dass

C—now E,= (0, — o) F, [.T'

I

o

und

J§

noy E,— C= (©n —©) Fu Fy

als Hermitesche Matrizen, zu denen nichtnegative Hermitesche Formen
gehbren, anzusehen sind. Ihre charakteristischen Wurzeln
, M)

o — Loy, bzw. nw;— 7, (z=1,2,...

sind daher nichtnegative reelle Zahlen. Dies liefert die Ungleichun-
gen (19)%).

3. Die Tatsache, dass die Gruppenmatrix (17) fiir jede positive
Hermitesche Form H eine nichtnegative Hermitesche Form in 7! Veridn-
derlichen liefert, ist identisch mit der Eigenschaft, lauter nichtnegative
Hauptunterdeterminanten aufzuweisen. Fiir jede von E verschiedene
Permutation

|

1 2...n1n)
Mol )..,)

ist daber insbesondere

1) Diese Ungleichungen liefern insbesondere fiir m<<rn eine Methode, die Zahlen
o, und wy mit Hilfe der kleinsten bzw, grssten charakteristischen Wurzel einer Hermi-
teschen Form mit weniger als n Verénderlichen nach oben bzw, nach unten abzuschét-
zen. Sie liefern also eine Ergéinzung zu dem vielbenutzten Satz iiber die Wurzeln der
+Abschnitte” einer Hermiteschen Form.

361


GUEST


10 1. Schur

IZE—— D, /71:,_1
hp hg—D

= (hg—D)*— | hp| 2= 0.

Dies liefert eine nicht uninteressante Verschirfung des Hadamard-

schen Satzes :
D = hg = /7'11 hgg voo P

Wir erkennen, dass fiir jedes vom Hauptglied 7, /sy ... % verschiedene
Glied der Summe

D. == Z ‘}‘ }I.]',“ }L_,)m e 11,,‘,_”
genauer
D < h][ hg;‘; e /7/111 - l 17—11, hgku v hm,, t

wird ?).

4. Etwas tieferliegend ist eine weitere Anwendung des Satzes
iiber die Gruppenmatrix (17).

Sind ’
H= /[1 R X, X, H, = ?1‘ ’Ifﬁ,‘) X X

danal

ok oyt

zwei nichtnegative Hermitesche Formen und setzt man

By AW = p®
so ist bekanntlich auch .

i .
H, = }_ﬂ /][?;) X, X,
o

eine nichtnegative Form ¥),

‘ Herr A. Oppenheim?) hat zuerst auf eine interessante Erginzung
dieses Satzes aufmerksam gemacht: Bezeichnet man die Determinanten
der Formen H, H;, H, mit D, D,, D,, so wird stets

(20) D.= DD,.

Dies ergibt sich sogar in priziserer Gestalt recht einfach aus unse-
ren Ergebnissen, Man bilde ndmlich, wenn fiir jede Permutation (7)

%) Fiir den Fall, dass P eine Transposition ist, findet sich diese Ungleichung

scho.n bei E, Fischer, Uber den Hadamardschen Determinantensatz, Archiv der Mathe-
matik fmd Physik (3), Bd. 13 (1908) S. 32—40,
' 5 Ygl. l'r:\eine Arbeit Bemerkungen zur Theorie der beschrinkten Bilinearformen
rgxtlunenclltch vielen Verdnderlichen, Journal fiir die r u, a. Mathematik, Bd, 140 (1911)
. 11, ' -
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h(a]_ /1[‘) (2) ()

P o oy 0 Py

(=012 K =h,)

k23

gesetzt wird, die Gruppenmatrizen

(a)

T, = (hP - Da t’pQ—x) .

Da T, und T, nichtnegative Hermitesche Formen (in 7 Verdnderli-
chen) liefern, gilt dasselbe auch fiir die Matrix (cpo—), wenn fiir jede
Permutation R
i
(21) Cp == UZR — D ER) (/11\, — D, P;Q)
= i) — Dby e — Dy hper—+ DD; e

gesetzt wird. Ist nun I (R) der alternierende Chavakter der symmetri-

schen Gruppe, d.h, Z(R) =1 oder — 1, je nachdem R eine gerade oder
ungerade Permutation ist, so wird

Zwmimﬂ@=;meWﬂ=M;%Hm

2,.Q

eine nichtnegative Grosse. Es wird aber, wie aus (21) folgt.

N R C(R) = D.— Dh‘;’w D, hg -+ DD,
v .
also ist%)

22) D, =D+ D, hs— DD,

Wegen hz = D, he = D, folgt hieraus die Ungleichung (20).

Die Formel (22) schreibt man besser in der Form

@ D, < (hs— D) (Hy — D),

E =

h

was eine naheliegende Verallgemeinerung zulédsst: Sind

Hyo= Y 1% (@=0,1...., k—1)

Y Inequalities connected with definite Hermitian forms, Journal of the London
Mathematical Society, Bd. V (1930), S. 114—119,

5) Diese Ungleichung fiihrt bereits Herr Oppenbetm a. a. 0. als von mir herriih-
rend an. Er gibt fiir sie auch einen direkten Beweis an, Der im Text entwickelte
Beweis wird hier zum ersten Mal veréffentlicht.

36


GUEST


12 1. Schur

k nichtnegative Hermitesche Formen, setzt man

(48] (h—1
AR

wW_ O
W

h

. W
0 -
Hy = Z h:}] X X
et i

-so gilt tiir die Determinanten Dy, Dy, ..., D der Formen H,, H,,.., H,
die Ungleichung

und

k-1
PICRPAC IR - () g W
Dy = |_10 (R D.)-

11 22 an an

§ 4,

Der Satz Il und seine Verallgemeinerung.

1, Setzt man fiir je zwei Matrizen 7~ten Grades 4 = (,) und
B = (ba)

A(4, B) = % (A)¥(B) + |5 (AB)|2 — 9 (AB) - +(BA4),
s> ist zu beweisen, dass stets
(23) AA B =o0

ist'), Es empfiehlt sich, anstatt A(4,B) den Ausdruck A(A4,B) zu

untersuchen. Beriicksichtigt man, dass bekanntlich fiir je zwei Matri-
zen M und N

9 (M) =c (M M),

ist, so erkennt man, dass

6 (MN) = s (NM), o (M) =5 (M)

A(4,B) = (4A) 5 (BB) 4 o(AB) = (BA)
—c(A'ABB) — & (AABEB)

wird, Die zu beweisende Ungleichung (23) beruht nun auf einer einfa-

chen Identitit: Sefzt man némlich fiir je 4 Indizes %, ). p.v aus der Reihe
1,2...,n

(23

f‘v By == oy b/.v ‘{" a,, bv.;u — b',,!,‘ — b., y

% Die ‘Bedeutung dieser Ungleichung tritt erst klar hervor, wenn man beachtet,
dass be'kantlﬂlch ¥ (4B) und ¥ (BA) héchstens gleich 9 (A4) 9 (B) sind, Ausserdem ist, wie
?’au mit Hilfe de'r nSchwarzschen" Ungleichung ebenso leicht zeigt, auck | s(AB)|*-5
= 3 (4) % (B). Die Ungleichung (23) liefert also eine Verbesserung gegeniiber der roheren
- Abschétzung

¥ (AB) + ¥ (BA) << 29 (4) 9 (B).
364
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so wird fiir beliebige komplexe Gréssen a,., b,
n o

(24) 43 ABY =D [ |

2oty her Y

Der Beweis dieser Identitit ldsst sich ohne Mithe durch eine einfa-
che Rechnung fithren., Ihr Ursprung tritt aber erst klar hervor, wenn
man eine allgemeinere Betrachtung durchfiihrt.

2. Es seien
(25) Xi Koy eowy Xie Yoo Yoy oo o Yoo

komplexe Verinderliche in endlicher Anzahl und

(26) Xpe Karewvs Xey Yoo Yo oo Yoo
die konjugiert komplexen Werte. Eine ganze rationale Funktion
flx v,...; %, ¥, ...) der Veranderlichen (25) und (26) soll im folgenden
als ein nichtnegatives Hermitesches Polynom bezeichnet werden, wenn sie
folgenden Bedingungen gentigt:

a. Der Ausdruck f(x, ¥....; X, ¥,...) nimmt fiir alle Werte der
Argumente x, ¥, ... nur reelle, nichtnegative Werte an.

b. Es lassen sich endlich viele ganze rationale Funktionen

A E S O A N E S R TD IRTE G5 e P

die nur von den Verinderlichen (25) abhéngen, dagegen die Verdnder-
lichen (26) nicht enthalten, so bestimmen, dass identisch

1) fy i Ew ) =Y a )

wird, 19).

Ein nichtnegatives Hermitesches Polynom besitzt nun eine bemer-
kenswerte Eigenschaft. Man betrachte nidmlich neben den Verdnderli-
chen (25) und (26) ebenso viele neue komplexe Verdnderliche

B fareee S My T e Ty oo DZWL S, - R U TR
und fithre fiir jede Funktion g der Verinderlichen (25) und (26} die Diffe-
rentiationsprozesse

1) Es ist hierbei zu beachten, dass z,B. der Ausdruck (xx — yy)* zwar der Be-
dingung a. geniigl, aber nicht als Hermitesches Polynom aufzufassen ist. Denn eine
Darstellung der Form (27) ist hier nicht mdglich,
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3 - I
og . dg
Dyt g = 2= 5, Dicg= €%,
Z‘ 0x, e 0 x
O
Oy = D D = \ "g PR
P &= et BT £ %—l{'dx,,dx, o
und die entsprechenden Prozesse
Dy g8 Dy g 6, £ us.w,

ein.
Es gilt dann folgendes Polarisierungsprinzip, das zwar auf der Hand
liegend ist, aber gute Dienste leistet:
Fiir jedes nichinegative Hermitesche Polynom f (¥, ¥, ...; x, v, ..))
sind die Ausdriicke ’
Brg fo Gy S Ok Oy [ owosow.

wieder nichtnegative Hermitesche Polynome der in ihnen vorkommenden
Veriinderlichen.

Denn bedeutet ¢, (x, y,...) dasjenige Polynom, das aus ¢, (%, y,...)
d-adurch hervorgeht, dass man jeden Koeffizienten durch den konju-
giert komplexen Wert ersetzt, so wird in (27)

foo(y ) | = g e y..) 9. (x v ..,
also
Tug (%X Yo ) [P = Degou(x,3,.,.).
was auch in der Form

D-*'-<E ’?. (e, 3.0,

| ey, (3.0 |

geschrieben werden kann.

Aus (27) folgt also

bt f =D | Dag (5,9, ) |2
=1 ’

und hierauf kann man wieder den Polarisierungsprozess Gy anwenden
u,8 W, '

) 3. Um nun auf die Identitit (24) gefithrt zu werden, schliesse man
olgendermassen. Ist A = (a,.) eine Matrix 7 -ten Grades, so setze man

n

(F2) = Za-,,p !i;ﬁu ).

w1

H=AA" = (h;).

und
(28)
366

| ¥En—H | =x"— ¢ xm=t ¢, 52—, 4o,
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Ferner bezeichne man die Spur der v -ten Potenz von f{ mit s..
Dann wird bekanntlich
2¢, = 52— 5, = o(AA) o (AA') — 5 (AA AA).

Andererseits ist

! _ I
Z N T, ‘ Sw S\ Qe Qo | ‘ Q. Ay
—-— == | |
€ — li A = |*
A0l R | SR RS @y @ | G G
was man auch in der Form
H 1 | —
w G, B R
(29) 4c, = i | . - ‘
e | e, @ | @y, @)

schreiben kann. ‘

Diese Formel zeigt, dass ¢, als ein nichtnegatives Hermitesches
Polynom der Verdnderlichen a. und a,. zu bezeichnen ist. Ist nun
B = (b,) eine zweite Matrix, so fithre man die Differentiationsprozesse

ndg 5 a8 y
Dap = S“ —2- b, Sa.b == I b, b
PET Ly, v € Zl da, da, :
ein und bilde die Ausdriicke
a. |
(30} Da, v Y =g, b, — @, by b b @ — b @ = Fu
a, . ¥

Dann folgt aus (29)

(31) 434, Cy= 21 | Friowe 2

Andererseits erhilt man durch eine einfache Rechnung
Sap 5 (AA) 5 (AA) = 25 (A4) o (BB) + 25 (4B) s (BA)),
805 5 (AA'AAY) = o (AB'BA") + s (AA'BB)
+ o (BB'AA"y - o (BA’AB)
— 25 (A4’BB) + 2 (A’AB'B).
Aus (23') folgt daher in den friheren Bezeichnungen
Bap €2 = A (A,B),

woraus in Verbindung mit (30) die Identitdt (24) folgt.
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4. Man erkennt nun leicht, wie man auch fiir beliebig viele Ma-
trizen A;, As...., A; Ungleichungen angeben kann. die der Ungleichung
A(A,B') = 0 analog sind. Geht man von einer Matrix A aus, deren
Koeffizienten a, als komplexe Verinderliche aufgefasst werden, und be-
trachtet eine beliebige ganze rationale Funktion P der Gréssen a,, und
@, von der man weiss, dass sie Eigenschaften eines nichtnegativen
Hermiteschen Polynoms hat, so darf die Ungleichung @ = 0 ,polari-
siert” werden. Man hat sich hierbei Differentiationsprozesse

o “
& day da,

R
- .
CH 8= 2,8,.., 0

zu bedienen.

Insbesondere liefern die durch (28) definierten Ausdriicke €1y Cayvery Cn
zuldssige Funktionen @, fiir die 84 = 0 wird. Ausserdem darf, wie
aus der Theorie der rationalen Darstellungen der allgemeinen linearen
Gruppe folgt, fiir ¢ bei gegebenem % jede Determinante der Form

I, Ciptt B
[ Cipmt (A% oo Chpdp—2
¢ = ‘ (co==1, coi=1¢ ;= ,,=0)
! Ci—pt1 Cig—ptz o0 Lip
gew‘éihlt werden, wobei A, A,..., X, positive ganze Zahlen sind, die den
Bedingungen

F=t a2,

g?nﬁgen sollen. Die zugehdrigen Ungleichungen & ¥ = 0 haben die
Eigenschaft gemeinsam. dass die links stehenden Ausdriicke nur von
der Spuren der Matrizen 4,4’ (. f=1,2,...,k) und gewisser unter
ihren Produkten abhingen.

N Schon def explizite Ausdruck, der sich fiir 8¢, ergibt, ist so kom-
pliziert, dass ich diese Verallgemeinerungen des Satzes II nicht weiler
verfolgen will.

A 5'. Ich fiige noch eine Bemerkung tiber das Auftreten des Glejch
heitszeichens in der Ungleichung (23) hinzu,

Setzt man

B'=C=(c4), d.h. c, — b,,

und bildet man fiir je vier Indizes %, X, p, v
368
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(32) Gudpr = Gup O~ By Cop — oy O — Wy Co s
so lehrt die Identitiat (24), dass
AAB) =D | s |?

Ryhgfty
wird, Die Gleichung
(33) A(AB =0

gilt also dann und nur dann, wenn alle Ausdriicke (32) verschwinden.

Sind ferner P und Q zwei Matrizen von nicht verschwindender
Determinante und ersetzt man A und C durch PAQ und PCQ, so erfah-
ren die Ausdriicke (32) eine lineare homogene Transformation. Hieraus
folgt, dass die Gleichung (33) dann und nur dann gilt, wenn

A (PAQ, BP}y =0

ist. Die hierzu gehérenden Ausdriicke (32) vereinfachen sich wesenﬂicin,
wenn man, falls 7 den Rang der Matrix 4 bedeutet, P und Q so be-
stimmt, dass in den iiblichen Bezeichnungen

ria= (2

wird. :
Eine einfache Diskussion liefert nun insbesondere folgendes Resul-
lat: Ist der Rang von A (bzw. B) grisser als 2, so geht die Ungleichung
(23) nur dann in eine Gleichung iiber, wenn B (bzw. A ) die Nullmatrix ist.

§ 5.

Der Khintchinesche Satz.

Wihlt man in der Ungleichung (23) bei beliebigem A fiir B dieje-
nige Matrix, deren Koeffizienten &, simtlich gleich 1 sind, so erhélt
man fiir

n
n
zz=2a,:,,, k;.———za-,)., a=21axx, t=2|a,a.|2

=1 w=1 “h ik

speziell

$ (AB)=n D |z |% ®BA)=nY |k|% o(4B)=a, % (B)=r

%=1

Unsere Ungleichung liefert daher fiir jede Matrix A
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(34) nle[Z—}—nZIkM”\n?t+[a|2

*=1

Sind insbesondere alle a. gleich Null oder Eins, so wird ¢ = g, also
geht (34) nach Division durch # in die in der Einleitung angegebene
Khintchinesche Ungleichung iiber,

Nimmt man, wie das den von Herrn Khintchine in seinem spe.
ziellen Fall gemachten Voraussetzungen entspricht, insbesondere an, dass
die Matrix A nur in den m< 17 ersten Zeilen von O verschiedene Gros-
sen enthilt, so gilt sogar die prizisere Ungleichung

milzu

»=1

—{—nZ|k1|2<mnt+ la|2

Man erhdlt dies, indem man in der Ungleichung (23) fiir B die Matrix
wihlt, die in den m ersten Kolonnen lauter Einsen, in den #—m letzten
lauter Nullen enthalt,
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