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Sur un théoréeme de M. Szego
par
S. Bernstein.
Dans son Mémoire®) ,Uber einen Satz des Herrn Serge Beérn-

~stein”, M. Szegé a etabli la proposition générale suivante:
Si on a pour toute valeur réelle de 6

n—1

cp(a]=xo+22kv cosvi>0 S

v=1

|76 | = A, oi £(8) =y, cosd+2, sinb+...
~+an cosnb -~ b, sinnb, (2)

et

on aura aussi pour toute valeur réelle de 6

n 2
[an_v(aﬂ cos v by sinvﬂ]]
1

n 2
—l_ |: z )\ll'—v (bv cosvh —a, sinv 0) ] < )\02 A2, (3)

1

Observons que l'inégalité (3) est équivalente & I'inégalité

zxu_v[av cos (V0o b sin(0+)] | SHA=M (9
1

*) Schriften des Kénigsberger Gelehrten Gesellschaft, 1928.
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2 Sur un théoréme de M, Szegd.

pour « quelconque. Remarquons aussi que le signe d'égalité dans (3)
ou {4) a lieu, lorsque ay=br=0 pour k<(n et a,*~-b."= A% Ainsi le
théoreme de M, Szegd est équivalent au suivant: parmi les fonctions f ()
dont les coefficients satisfont a l'inégalité (4) pour toute waleur réelle de 0
ef o, ot les nombres \ satisfont & (1), la fonction™) A cos (70 - B) (pour B
quelconque) qui atleint son exiremum absolu en 21 poinis s'écarte le moins

possible de zéro pour toute vateur de 0; Fécart minimum est donc 4 ==
0
Je me propose de généraliser un peu ce beau théoréme et en don-

ner une nouvelle démonstration fondée sur la théorie classique de la
meilleure approximation.
En supposant que pour une paire de valeurs données de ¢ et 0,

on a
n

Z{ Ay [@ cos (vBy -+ @) &, sin (vO,4a)] -} pu— [Bs cos (V04 - a)
= : ’

—aysin (v, -a)] = M (5)

olt b=y =0, je me propose d'abord d'établir les conditions nécessa-
ires et suffisantes auxquelles doivent éire assujetties les constantes X, \,,,..
Nay gy o Pn—t pour que la fonction f,(0), doni les coefficients satisfont
& (5) qui s'écarte le moins possible de zéro entre toutes les Fonctions f(0)
satisfaisant & (5), atfeigne son extremum absolu en 2n points.

A cet effet, commengons par observer que, si les coefficients ap,
by de la fonction f(0) satisfont & la condition (5), les coefficients
al =a, cos kB, by sin k0, b, =15, cos kly—ay sin k0, de la fonction
f(846,) satisferont a la condition

n

Z{ An— [a} cos o= b1 sin o] 4 pu_, [6! cos @ - al sin 4] } =M (5M)

v=0

Il suffira donc d'examiner le cas, ot 0,=0, Or, si l'extremum
absolu de f,(8) est atteint en 27 points, puisqu'on a alors a, ==b, ==0
pour v<_n, la fonction fo(0) =a, cosn 0-}b, sin n0 satisfera & la con-
dition

%o [@n cos e~ b, sin o] = M,

de sorte que (en ajoutant la condition que a% -} b% doit étre minimum)
on a

fo (9]:/}\/1 cos (n0—a) 6)

0

**) Saus affirmer, bien entendu, que c'est la forme unique possible,
10
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Les 271 points d'écart de f;(0) seront donc
k v
oe=—t " oy k=0,1,...2n—1.
n n

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
£,(8) s'écarte le moins possible de zéro consiste en ce qu'il soit impos-
sible de construire une fonction

F(0)=Ap cos (10— o) + B, sin (10 — @) + .. + A, cos (§ — )
~ By sin (6 — o)+ A,

telle que (—1)* F(9) >0 et qu'on ait en méme temps

Z { M [ {A, cos & — B, sina) cos a - (A, sin - B, cos @) sin o]
=0
+ pu—y [ (A, sina B, cos @) cosa - (B, sin e A, cos o) sin o]

=Z [)\n-v Av “{‘owv Bv] +A0 cos a=0

v=1

En d'autres termes, il est nécessaire et suffisant que, quels que
soient les nombres Mz >0, le systéme d'équations

Anhgt Anct M+ Buospy + oo A Bitao1i - Aghucos 2 =0

Ap cos (it @r— 0) -+ Ay_y cos (t—1 g — o) -+ ... By sin (pp—«) 44,
=M (— 1), (7

ot k=0,1...2rn—1, (B: ne figure pas, car p,=0 et sin (21— )=
sin k© == 0) soif incompatible. Or, pour cela il faut et il suffit -que, quelles
que soient les grandeurs M, >0, le déterminant d'ordre 2n 1

ho : M P Bn—t  Mpcosa 0
cos(ng,—a) cos{n—1p¢,—a) sin(po—a) 1 M,
cos(ng, —a) cos(n—1¢,—a . osin(p—a) 1 —M,

[_\\::

cos (7 Pzp—1 — @) . sin (pan—i — ) 1-Map—y
soit différent de zéro. c'est & dire que tous les mineurs relatifs aux
éléments (non nuls) de la derniére colonne soient de méme signe. En
désignant par Ax le mineur relatif 4 1'élément (—1)* Mz, nous avons

11
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4 Sur un théoréme de M Szegd,
Ao IS Py o Pn—-t  Ancoso
cos (ﬂ Pt — C"] . . , . . sin {(Pu..q o fl») 1
Ap=]cos (NP1 —2) . . o sin(@epioma) 1
cos (1 Qa1 —0) . P . 1

=10 Mg A= 10y B g = + %, cos

Pour calculer les coefficients [, m{¥ observons que, si on remplace

les éléments h—i, pn (o0 i>>5) de la premiére ligne de A, par
cos (i¢ —a) et sin (i¢ —«), respectivement et A, cosa par 1, il se réduit a

Pi9) = I cos (np — o) - M cos (n—1g-—a)
L msin (T—Tg— o)+ ... +mi, sinlp—) 4L o)

oit Py (ps) ==0, lorsque A= k. Par conséquent,

Py(p)=Cr 2 - By sinn1 (p -~ i) (10)

ott Cp et By sont des constantes. D'ailleurs, puisque (— 1)¢Pr(¢x) ne
dépend pas de k, on aura C,=(—1)*C, ot C ne dépend pas de k.
En remarquant que

. il
sin 726 cos —

; =cosn0-42 cos(n—1)0-4...4-2 cos O -}-1
sin —
2

et en identifiant les deux expressions (10) et (9), nous voyons que
¥ cos(no — o) = Cy cos 72 (¢~ @) 4 By sin 2 (p — 1)
= Ccos(n¢—a)4(— 1)t By sin (n¢ —a),
donc By==0 et ! = C; de méme, pour i=1, 2,..,, 11

Zg{—]—z cos (l ©— O(.) —[—ﬂl%‘li sin [L ¢ — Ot) == Ck cos’ ((P —_— (P/f)
12
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donc
I8, coso—m¥)  sina=2Cy cosigs
I8, sino4-m®, cosa=2 Cp sinio,,
d'ou
I =2 Cy (cos & cos i g |- sin o sin i 9z)
=2 C; cos (& —i¢p) =2 C cos (n— i) px
m¥) =2 C (cos o sin i ¢z — sin o cos i ¢z)
=2 Cpsin(ipsr—a)=-—2Csin(n— i) o
et, enfin,

19 = Cy=(—1)*C.

Par conséquent, en substituant les valeurs trouvées de [, mi#
dans (8) nous arrivons ainsi finalement & la conclusion suivante: Pour
que la fonction f(6) qui parmi toutes les fonctions satistaisant @ (5) s'écarte
le moins possible de zéro. soit de la forme f,(0)= o cosnb—bysinnd

(dont I'écart est )\ﬂ) il faut et il sulfit que la somme (ot A, >0)

0

n—1

hot2 Z (\i cos £ 0y — pi sinigg) 4+ (— 1Fhscose >0  (11)
=1

. o o | k=
soil non négative pour toutes les valeurs ¢p= ——+
n

ou

k=0,1,...,2n—1.
Nous pouvons donc formuler, en tenant compte de la remarque
faite au début, le théoréme suivant:

Si | f8) | = ay+6, cos®- 8, sinf4-...} 00 cosnb-b,sinnd | <2 A4 (2%)
pour toute valeur réelle de 8
la fonction

F, (61:2 [ My [0 cos (40 4-2) 0, sin (v 043

=0
- Py [bw cos (v 0 - ) — o, sin (vo-+4oa)] } , (12)

ol py=pn=0
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6 Sur un théoréme de M. Szegb.

ne pourra dépasser, (mais pourra atteindrel M=)y A en valeur absolue
pour aucune valeur réelle de 0, si on a

: n-—-1
ho~Fhn cos 1 ¢ +-2 2 (M cosigy—tsinigs) -0

I=1
o km
pour pp= — —+ —= (ot k=0, 1,.,,28—1).
n n
Soit, par exemple, a==0. Alors, sous la condition (2),la fonction ‘ Uber die monotoné Konvergenz von
n Potenzrethen mit mehrfach monotoner
Fo(o]=2{xn_u[av cosv0--8, siny 0]+ pu— [ cosv0—o, sinv0]) .
— Koeffizientenfolge
pourra atteindre, sans pouvoir la dépasser, la valeur M==% A, pourvu von

que la fonction L. Fejér (Budapest) und G. Szegd (St. Louis, Mo.).

-1

R[cpk]=7xo—-}—2>_l()\.~ cos i gp — g sin £ @) 4 (— 1)4h, In der Arbeit 44 hat der Erste von uns den Begriff der ,mono-
= tonen Konvergenz” einer Folge von komplexen Zahlen
soit non négative pour ¢ =<k—1—c-(01‘1 k=0,1,...,2n—1), Bow Bra Byyove s Bnyoos
n

Dans le cas, ot la fonction R(p) est non negative, pour toutes les gegen die komplexe Zahl 2 eingefithrt?). Es wird darunter die Eigen-
valeurs de ¢, on pourra affirmer que | Fo(0) | << 2y A pour toule valeur schaft verstanden, dass die Folge der nichinegativen Zahlen
de o, Le théoréme de M. Szegd se présente donc comme un cas ‘
particulier de notre derniére affirmation, qui correspond 4 la supposition le—z |, |z—2z|  [z=2 ] lz—zl. ...

que p;=0 quel que soit Z. -
monoton abnehmend (nicht wachsend) gegen Null konvergiert. Besonders
interessant gestaltet sich diese Begriffsbildung in dem Spezialfalle von
Potenzreihen:

fR)=oa,to zto224 ... o274,

In dieser Note soll die monotone Konvergenz der Partialsummen von
gewissen Klassen von Potenzreihen im Innern des Konvergenzkreises
bewiesen werden, die dadurch charakterisiert sind, dass die Koeffizienten
bestimmten Monotonititsbedingungen geniigen. Wenn die Partialsummen

mit
$o(2), 8, (2), 82 (2), vy Snl2)y ...
1) Die Naummern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende des Textes,
1 2 Vgl, auch 3, § VIIL
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