6 F. Leja

Cela étant, posons dans l'expression

1 2 n n--1 e
BT L R LR P
Bk n--k-1 (n k-1 )
2 2
no=m, iy, .. etk=~Fky> En vertu de (15) et (16) on a
e L R U S DI S ol U U
All—!'l o All-} k - % F €
donc
(1) |
1 2 1 1) - (bR 1
S S A R S S IR (R N
Btk (}l 4k4-1 ) B <ll. k-1 ) -
.2 2
Faisons tendre l'indice 1 vers l'infini par des valeurs m;, m,, ... et &
par des valeurs Rm,, Bn, , ... . Les fractions
(ll -+ 1)
2l ety
(/z+/e—i—1) (k) (n4k-4-1) '
2

iR R ‘[”"'_,/?,).,, N n(n--1)

<n+k) V(V/-H—Ia) (k1)
2
tendent, en.vertu de (17), respectivement vers
1 1
et T
(4 w* (142

donc étant &, — D on obtient de l'inégalité (18)

S N U PO S B
D™ (t+4+mn* D . @A) 2
d'on il résulte que
R
D g a.~]~a

et par conséquent on a @ - ¢ = D Z= B, Or, cette inégalité a lieu
quel que soit ¢ > 0 donc, étant « =< 8, on a

. o =f§ =D,

¢ q f. d.
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Uber mehrfach monotone Folgen.
Von

Edmund Landau in Berlin.

Dem Andenken an Leon Lichtenstein gewidmet.

Einleitung.

v, n, k, s, I, m bedeuten stets ganze Zahlen,
b

z bedeute 0 fiir 5<a.
a

Eine Folge reeller Zahlen

(1) A, 0=v=n
mit
(2) Ay=0, A,=1

also n=1) heisse & fach monoton fiir ein 2 mit 1=%k=1r, wenn bei
jedem s mit 1==s=% ihre s ten Differenzen simtlich =0 sind.
Die Folge heisse vollmonoton, wenn sie # fach monoton ist.
Bekanntlich gibt es bei jeder %2 fach monotonen Folge fiir 1 =i=n
ein p; =0, so dass

£

E—1
(3) AV=Z(E)P1+ (v_éikl_l)pz fir 1I=Sv=mn.

v
=1 I=k

Fiir jede Folge von n-+1 reellen Zahlen (1) mit (2) werde

22. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 3317
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2 Edmund Landau.r
1 <O 1 [~
D=2 AVL—E(%AV)
gesetzt,

Es sei E, fiir 11 das Maximum von D (A) bei allen vollmonoto-
nen Folgen von n-41 Zahlen, E, (k) fiir nZ2k =1 das Maximum von
D(A) fir alle & fach monotonen Folgen von IZ+1 Zahlen,

In meiner Arbeit Uber einige Ungleichungen von Herrn G. Griiss [Bd.
39 (1935) der von L. Lichtenstein begriindeten Mathematischen Zeit-
schrift, S. 742 —744] bewies ich fiir die vollmonotonen Folgen

(4 (A}/ ~¥ —

Da fiir die vollmonotone Folge :

ist, ergibt sich

lim Ep=-2 .

n=co 45
(4) enthdlt (n—co) den Griissschen Satz: Ist F(x) fiir 04
reell und stetig, und ist die Folge

5) f(i). o=v=n,
n

fiit jedes 7 =1 vollmonoton, so ist

©, Uffa(x) ds5— (off(x) dx)’:s

Statt der Stetigkeit geniigte fiir diesen Bewus von (6) natiirlich
eigentliche R — Integrabilitit,

Mein heutiges Hauptresultat wird (ﬂ——>00) sofort liefern, dass statt
der Vollmonotonie der Folge (5) ihre vxerfache Monotonie fiir alle 1= 4
ausreicht; um (6), zu erschliessen. :
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Und damit hore ich auf, von Integralungleichungen zu sprechen,
und iiberlasse dem Leser die entsprechende Ubertragung der kommen-
den Summensétze.

Zu meiner gegenwirtigen -Untetsuchung regte mich ein Brief an,
den Herr von Mises mir am 2. April- d. J. sandte. Er teilte mir ei-
nen (auf Maximalbetrachtungen beruhenden) Beweis von

1
lim E,(2)=— .
im En(2)=-3

n=co

mit (den ich zur Vorbereitung auf §§ 2— 3 in § 1 durch einen anderen
ersetzen werde).

Ardererseits ist trivialerweise

hm En( ]"‘i

n= 4

(Analogon zu einem anderen, auch .in meiner yorigen Arbeit bespro-
chenen Satz von Herrn Griiss). Denn

ist bei n—cc

n n* ; 2 4
5 =vEa 5 =vEn
Es werde fiir k=1
Lk)= lim E,(k)
n=co

gesetzt. Dann ist nach dem Gesagten
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4 Edmund Landau.
1
L(1 =,
(1) 1
1
L(2) = —.
(2) 5

Da fiir n==%-+1 jede £-1 fach monotone Folge auch % fach mo-
noton ist, ist

also
LR)=L(k-+1) tir k= 1.
Daher ist
lim L(k)=L
k=00
vorhanden.
Fir n=k=1ist
Ey (k)= E, (n) = En;
aus
lim E, = 4
n= 45
folgt also fiir k=1
@ LE)=Tim E,(A)= lim E, (b)) =—
n=00 =G0 45
und hieraus
=2,
45

Es entstand nun fiir mich die Frage, ob L (k) bestindig fallend ge-
gen L strebt. Die starke Abnahme von

bis in die Nihe von

spricht nicht gegen diese Méglichkeit.
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Mein Hauptergebnis ist, dass jene Frage iiberraschenderweise zu
verneinen ist. Es ist

L= é (Beweis in § 3),
also

®8) L(k):%:Lfﬁrkg_fl.

Ubrigens ist nach (7) und (8) fir =4
9) lim E, (&)=L (k)

=00

(9) gilt nach dem Obigen fiir 1 =%2=2 und wird in § 3 auch fir k=3
bewiesen.,

§ 1.
k=2

1) Nach (3) ist fiir 1=v=n

Av=2[v—l—[—1]pz,
=1

also
A= " pipnlv— 1) —m+1),
IL,m=1
n—1 n—1 n—1
N —t
D Ar=>"pon > O—iFN0—nt).
v=1 Lm=1 v=Max(l,m)
Hierin ist
n—1 n—1 » n—1
2 ~ ]
_ v < _ S1)2 . — 2
C—lt )=t ) = So—1F12 D vt 1)
v=Max(Lm) =l =n
n—! n—m
=N N e Ly 1% (12 — 15
D D es it a1
g=1 g=t
daher ist-

n—1

,,
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3
‘n
1 o (n- — ) (r—m- \—1)]
I
(10) =—+ IZ‘ pipm' i
(=
Andererseits ist
n
i 1 R O (n—-L-F1)(—m-41)
11 s nt == m -
(1) TS %ﬂn .
und '
n n--l--1 u_‘ . l—-}— 1]2
A= v—I41)= y NS
Z ZP:%V 1) Zlf“> gz S

v=]

([iz—wl—}«l)(/z—m—[« 1))*

(12) —(Z ) >pr = o

n?
Lim=1

Fiir reelle x ist
(13) =245
74 9 3 4

Aus (10), (11), (12), (13) folgt

Lol pu
9 n .
TR » 3
> i Dt Pt ( (n—1-+1) (/zn-— m41)  ((r—i4-1) (fz——m—|—1))2
= 9 12 3nd
+ ((n—14+1) [114—m—i—1)] ) |
4n
PiPm I ( []l ‘l-r )[Il—”l—|— 1)) =0,
lim==1 = n
A)=->L
o9 + n'
1 1
E, s —4—
( =3 +
]lm E,,( )= 1—.
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2) In der zuldssigen Folge (n=2)

‘ 0 fir 0§v<%,

3——1 -
n n o
= ey =<
— fiir 3:\1:11
ist ’
y 2 v 2
. (3——-1) . 3L—1
- n ; X1
ow-t 3 el = S,
‘ g=n %évéﬂ
daher ist ’ h
1
lim £ (2) =+ (f(ac_1 da—,(f(aa—nd))
n=co . 1
3 ’ 3
1 2 2 2 u
1 1 1/8 4 1
== |dn——\||7nd — [ ——— ) =
A(sf‘ ! 9([57])) 4(9 9) 9
0 ¢
‘§ 2,
k=3.

1) Nach (3) ist fiir 1=v=n "

. P . o
A=vp,+ “‘Z(J 2+ )Pt§"l]1+$w [’—z—l—lm.
1=2 =2
also

Lim=2

n—3

n
L
AP=3+ AR
n—3 ll—i
=340 ‘l’Pi?PlZ"(V"—l'{‘ZP
=1

Ar=vip? +/p1}_(»—l+2) Pt Zp,p,,, v— 22 (v —m 42,
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8 Edmund Landaw.
= n—3
!
oy > P > =i —mt2r
Lm=2 v=Max({,m)
Hierin ist
n—3 n-3 =1
— o
Z viv—I-+2PF= Z v-2) (v—I-2)= Z(IL_I—Z)PH
=t vl =0
n—i [ l l )
_ (n— ”--
= [(ppran= L7 20
0
n—-3 2 Vl—:i - -3
e [ D)2 [y e 2\t — Ny
v—1Ii42)2(v m+2])__2[v i+2) Z[v m--2)4
v=Max({,m) v=[ V==
flmdnt P
< 4< T 5 5
&= [ﬂ — ) (n—m)¥
262
daher ist

LS wesd s Sa ()
| " 5

s
=3 nin (=) (—m))*

i 20n

(14)

Andererseits ist

A, 2vp —-}—Z(V—Z)z

I=2
99 4, |
100 100
(15)=

9 2 2 9 o s 9 ~\:
100 PPt - 100 Pl”%ﬁl(ﬂ'—l] +

40-0 Z Dipm (—L0)? (1n1—m),

Lm=2"
iz Zv+ LSS e zp 1 sz ----- e,
=1 V=1 =2 v=l

(16’ (ZA) e Z o 61)”+i pupy B )
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Aus (14), (15), (16) folgt

9 1,1
— ~‘D 2t _ =
100+ =n (100 3+4)
n
- . 9 (m—02 Iln—1]) z-—[)
_pp M= T 2
+pl%p'”(n )(100 4n 3n? 61
(17 "
+Z PiPm (01— 1) (n — m)?
Lm=2

1 1
9 (=D m—m’
X'(400 20m

m—1) (rz——m]) ]
36 n*
Wird hierbei

n—1

‘l
n
' L

n—10* @—m)®

o=y
n
gesetzt, so ist in (17)
SR S N
100 3 4 150
n—0)? ln—l) n—L 9 X 1—x)x [ X
I IR W S O ot B
100 4n* 37 67 100 4 3 6
1 1 1
—_ 1—x)P=——=0,
=50 T T =150
. 1 1 ‘
9 _[n—l)z(n—m]2 m—Om—m) _ 9 ¥y ¥
400 207 36 n® 400 20
:(i i)ezo.
20 6/
Also ist

9 3
—— 1 = —D(A)=0,
100+11 ()=

100 +b_
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10 o
En ,-——— -
100 +
fim E,(3)=— .
n=co 100
2) In der zuldssigen Folge (#7=3)
0 fiir 0 = ')\‘”,
10
A= (10» - 1)
— L far v
9 10"
ist
4 1 2 2
1 (1 ’1_1) . (1 =1
1 n
D (A} = — A A
( ) n n 9'4 n n ,z,. 92 '
LEvEn kil
daher ist :
) ’ 1 3
lim En(3)3—(f(105——1}"d5-—(f(106~— 1)%&) )
n=co 94 . o C
1 R _1 )
1 ‘ 10
. 9 ' 9 q
S oy I RS S AN
.94 10'0 - 407 P 94 5-10 10? 100
§ 3.
k=4.

Um den Gang nicht zu unterbrechen, schicke ich sechs Hilfsbetrach-

tungen voraus.
I) Fir 3=/=n—4, h=0 ist

n—4 n—4 =g

D= IEP=D (43 Fo—i = D oy

V=l ve=l—3 o A.u

§f ('n—l-l)"nﬂdn;
;
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also (=1 und 2=2)

71—t n—l .

— )

Sv(v——l+3)’§f [n‘+lﬂ“)dﬂ=—(ﬂ—5—l}——i—l—%v
7 0 . '

n—4 =l
Sev—i s [ @teirdn
v={ H

_(n=0 In—10 (n—l]
_ ot 2=y

I Fiir 3i=n—4,3=m=n—4 ist

n—4 n—4

»:l v=rm

v=Max (I, m)
i ’ n—I—1 ' np—m—1--

<Zgﬁ Zgﬁ< n-l) (n—m
n—4

$ﬁ (y—I-+3P (v—m —|—3];§—;-([rl—l) (n—m))*~

P
v=Max (I, m)

z
2

) Aus
tz=n—=L =0
folgt ) )
g2ttt =E+0="

2= —r2i4-0.
IV) Fir 0=x=1 ist

4 @ (—xx, x
L= s 12 +24
1 {t—x)3—2x)_
0

216+ 120

S‘: (‘J—Z+3)3('J_ln+3)3>2§Z (v—143)°- 2 (v—rni-3)°
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Edmund Landau.

VIj Fiir reelles x ist

(x)—jlas‘—**—f*_"/

1 x x* (1 JC)Q\
= e ) 2,

252 576 441

Nun beginnt der Beweis von

Aus 7

4
L4)=-—-
[]"45

=4=2 folgt

Nach (3) ist

A,=vp, -+ ( )p°+2( l+3 P1<Vp ’F'““PH'}"Z V—-l'{‘3)5

A2y

yi 1 o
P4V, “{"-4‘1722 ‘|“’3“ 141 Z v

=3 I=x3

(v—1+43)p

=3

1
’I‘szsz(V—l+3)3P1+ Z}J[pm (v—14-3)% (v — m -3},
b= I, m=3
1 n 4 1 n—a
= At 1 "‘\A“z
- 4+ 1 2[’[3 1 i 1 P ﬂ n—4 "‘1
=", 7p1 3‘“‘}‘;}71 Pzz‘l‘; l‘ —~p1 Z 3 v —L-} 3P
e V.A,
n—4 n—4
‘i‘ PzZP:ZvS (v— -3¢
n—4 n—a
+36n?1’p”‘ (v—14-3)3 (v — m - 3)8,
1, m=3 v=Max ({, m)
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also nach I) und 1I)
IO o4, o
nzA“§n_{pl3
v=1
+plzpl(

=3

=1
+Pzz Pl< 367

=3

nt

n® | 2
+ ppe T P, 20

4

(r—1)°*
15n

+l(n—l)4)

| 12n
(18
) l(n—1)5
i5n

4 lz(n—l)“)

24n

Andererseits ist fiir 1=v=n

(19) Azvp 4

Aus (19) folgt zunéchst

n(n-—1)

1=A.=np, + 2

P2+

(20)

also nach II) (mit E=1, C=%,t(2&—|—£)§3 (2+l)

n

Pl)u

Y nt 7 :
=7n'p+npp,+ ”y P+ ——i‘ 2 n—10%p,

1=13

——

n

n? |
(ﬂp1+ S pt >

=3

m—1°
6

1=

-3
n
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Ztn—z 2 4—\ pipy O m 751

36

=3 lm——3

n

45 c 45 45 135 P—
(21) | '
0 S e 3 g L
l Z(n ) i \ pupu | e .
Col=3 . I,/n = 3
Aus (19) und (20) folgf fermer fur 1 v
v < (v-—1)3 2
>vyp, - — p, - A — ;
Azt D T
(=3
daher ist
n N 3 n
= 3 2,
Sazal el e 383
v=1 [=3 ve=t
n 2 n
BN A =p oo —{—p,, + L (n—10*— ~2—~,
7 { 24n n
v=1 1=3
also nach IM) (mit = = Z A1 t=- )
ve=1
1 n 2 2 n 5
S n 7 V2
— A) = — g e n--L)t) — =
712(2-1 ),_(p,zfp() IZZZI [ ]) i
v=1 =23
I Y 3 . n
, 1 - m y 1 ‘ N opro, ‘
=p° y — - [ 1)1
| AR N R 36|11%24( )
(22) n n B
n. P (n— )" (1 m)t 5
n—1lt PR I o4 N
\ g Y =l PN ST .

=3 Lim=3
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Aus (18), (21), (22) folgt unter Benutzung von IV), V), VI)

ﬁ+_~D >np1( %"‘%H”s””’?(%—i‘Jr%)

e (45 7+3‘16)

(n—10* (=0 , n—1I)
)t =4 =
+p1;apl[ﬂ '2(135 o 12w T 2412)

. [ 2 n—0* Iln—0> Bn—10) 6 n—I
- P n—0%n (S — — —
T Zp’( ) (135 36 127 15 2% 241 72;1)

=3

n

+2pzpm (— 0 (n— m)? (_1W__} n—8 n—m) | (n—10) (fz—m))

405 252n 576 n?
I,;m=3

n pd  mipips - Sy Y (n——l)
T +p1$;pl[ )|

n

+ngm[n—lJ3rl”e(”71)

=3

n

+ " pipn 12— o [ V=) = m SIE

n

v
(=

I,m=3
4 10
A . T
( )<45+n
4 , 10
E, 4)<—-4+—.
( ]<45+ ﬂ

Lig)=Tm E,(g) = £
45

n=00

Berlin, den 10. Mai 1935.
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