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Remarque sur le diamétre transfini d’'un
ensemble de points de l'espace.

par
F. Leja.
Warszawa.

1. La notion du diamétre transfini d'un ensemble plan introduite
par M, Fekete') a été étendue a des ensembles situés dans l'espace
A trois dimensions par MM. G. P6lya et G. Szegd?). Voici la défini-
tion donnée par MM, Pélya et Szegé:

Soit £ un ensemble fermé et borné de points de l'espace et

(1) Por Pro oo Pn

n--1 points quelconques de cet ensemble. La distance de deux points
p et q étant désignée par | pg| posons?)

n4+1y 1
(2) D (Po. Preeers P :( ): ot )
For B ) 2 (»O-i'zxk:;n | p; pe |
et soit
3) D, = max D (po, ps,-... Pa)
&

la borne supérieure de la fonction D (po, Pir..., Pu) lorsque, 1 étant
supposé fixe, les points (1) parcourent arbitrairement l'ensemble E. nQ

) M, Fekete: Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen
Gleichungen mit ganzzahligen Koéffizienten (Math, Zeitschr. t, 17, 1923, p. 228—249).

%) G.Pélya und G, Szegé: Uber den transfiniten Durchmesser (Kapazitdts-
konstante) von ebenen und riumlichen Punktmengen (Journal fiir Mathem. t. 165, 1931,

p. 4— 49).
3) Soit D (pg Py ++++ pn) = 0 §'il exisle des points coincidant parmi Py
Pivosen v P ‘
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2 F. Leja

démontre facilement que la suite { D, } w'est pas croissante et par suite
elle tend vers une limite

4) lim D, = D

dite le diamétre transfini de £, Cette limite est non négative et ne sur-

passe pas le diamétre proprement dit de £ car on a D, "= D, = max
(£
[Py 1y | = d, ot d est le diamétre (proprement dit) de £,

2, Formons pour j==0, 1,..., 1 l'expression que voici‘):

A (Doreey pa) =12 (,,._‘..,1_.. i R .
5) 1 [ 2i po 1 |07 pi1 |
TR L
| 27 pi | |p1 pa
et désignons par
(6) A = max { min AD (Doceey o) |

la borne supérieure du plus petit des nombres AP, aAlV . AU lorsque
les points (1) varient arbitrairement dans l'ensemble £E. Observons que
la borne A, est un nombre fini car, étant | pipe | =d, on a

0= A7 (py,..

LGP =n: o =d,

- d
D’autre part, observons que cette borne est atteinte dans l'ensemble E
car £ est, par hypothése, fermé et borné.
Cela posé, je vais démontrer que: la suite
A]v AE; e Ally--,
est convergenie et on a
() lim 4, = lim D,.

Dér'nonstrati()n. — D'aprés la remarque précédente il existe
n =1 points ¢y, ¢i,..., ¢, de Uensemble E tels qu'on a

A — mi (i) SV :
n—ﬂ}jl)n An- (qn.-w,q"):?;'ln [(]m.--yqll]v :0, 1,..”’1.
donc
4 ) : .
) Posons AY (py ..., ps) = 0 si pj coincide avec un des points py ...

Pi~1 Did4lses, Pn.
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Sur le diamétre transfini d'un ensemble de points de l'espace 3
1 1 ( 1 | 1
—_—=
@ A n \giq g g |
1 1 )
+ St )
14 g+ [ g qn |
pour j=20, 1, ..., 2. En ajoutant ces inégalités membre 4 membre

on obtient
41 1 1 2 (11 -} 1) I S

A on = ”iﬂflrjﬁf]/: 1 n 2 "D (go.err i)
d'ot il résulte que
- (9] Aﬂ "\; D"
car D (gor.... gu) est au plus égal & D. L'inégalité (9) prouve que

notre proposition est vraie dans le cas ot lim D,=D=0. Nous
supposerons dons la suite que D>0.
Observons gne l'inégalité (8) entraine la suivante

o= [ =1

A T g gl A (g 1)
ayant lieu pour j=1. 2, ... . 1 d'o, en tenant compte des inégalités:
1gi g0 ] < d, min A (g, ..., @) <A,-+, on obtient

)
n 1 n—1

10 " .
(o LT A A

, pn de l'ensemble

Considérons maintenant # -+ 1 points pa, P . .»
E tels pour lesquels

Dy = D (py, Prv -+ Pa)-

Lorsque # > 1 on a en vertu de (2) et (5)
(’n -+ 1‘)
2

2

- - B
Dy AP (Por - Pa) D(poi.ov Pimty Pitte oon s Dn)
donc, quel que soit j =0, 1,.,., 7, 0n a
(tz+ 1 ( n ‘)
2 - n 2/

"D, MW (pe...p) Dis
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4 . F. Leja

et par suite

(rH— 1) (n )
(11) V2l o )2
DH B An Dn-—l
Si n=1 cette inégalité se réduit a 1'équation: Dl = Al , car on
1 1
ad = r???c | po p1 | = D,. Posons dans (11) =2, 3, ..., 2 et ajou-
tons ces inégalités membre & membre. On obtient
"
2] 1 2 n
Dn - AI F Aﬂ _‘I—” »{ ‘Au’

donc on a en tenant compte de (9)

1

Dy = — . L=
= 1 2 7 | 2 n
L2 T L2
AJ A2 Art L + Dg I + [)”
Or, ce résultat prouve que la suite
(/z -+ 1)
N 2
(12) Op = gy n n=1,2 ...
LTty

tend vers la limite (4) car le dernier membre de l'inégalité précédente
tend avec D, vers la méme limite D,

Je dis qu'on a lim 4, = D. En effet, i)osons
o = lim inf 4, = lim sup 4, =
et observons qu'on a o = 0 et
f=D=d

ce qui résulte do (9) et du fait qu'on a D, = d et que la suite {Dn}
n'est pas croissante: Si l'on avait « = d la suite { 4, } tendrait évi-
demment vers D. Sil'on a @< d soit = un nombre positif tel qu'on ait

(13) a-—]—s<(i_
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Sur le diamétre transfini d'un ensemble de points de l'espace

D'aprés (10) on a

n+1 1 n
e
A117‘1 d n
n+2 1 n+1 _ 2 n
+2 o Lo arls 2oy 2
A771‘72 a An—H d -\/z
(14) ntk ko
AH—H‘ T d f—\n

D'autre part, il existe une suite infinie d'indices 71, my, ... tels gn'on a

A a2 pour i1 = My, My, ...
2
done il suit de (14) que, quel que soit £ = 1,2, ... . on a
(15) LI > BLIN S SELEN— —  pour H = my, My, ...
Ape — nt+k o d n+k =
2
Observons maintenant que l'inégalité
k n 1 1
{16) k1 = -
n4-k d n-k ot = o+ ¢
2
est satisfaite pour £ = 0 et gu'elle n'est pas satisfaite pour les k arbi-
trairement grands. car, dans le cas contraire, on aurait 1 = 1
da e

ce qui reste en contradiction avec (13).
Soit k, le plus grand d'indices pour lesquels l'inégalité (16) est sa-

tisfaite. On a donc
LRI S el
d ° + = 22 —1-‘ g
d'otr I'on obtient
ky =2 n d.s n., oun >0
R .7, ol
S et (d—a—) ‘ :
D’'autre part, on a
ky > n.m—1
d'ott il suit que
(17 k>0,
n
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Cela étant, posons dans l'expression

1 2 n n--1 e
BT L R LR P
Bk n--k-1 (n k-1 )
2 2
no=m, iy, .. etk=~Fky> En vertu de (15) et (16) on a
e L R U S DI S ol U U
All—!'l o All-} k - % F €
donc
(1) |
1 2 1 1) - (bR 1
S S A R S S IR (R N
Btk (}l 4k4-1 ) B <ll. k-1 ) -
.2 2
Faisons tendre l'indice 1 vers l'infini par des valeurs m;, m,, ... et &
par des valeurs Rm,, Bn, , ... . Les fractions
(ll -+ 1)
2l ety
(/z+/e—i—1) (k) (n4k-4-1) '
2

iR R ‘[”"'_,/?,).,, N n(n--1)

<n+k) V(V/-H—Ia) (k1)
2
tendent, en.vertu de (17), respectivement vers
1 1
et T
(4 w* (142

donc étant &, — D on obtient de l'inégalité (18)

S N U PO S B
D™ (t+4+mn* D . @A) 2
d'on il résulte que
R
D g a.~]~a

et par conséquent on a @ - ¢ = D Z= B, Or, cette inégalité a lieu
quel que soit ¢ > 0 donc, étant « =< 8, on a

. o =f§ =D,

¢ q f. d.
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Uber mehrfach monotone Folgen.
Von

Edmund Landau in Berlin.

Dem Andenken an Leon Lichtenstein gewidmet.

Einleitung.

v, n, k, s, I, m bedeuten stets ganze Zahlen,
b

z bedeute 0 fiir 5<a.
a

Eine Folge reeller Zahlen

(1) A, 0=v=n
mit
(2) Ay=0, A,=1

also n=1) heisse & fach monoton fiir ein 2 mit 1=%k=1r, wenn bei
jedem s mit 1==s=% ihre s ten Differenzen simtlich =0 sind.
Die Folge heisse vollmonoton, wenn sie # fach monoton ist.
Bekanntlich gibt es bei jeder %2 fach monotonen Folge fiir 1 =i=n
ein p; =0, so dass

£

E—1
(3) AV=Z(E)P1+ (v_éikl_l)pz fir 1I=Sv=mn.

v
=1 I=k

Fiir jede Folge von n-+1 reellen Zahlen (1) mit (2) werde

22. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 3317
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