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Ein einfacher Beweis des Hauptsatzes
uber Cantorsche Mannigfaltigkeiten

Von Witold Hurewicz (Amsterdam)

Einer der wichtigsten Sitze der Dimensionstheorie besagt:

L Jeder kompakte n-dimensionale Raum®) enthilt eine Cantorsche Man-
nigaltigkeit als Teilmenge.")

(Es sei daran erinnert, dass ein n-dimensionaler kompakter Raum
eine Canforsche Mannigfaltigkeit genannt wird, wenn in ihm das Komple-
ment jeder héchstens (7—2)- dimensionalen abgeschlossenen Teilmenge
zusammenhédngend ist). Die bekannten Beweise!) des angefiihrten Theo-
rems sind nicht ganz einfach. Im Folgenden wird unter Zuhilfenahme der
neueren Methoden der Dimensionstheorie ein ganz kurzer Beweis fiir I
gegeben. Von den Ergebnissen der Dimensionstheorie werden wir nur
die folgenden zwei Sdtze verwenden, die sich auf die Erweiterungen von
stetigen Abbildungen beziehen.?)

1) It Sei R ein separabler Raum, M — eine abgeschlossene Teilmenge
von R, und es liege eine stetige Abbildung f von M in die 7 - dimensionale
Sphére S, vor. Ist dim (R — M) = n, so ldsst sich f zu einer Abbildung
des vollen Raumes R in die S, erweitern.

2) Ist R ein kompakter n-dimensionaler Raum, so gibt es eine ab-
geschl'ossene Teilmenge M von R und eine stetige Abbildung von M in S,_i,
die man nicht fortsefzen kann zu einer stetigen Abbildung von R in S,_,.

Aus 1) schliessen wir

%) Im folgenden werden ausschliesslich metrisierbare Riume belrachiet,

i) Der Satz wurde zuerst von Menger und mir bewiesen, vgl. Menger, Di-
mensionstheorie, S, 214, f., vgl, auch, Tumarkin, Comptes Rendus 186, Spiter gab
Alexandroff einen auf den Methoden der kombinatorischen Topologie beruhenden
Beweis, vgl. Math. Ann, 106, S. 224, wo {ibrigens eine schirfere Aussage bewiesen wird,

2) Die Sétze 1) bzw. 2) sind eine Verschirfung bzw. Umiformulierung von zwei
Sitzen von Alexaundroff, vgl meine Arbeit in Fund, Math. 24, S, 144,

19. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 289
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3) Zwei Abbildungen®) f; und f» eines separablen Raumes R in die
n-Sphire Sy, die sich nur auf einer hichstens (n—1)-dimensionalen Teilmenge
M von R unterscheiden, gehoren derselben Klasse an, d. h. lassen sich
durch stetie Abinderung ineinander iiberfithren.

Betrachten wir zum Beweis das Cartesische Produkt P aus R und der
Einheitsstrecke /. Die Elemente von P sind Paare (x, %) wo XeR, 0 =2 #5271,
Durch die folgenden Formeln definieren wir eine Abbildung F einer
abgeschlossenen Teilmenge von P in S

Flx0 =/, (0 | ..z
F(x,1)=fi ) |
Fle) =fo(x)=f (x) (xeR—M, 017 1)

Die Punkte von P, in denen F noch nicht definiert ist, bilden eine
Teilmenge des Cartesischen Produktes MX/ also eine héchstens n-dimen-
sionale Menge. Nach 1) ldsst sich F in den ganzen Raum P fortsetzen.
Fiir jeden einzelnen Parameterwert  liefert dann die Funktion F(x, f) eine
Abbildung von Rin Sy, und diese Abbildungen ergeben eine stetige Schar,
die f, mit f; verbindet,

Eine Folgerung aus 3) ist

4) Sei R ein separabler Raum, M C R eine abgeschlossene Menge und
f eine Abbildung von Min S, Gibt es eine Abbildung F von R in S,
die in allen Punkten von M, eine hichstens (n—1)-dimensionale Menge aus-
denommen, mit f tibereinstimmt, so gibt es auch eine Abbildung von R in S,
die auf M restlos mit fiibereinstimmdt.

Nach Satz 4) gehéren nidmlich die Abbildungen f und F als Abbil-
dungen von M in S» betrachtet, in dieselbe Klasse, und nach Borsuk?) folgt
daher aus der Forsetzbarkeit der einen {ndmlich der Abbildung F) aufR die
Fortsetzbarkeit der anderen.

Sei nun R ein kompakter 7 -dimensionaler Raum, und sei gemiss dem
Satz 2) eine abgeschlossene Menge M C R und eine Abbildung fvon M in
S,_, gegeben, die sich nicht auf R fortsetzen ldsst. Nennen wir zur Abkiir-
zung eine abgeschlossene Menge A C R ein Hindernis fiir f, falls es keine
Fortsetzung von f in M + A gibt, und machen wir Gebrauch von der

Tatsache, dass eine Abbildung einer abgeschlossenen Menge NCR in S,_,
sich stets in eine gewisse Umgebung U von N fortsetzen ldsst ), so sehen

8) Das Préadikat ,stetig" lassen wir als selbstverstindlich weg.
4 Vgl. Borsuk, Monatshefte fiir Math. u. Phys, 38, p. 382, § 4,
% Vgl. Borsuk, Fund. Math, 19, p. 214, § 6.
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wir leicht: Ist in der absteigenden Folge A, A,, A, ... von abgeschlossenen
Mengen jedes A; ein Hindernis fiir f, so hat diese Eigenschaft auch der
Durchschnitt:

Q =24, 4. 4,..

Sonst liesse sich ndmlich f in Q 4 M und somit auch in eine gewisse
Umgebung U von Q + M fortsetzen, Fiir hinreichend grosses 7 hat man
aber AnC U (wire nidmlich fiir jedesn A,.(R-—U) = 0, so hitte man
nach dem Cantorschen Durchschnitsatz Q.(R—U) £ 0, wihrend doch Q
eine Teilmenge ist von U), also liesse sich f auch auf A, -+ M fortsetzen
im Widerspruch mit der Annahme. Da nun der volle Raum R ein Hinder-
nis ist, kénnen wir den Brouwerschen Reduktionssatz anwenden und kom-
men zum Ergebnis: Es gibt ein Hindernis H, dessen keine echte abgeschlos-
sene Teilmenge ein Hindernis ist.

Ich behaupte, dass eine derartige Menge H eine n-dimensionale Can-
torsche Mannigialtigheit ist. Sonst koénnte man n#mlich / als Summe
zweler echten abgeschlossenen Mengen /-, und F, darstellen, wo

dim (H, .H,) < n—2.

Da weder H, noch H, ein Hindernis ist, gibt es eine Abbildung F, von
H, + M in S,_, und eine Abbildung F, von H. 4 M in S,_,, so dass
iirx =M

Fi(x¥) = F, (%) = [ (%)

gilt. Aufder Menge M+~ H, H, stimmen die Abbildungen F, und F, iiberall
bis auf eine héchstens (n—2)-dimensionale Teilmenge iiberein. Nach Satz
4) (wo fir R, bzw. M, die Mengen /, 4+ M und H,H, + M zu nehmen
sind, wihrend die Rolle der Abbildungen f bzw. F durch F, bzw. F,
ibernommen wird) gibt es eine Abildung F'y von M + H, in S,_,, die in
simtlichen Punkten von M -+ H; H, mit F, fiibereinstimmt, Setzen wir
F(x) = F, (x) far x ¢ M -}- H, und F(x) = F’5 (x) fir x e M -+ H,,
so erhalten wir eine Abbildung von M- H, die Fortsetzung von f,ist im
Widerspruch zur Annahme, /A sei ein Hindernis., Damit ist I bewiesen.

Nennen wir mit Men g er einen kompakten Raum n-stufig zusammen-
hingend,") wenn er durch keine weniger als (n—1)-dimensionale Menge

%) Menger definiert den hdherstufigen Zusammenhang anders (vgl. Fussnote), aker
eine unmittelbare Folgerung von Satz I ist die Ubereinstimmung der beiden Definitionem
hinsichtlich kompakter Rdume (vgl. Menger a. a. O/.).
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zerlegt wird (so dass also Cantorsche Mannigfaltigkeilen Réume sind,
deren Dimension mit der Zusammenhangsstufe tibereinstimt), so ké&nnen
wir das ‘Bewiesene auch in der Form aussprechen:

I'" Jeder mindestens 7-dimensionale kompakte Raum enthilt einen
n-stufig zusammenhéngenden Teil.

Bemerken wir, dass eine beinahe unmittelbare Folgerung aus I' der
folgende dimensionstheoretische Satz ist: ?)

Ist ein mindestens #-dimensionaler kompakter Raum A stetig auf
einen Raum B*) abgebildet, so dass die Urbildmenge jedes Punktes von B
hochstens m—dimensional ist, so ist B mindestens (n—m)—dimensional.

Wir beweisen den Satz durch Induktion nach 7 bei festem m. Fiir
m = nist die Behauptung trivial; sei m>7n und die Behauptung sei richtig,
wenn 7 durch eine kleinere Zahl ersetzt wird. Nach I' diirfen wir an-
nehmen, A sei #-stufig zusammenhéngend. Dann ist aber B (rn—m)-stufig
zusammenh#ngend (und a fortiori mindestens (n—m) -dimensional), denn
wiirde eine hochstens (n—m—2) - dimensionale Menge C den Raum B zerle.
gen, so wiirde die Urbildmenge von C'den Raum A zerlegen, und, da diese
Urbildmenge nach der Induktionsvoraussetzung héchstens (7—2)-dimensio-
nal ist, kimen wir in Widerspruch zur Annahme, A sei n-stufig zusam-
menhingend.

7) Vgl meine Note in Proc. Ac, Amst. 30, S. 164.
%) B ist der gauze Bildraum.
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Sur la représentation conforme des domaines

linéairement accessibles
par

M. Biernacki.

Introduction.
On a étudié depuis longtemps la classe £ de fonctions
FR=z+az+

holomorphes et univalentes dans le cercle | 2| {1 et la sous-classe G
de fonctions de la classe £ qui représentent le cercle | z | {1 sur un domai-
ne étoilé par rapport 4 l'origine (je ne considére dans ce travail que les
domaines qui ne se recouvrent pas). On peut dire qu'un domaine est étoilé
par rapport & l'origine lorsque l'ensemble des points qui ne sont pas
intérieurs au domaine est identique avec I'ensemble des points d'une
famille de demi-droites fermées, dont les prolongements passent tous
par l'origine., En supprimant dans cette définition les mots ,dont les
prolongements passent par l'origine” on obtient une classe de domaines
plus étendue, on pourrait appeler de tels domaines linéairement acces-
sibles au sens large. Par contre nous dirons qu'un domaine est linéai-
rement accessible au sens sirict si 1'ensemble des points qui ne sont pas
intérieurs au domaine est identique avec l'ensemble des points d'une
famille de demi-droites fermées et si deux demi-droifes de la famille ne
se coupent jamais (cependant elles peuvent étre paralléles et l'extrémité
d'une demi-droite peut appartenir & une autre demi-droite). Un domai-
ne étoilé est évidemment linéairement accessible au sens strict, Tout
domaine borné, dont Ja frontiere n'est coupée qu'en 2 points au plus
par des paralléles 4 une direction fixe est linéairement accessible au
sens strict.
Une valeur z (| 2| =1) étant fixée, on peut se proposer de dé-
terminer la région décrite par la variable
293
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