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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden. Fiinfte Abhandlung.

Von

Arnold Wallisz (Radosé).

Es sei
4
(1) Q= Z Qgn Mg Ry (agn = apg rational)
g h=1 .
eine positiv definite quadratische Form der Determinante D. Fiir x>0

stellt dann

@ A =Ag= D, 1
1=Q

IIA

die Anzahl aller Gitterpunkte = (0,0, 0, 0} im abgeschlossenen Ellipsoid
Q=x dar?). Dieser Ausdruck wird durch das Ellipsoidvolumen

o
=2

—
2yD

2

angendhert. Ich setze zur Abkiirzung

3) P (x) = Po (x) = A () —é%x?.

In der vierten gleichnamigen Abhandlung?®) habe ich P{x) nach

!} Ich schliesse auch diesmal, weil es bequem ist, den Nullpunkt aus,
*) Mathematische Zeitschrift 35 (1932), S.212-229; im folgenden kurz Erv ge-

pannt.
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oben abgeschétzt und

x log x|
Pl =0 Z1BE
@ g \ log log x)
erhalten.
Das Hauptergebnis

Nachweis von

der vorliegenden Arbeit besteht in dem

X

5
] {1’3 W du=»x3F 0 (v 2 1og2x) ,

0

wo %=7, eine positive Konstante ist, Hierbei diirfen die Koeffizienten
Qg als ganzzahlig angenommen werden, weil man dies durch einen ein-
fachen Ubergang erreichen kann.

Wie schon beim Beweise von (4), stiitze ich mich auf Heckesche
Sétze éiber den Zusammenhang der quadratischen Formen (1) mit ge-
wissen Modulformen %),

Es sei N eine, zundchst beliebige, natiirliche Zahl. Ich fithre die
Teilerfunktionen

5) StratN)= Y m
munsx
m= e, 0 2 f (mod )
ein (falls die unteren Summationsgrenzen nicht ausdriicklich angegeben
werden, sind sie stets Eins). Eine elementare Abschitzung ergibt (der
folgende Hilfssatz 1 leistet wesentlich mehr)

o0
1 1
S(x0,B, N) = —x2 —+0 .
(6) (%30, B, N) ZNX';ﬂﬂ_l— (x log x)
1= p (mod N}

© bezeichne eine komplexe Verinderliche mit positivem Imaginér-
teil (die aber keiner weiteren Beschrinkung unterliegt)

[} 2ninc

™ F(f)=zcne' v
n==1

%) E. Hecke ,Theorie der Eisensteinschen Reihen hdherer Stufe und ihre Anwen-
dung auf Funktionentheorie und Arithmetik* [Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Hamburgischen Universitit 5 (1927), 8. 199-224], Genauere Angaben iiber
die aus dieser Arbeit benétigten Stellen findet man in der Einleitung und § 1 von Erv
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2=

sei die Potenzreihenentwicklung nach ¢ ~ einer beliebigen ganzen Mo-
dulform F(t) der Dimension —2 und der Stufe N, die in allen rationa-
len Spitzen jhres Fundamentalbereiches verschwindet.

®) CW@=)
bedeute die zugehdrige Koeffizientensumme.

Nach Hecke gibt es zu jedem Q ein N=N(Q), eine geeignete li-
neare Verbindung

¥

N
©) L =Lotx)= Y f(25S(xz5%N)
=
der Funktionen (5) und eine geeignete Modulform F(t) = F5(z), so dass
(10) AW =LNH-LC(Nx)

ist. Setzt man
[=e]

=] —_— ” ] L 2 1
[11) T(x;ﬂ"k“'N)_‘S[xlarMN]'—'2va ;E'
n=%(modN)
N
(12) H(x)=Ho(x) =D f(a.8) T(x;25N),

e, =1
so folgt aus (10), (3}, (9), (6), C (x) = o (x*) (Hecke, L c. %)) und P (x) = 0 (?)
(13) Px)=HWNx)+C(Nx),

und somit

[P‘—’[zz)duszﬂ(Nu] du—{—sz(sz] C(Nudu +fC2(Nu]du
K ) 0 0

Nx
I H*(u) du—+

<

0

2

21;—4

Nx Nx
fH(u} Clw) du 4+ %/J C* (4) du.
0 )

Es sind also die drei Glieder von (14) abzuschitzen.
dritte habe ich

Fiir das

x

5
j |CW)2du=10x? -4 O (x*log?x),
0

189


GUEST


4 A, Walfisz,

mit geeignetem ¢ ==1o (F) >0, bei einer beliebigen Modulform (7) erhal-

ten), also reichlich
X

f C? (@) du=0 (x -;)

0

(15)
Das erste Glied von (14) fithrt mittels (12) auf die Integrale
(16) V(x]=V[x:0—1,[51.fnPz.Nl=fT[U«:’/~11BLvNJT(H-;%.ﬁu,N)du,
0

die ich mit einem bei verwandten Teilerproblemen benutzten Verfahren

behandle®). In § 1 fithre ich dies durch und bekomme, unter der
Annahme 1Sa, B, o, By, = N,
5

1 (o 1 | 2
i Vi =J ot S Y - Wxd-0 (x log x|,
m Vo=l ) ) et og x|
wobei

h=02(2, By, %, By N)

(17)

ist.

Das zweite Integral von (14) fithrt mittels (12) auf die Funktionen

Ulx)=Ulx; ’J~.(3.F]=—f Twe 8 N)Clt)du

=—[1"(11

Es ergibt sich
5

S
X log-x)

(18)
Cdu,

die in § 2 abgeschitzt werden,

(1) U =o|

1). yUver die Koeffizientensummen einiger Modulformen” [Mathematische Anna-
len 108 (1933), S. 75-90; im folgenden kurz M genannt,

%) uTeilerprobleme, Zweite Abhandlung.” [Mathematische Zeitschrift 34 (1931).
S. 448-472); im folgenden kurz 77 genannt,
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() mit »=0 folgt aus (14), (12}, (16), (18), (II), (I) und (15).
Es bleibt noch der Nachweis, dass stets />0 sein muss. Dies erledi-
ge ich in § 3, indem ich an eine in der dritten gleichnamigen Abhand-
lung ¥) mit ganz anderen Hilfsmitteln bewiesene Formel ankniipfe,

Im gleichen § 3 spezialisiere ich (II) auf die Teilerfunktionen

(19) Sx)=Sx1,1,1)= , M
(20) Tl =T% 1,1, 1) = S(x) — f; s

desgl. auf die einfachste guaterndre Form

(21} Qo = n? -+ n? 4+ n? 41,

mit dem zugehdrigen Gitterrest Py(x). Es ergeben sich so die schon in
Ty (dortige Formeln (II) und (II)) bewiesenen Abschitzungen

x 5
(V) sz(u]du—*—sg'—tL #40(x " log ).
0

X 5

" 2 (2
) JPg[zz)du=?z2x3+O(x log x),

A 3

In § 4 betrachte ich, als Vorbereitung auf den § 5, die Integrale

22) Vv(x)=f7‘(2*u) T du (v=0,1,23.4,5)

und bekomme

(vVI) V. (x) = (%+Ei;3izﬂ)xs+o(x%mg x).

Hierin ist neben (IV) der in 7y behandelte Fall v=2:

x 5
(23) [T(4u) T(u)du:%li— 3—|—O( log x)
)

) Mathematische Zeitschrift 27 (1927), S. 245.268; im folgenden kurz E/nr ge-
nannt, '
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(vgl. Tu, Formel (152)) enthalten, Dar Beweis von (VI)} ist denen von
(IV) und (23) in Ty, sowie dem von (I) in der vorliegenden Arbeit,
weitgehend dhnlich, so dass ich mich wesentlich kiirzer fassen kann,

In § 5 betrachte ich noch drei weitere quaternire Formen, nimlich

(24) Qy = n? 4 n? -+ 2n2 4+ 2n2,
(25) o =% 4 212 4 20,2 - 4n?2,
(26) y = 2 - 2,2 - 4n? - 81,2

und erhalte fiir die zugehdrigen Gitterreste P (x), P,y (x), P, (x)

x 5
(VI [Pl-zw) du= —‘g?x% L0 (x * log x ) ,
“
: s
(VI f P2 (1) die = ;4 X0 (x 2 Jog x) ,
0
.
(IX) f P2(u) du = ;7 ot ol logt .

o

a

Die Beweise von (VII}, (VII) und (IX) verlaufen &hnlich wie der
von (V) in Ty. Dort hatte ich (V) auf (IV) und (23) zuriickgefithrt, hier
benutze ich gleicherweise die Abschitzungen (VI). Ich habe nichteinmal
versucht, von (II) Gebrauch zu machen, denn die Zerlegung (9) (oder (12))
liefert hier recht viele Glieder, und in allen ist der Ausdruck (17) fir A
recht unangenehm, wihrend die Rechnungen beim Gebrauch von (VI) ganz
ertriglich werden,

In den Restgliedern von (V), (VII} und (VII) tritt nur log x auf,
weil sich das zugehérige P auf reine Teilerfunktionen zurtickiithren
lasst, d. h, das C in (13) identisch verschwindet, Bej Q, ist das nicht
mehr der Fall,

Folgende Festsetzungen mégen fiir die ganze vorliegende Arbeit
gelten: Mit B bezeichne ich unterschiedslos Zahlen, die von allem Magli-
chen abhéingen diirfen, absolut genommen jedoch unterhalb numerischer
Schranken liegen (§§ 4 — 5) oder unterhalb von Schranken, die von N
(§ 1), £(§ 2). Q (§ 3) abhingen diirfen.
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@ und & sind ganze Zahlen, die den Ungleichungen
27 1Sa<SN, 1SN

gentigen; ebenso auch «;, B, o,, .

Der Strich bei Summen, die iiber m oder # oder 7 und 7 laufen,
heisst: es sei iiberdies m==2, n=§ (mod N). Die Formeln (5) und (11)
lauten z. B. in dieser Schreibweise:

(5) S(x; e, 8, Nj= Z' m,

mn=x
(11) T(x o, B, N)=S(x; =, {, N)__lxz‘i% 1
' 2N & 2

Summen wie
4

n<m=x

laufen bald iiber 2 und 7, bald nur iber 7. Jedesmal ergibt sich aber
sofort aus dem Zusammenhang, was gemeint ist.

Die nicht kleinere der beiden Zahlen # und v heisse Max (u; v),
die nicht gréssere Min (z; v); dagegen bedeutet (2, 7) den grossten
gemeinsamen Teiler der beiden ganzen Zahlen # und o.

Es sei stets

(28) b () =u—[a] — —;— .

Die fetten Zahlen geben Nummern von Formeln an, die an den
betreffenden Stellen benutzt werden, sind also als Hinweise zu verstehen,

Weitere Bezeichnungen werden noch eingefiihrt, sie gelten meistens
nur fiir den jeweiligen Paragraphen.

§ 1
Hilfssatzl:
3 & 1 1 , J. x 11
—T(x; 2, 5, N)= 4t NI
(29) (€; 2, &, N) (N Z)Nchm;T,ﬂll(m ﬁ),zv[
PN IE ARt
‘{"’C’;]/x_ n ¢ l( n 1) N}—f—le (x=1)
Beweis:

13. Prace Matematyczno-Fizyczne. T, 44. 193
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Sk« B, N= Z, m+ Z('—a;”Zer::Zn*-/—xnl - 3 v—a ]r;'v—a v—2 1
G e =zf[ N'}wv+x+3=21 { N'—q»( N.)—T}vd-v
1 { )
(30) =S1+S2+Su- ) tx1B 28)
31) Si= ), m= Z};’" Xt B , |
m<n=x m<y x m<nss z ;— l‘f.—v— ’/:x'—
mn=x m 2 . 29 sl U —
(34) -:_f 7;%7/—(——{—1)[1/(17/—{—)6—2 4 vdv-+4B
’ x m—8
m<zn=- My NS <“:(;;"§) W Vi
" @39) J o)(” Jodv=5)% (28, II Mittelwertsatz)
X 1 m—@
SCEENES ;
% 1 x 1y 1 _m—8 (m_,_E 1 o8 (36) (x—m2)=——x (L x--Byx (34, 35),
Gl e R e e )
—(E b e (Z ) L8, -
(2 w(‘;?: m)N {(m @)N+ N Z’ m= Z f uwfdu Z 1—~f du(’/x'-”—{—B)
’ X 1 ’ 1 ‘ m<ly 5 m<<y ngm<y'y o
s= X m(E—m) = X me{[Z )]
AN ey Y L st Byx
TN '
X 2’m¢(%£) (31, 32) .
<Yz @8 Si=— 3 m‘*”{(*“@)%}“fw z
1 4 9 ZI f i_@ _.1_1 m<’y
(33) == 2 wemi)— 3 muf(——f) )
N5 m<Vx +{1_3ﬁ ! a,(“—@)}i‘__my? (33, 36, 37)
- , NTTUN 2N e
+i[ ) X e
N oy

_ 4 (39) So= Y m= Z dm po.
x Jd — n<m:_x <y n<<m=>
Z/ (¥ —m?) = Z’_[x-—m21= Z,__fdu_—:fdu 2_"/ ! mnsx n

m<y 5 msyy LR 5 SV

_f[ ] t)du= f["“N ]du+x+B om= 3 [du=[au 3 1

n<m=t n<m< H Max (m; u)<<ms< =
n n n
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n

I
z[~
c;\: S

(* e | _’i__,') Ly,
a Max (1 u]lziu J pl(/z “ deu
4+ fLP{(Max (m u]—a.)%}du
1 /x\* x X 1) 1
—_—— = - [ )= —— d
(40) N(n) B ‘{(ﬂ U)N NJ ax (m; v) du
0

+I¢{(Max (7 zz]~m)—1[\~/}dzl

x x

n n n
(41) (n<£) J Max (1 v) du = j ndu—kfudu:;« ()f;—l-n?).
n ne
0 0 n

<n< modN])jgb{(Max (n u]——a) 2\ qu
___nna % __’[3_-__
(42) J¢( )du+nf¢<” )du l»( )/z\ (28)
@ S el
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! g—o !
S )n—]—B (39-42).
N
T Fdu

s 1 ' (du u
I L R
n>yx n>yx Y u Vg—_ u ¥ x<ln=u

~ [ay|es -5

Vx
_ T du fu—1Vx ,(11——,3 (1;367—‘{3 \
2 [t el T e
Ve
= 2 ;<¢(M)__£1 i —2 ﬁv(lf;l‘)du
Nz UV N NS x J"N u
Vx
1 Vi — 3y 1 5
(49) e e B (28).
NVx N x
r ’ ¥ — ’
W=y 1=[’” ‘]{1ﬁ21
n<j'x nsyx n=yx n=y'x
Vi3 Vi —g , 1 ’
(45) = ) e
N N 2 55
— Z' = Z, (x—n)—x Z 1
n<<y'x n<yx n<y'x
3 ; 3 —
2 ( g — 1 5, (8 ("X~ff 1y
E —— x4+ BVx——x : ¢ [——)——lx
3N +\2 N)+ N +Uv+‘. N ) 2
+x Y1 (36 mit B statt 2, 45)
n=yx
1 /x
— ’ —
(46 = x? 4y i—t’-)x Lx 14-BVx.
) N +¢ N )ET ":ZV? -+

197


GUEST


icm

- | e T Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V.
(47) ZV_ =—x+BVx (37 mit B statt «). st
1 (2 1\ [, 1
S L ()L s, o (51) V(ac)=3N7(Xl/ 3)(ﬁ_E)x3
Sz—I—"7’,<_,/';—n~'9 (_ll__”) NJ—éW,‘_1 lzﬁz—é_/v,,:]/; ra Z' 1 ;’52" f(e__, 1l4] E——aa)—l—l-du
T osviLo§v B—o\ YV - +n1.nggﬁiénzlu?l(nl : ‘)Nl"'l(ng N
__2 N”>Z1/? ? —m"g}‘ n - ¢ (—TV—) ”<Z}/; )’l"}“ BI/x (39, 43) x

SR O W ’_Lb(ﬁ:_a)g___jsjﬂ,(ﬁ—@ x "
2N, 5w 2N T\ N 2N 6N? N 2N NV m, ‘f'ur, ](_lg_r ‘il.bl(,’f_q _1}“
+m:,ll‘;,;;1'-r ny L‘ \ 17y QE)N] ' \ ny I)N
+2—N N 1+¢<f‘““> ’jv+81/3€ (44, 46, 47) ;
n=yE n Z' e d}[(i_@)llﬂ,f(ﬂ_g) }du+3x-10gx
m, m,él/?- ) l my NJ l.m:‘:
48 =2 xryg(Pze X BVx ‘
8 3N —[_ ( ) BV Beweis
(man beachte, dass Vie f[‘[u, 4, 8 N T(@2, %, NNdu++B  (16)
X2 Z 1+_w_ 2'1=0
2N n=y i n? 2N = x
ist). =_1”(‘ﬂ_1)(ﬂ_l)xs+3
Fiir @ 5 B ist S, =0 (30). Fiir « = § ist : 3N2\N  2/\N 2
- ' 1 — ! 1 u 1
= X m=Lrnx o3 DN P r B
. TS 2N + ¢ :7‘,1 (‘) n al Nf,,a;,qrngt‘)l ny N
Stets is also
(49) S,):_.]d; e—F ) f—a ]_.)C__[_Bl/; (28, 27) 4 , o u 1
’ l‘( N N |f2N r el | ,‘1(_, )_11 2y l(——a,)—~ du
/ o ”m‘;z—m”l BN LS T N
(29) folgt aus (30), (38), (48), (49), (11) und (28). '
In der Folge sei bis zum Schluss dieser Arbeit x==2. Der Strich 5 , u 1 R ENE ‘ 1)
bei Summen. die iiber my, n,, my, n, laufen, bedeutet: tiberdies sei +jl’ z mﬁ"*‘(*ﬁ—s"’)_]‘ —_‘pl(———%)ﬁfdu
M=o, ny =08, My==0y, Ny==0, (mod N), i moEyy W\, NJn<va m 7
Hilfssatz 2: Mit x \
' ’ NN v‘[(i_ 14
(50) ry=Max (% n,%),  ry=Max(m,% n}, +fm“§/; m“p{(‘”_tl m)erngr/r mwl m, Ps N} ¢

ry=Max (my% n,%,  r,=Max (m,% m,?)
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—}—Bfuz m{(lf—al)lldu-wfuz P <~q) Y oyu
no=Vu Ty ny Nl ny=Va 11, “, NI
1

—]—Bfu”h;;?/7114»{(%1—@1)[%/}du-l—fo Z maq)l(m) B_);E/}«tiu

my= Vo |
£ 1
+Bf112(u+u Zﬁ——l_k Z
n§1/11 n
1

1
m-+u ) du (29)

mlu

4 B [ () Al ) Hh

L3

’

£ L ol
S
B o fol(2 )

my, my <V

R e

=VYx

+B8 X m

Ve f““’{(‘“@ ) I}d”Jer : log x (50),
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und hierin sind die 4 letzten Summen, wenn iiber geeignete Strecken

integriert wird,

c X (2
Bx? = I~ —a j=tdu
n,;’.\'— ny \.f ' l A ' )NJ ‘

‘ ‘

+ae Y L (_”_J,, —lldu‘
m=ys Mo I N|

my =%

=B x? Z

Il | ] ™ 1
J Y()du %—}—Bxﬁ Z ‘J b [u]du‘

n=VE ! [
+Bx Z §f¢p [u)du +Bx Z 11,? fq)[u]dui
mo=yx | mEyy i

—Bx'® log x (28, II Mittelwertsatz),

wie es sich gehért.

Hilfssatz 3: Sind in dem Intervall u, =u=u, die quadratisch in-
tegrierbaren Funktionen g (), £ (1), sz (4), tr (u) (k= 1) gegeben, fiir die bei
wachsendem k

Uy ty
f 2 (wdu, J 2 (u)du beschrinkt,
’{g(u)——s;, u) ydu—0, J{Iz —tk[u)\ du—0,
so ist
(52) J g (W) k() du=lim J Se () i) du .
k=co

i
Das ist Hilfssatz 10 von 7u.
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Hilissatz 4:

D Y L A

ny e =yYw My Iy l n 1y
Iy
' k x
—lim Z 41_,,,( 1 [2% (o b, — a, bz]l wdu
k=co 2Ry, e <yx iy Hy lr, =1 blb l N J
1 By = by 1y "
X .
1 uﬁcosl.f_(él__éz ,_2_“(011; — b ]ldu
s b b, by \ N\, n N [
by n,:q}:b,n, A )

k
1 s ]21111( . 2) 2n ]
wcosl e (A4 %\ 2T b odeuy b)) L du ),
h,;=1 bxbzf | N \n, ' 1, Nt T+ z]r )

Beweis: Mit y=r,, 212=x,g(11]=11¢1(———01) | h(u) =

=u:bf(_“__%)~1]v W\ [

ll\’lz

sind die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfiillt. Daher liefert (52) fiir die
linke Seite von (53)

i 4 XLy lfminrz;;_(w%)}

k=20 T n, 0, = ]/v ny My b5t b

o 5 2]

Das ist aber der rechten Seite von {53) gleich.
Hilfssatz 5:

(54 I s u{(i_ 1 ¥ _1
: m,,nzzgﬂ' y [ v my Py N}q,{ Iy * N}du
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X

13
—lim ) ﬂ( > icosf%—vi(wal—bb)]fudu

FEen 25 w2 y/Y Tl N Gnbi=t - J
o= by, T

I
-+ E 1 JucosIzml (ﬂ_él) _E[glal—«agbe)ldu
Lnli=t @by \ moonel N !
£ 1 - [2zu(a b 2% 1
—_ — U co - it 2y Z% g a, +a,b,)Vdu .
2 e B () R Gt o)

Beweis: Mit vy=r,, 1t,=2x, gy=yud [(i——[tl)NL}, h(u)=

“’711
| 1 L
— UL —— g} —
' y )N]
Y 1 [2na1(y ,)]
S {#) =—"— — — »
w (21) - & sin N \m, & |

—
Ly (U) = 11’2 bisinI———fszz(—u‘—ug)]

sind die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfillt. Daher liefert (52} fiir die
linke Seite von (54)

E X
1 yv mo N1 ) I?’Eal(i_r)l
22?: =2 ,,,“;fépr; 1, a,bZ!—l albzfusml N \m, ¢ [

was der rechten Seite von (54) gleich ist.
Hilissatz 6:

x

(55) Z! m, ny J b Il(_”__ @1) Ni‘j )

mam, =YX ¥/
T,
k x
1 . 1 27
=lim — mmy my cos | 2% (@0, — s a,)} du
h=2 2 B T a1 ga, | N
a, my=a,m, T
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i x
1 J 2nu (a s 2 ' o] R
—+ —_— fcos (~'— — “) — (8 a, — 8, a,) l du w2 {1y, 1)°
T 2 - — 58
oy Liam, %2 : LN Amy o, N I (59) b,,hZ:x b, 6 ny, (58)
by n.=by ny
St (el 25 (g, 5 2
T a2y = x8 ! 1 1 7
— ==+ Ba }du ) S, == — —— cos ! 2= {a, by — 25 b,)
a g =1 alag [ l <m1 {hmz) N Tha) (60) YT er? rem = YE My Ty =] b, b, ce \,N( 1 f
: o by ny=byn, -
B . s [ u | _
eweis: Mit w, =r, uy=x, glt)=1¢ {(——F}— () = ” 1
Wy "IN 4+ Y (56).
1y b b,—l b b,
::(J‘)J(—E—-—-—ﬁn —1-1, o SV b, ny=h, 11,
l Us N I
L 7.3 5 1 Max (1,% n5%)
s =—-L2 3 Lgpf2ma 1 oh A S5 =B > ];L’;—— (7, m)* (50, 59)
T A | N my | nan=yx e b=t 0102 nan, =YX 1 e
== b, ny=b, n
3 .t N a
tk(u]=_-_1_ 1 sinjgﬂ L.__@“ ] =B Z '—;(”u ny)* =B Z
kol = Qa, ‘ N my b ’ n=m= Ve ny d=yx 3
sind die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfillt. Daher liefert (52) fir die
. . 1
linke Seite von (55) — B z d* vy Zv S = B Z_ d*
. iy RERT! a=y’x
4 x vE
s 1
lim — Z my m, Z 1 sin [2ma (v B ] s s
=COT° =% o a=1 @ a, | & \m P ] = 45 - }
s (61) =Bx? zd =Bx"log x.
= a=yx
><smjz ag(jl——ﬂ_, du , .
| m, J o)
also die rechte Seite von (55). (62) S, = xaq ro 1 e ! ——cos [27 {0y b, - 0ty b ]}
Hilissatz 7: 6%z yE M Mo, nmton, 01 B2 v
=) v 5
1 ! 1 v 1 2% =
(56) Sy=— 2 A os |2 —apal (e L Bx?log x 60, 61).
Lyt n 'éﬂ, o b0 cos Y (25 by — 2y by) i wtdu -+ g
by ng=by 11, ;x s o ' o
) s \ A\ 1 v 1 _ /Y‘ 1 2 1
(57) =Mx*}-Bx? log x. =, él—‘ iy Hy bb’ lr (_1 b b, = e R bb;;ulj_jjl,, b, b,
Beweis: ’ )
(58) ca o o )
["1: 712]" =B 42 1 S‘ ! (59]
b 1y = by 7y =0y “ﬁnl— e b1 = ! b, = . —.!l’ . =5 = - — 1112 j = = d)2 ‘_pd\— ["’1 d)g
(m, n»] (14, 1) (aom)' (1, 1) =1,y 2 = >
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) s} co
=By Ly R !
&= driE vz Vi =1 Vel
“w> g V>
1 1 1 1
=B = Z w,s_l_ 3L
= e ool =R 0
W
L 1 1
(63) —Bx * S By T By Tlegx
d=y'x d
x3 =i 1 IZ"C l
S, = cos 4 25 (o, b, — ay b,) |
4 67 o 1 Ny 5T b b, lN 101 " J[
by na=by 1,
o) N
o0 1 5 1

A= Sy e bS5 by by

by Hy==by 1,

by ny=by n,
5
+Bx? log x (62)
x8 ’ 1 1 2n )
64 = 1 127 b 0
672 p A ny ny 35y by by cos \ ™ (0 by — oy ‘]f
by ng=by n,
5
+ Bx?logx (63).
1 2%
(65 [27 (4, 5, — |
) b, =1 by by cos WY (01 by — 2y bﬂ}]
by ng=b, n,
= (. ) S 1 2np |
- cos { ———— —o
»; p2 {N(n1.112) (o1 1y — 2y ”2)1 (58).

[ee] oo

2oyl m N L 2w )

T 0 e (o 1y — g

67 w1 mom 4= p Niny, ny) 2
5

+Bx’logx (64, 65)
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=) e
< 1 1 (2=p l
= a2 —_— L ocos VEEY (mind— ay vy d)
6% =i (v d)? (v, d)? = p? | Nd (20 2 F
v L d=f, (mod N} -
(s .
+Bx 2 log x
3
(57) =)>x*+ Bx’logx 7).
Hilfssatz 8:
. . s
room 1 2
Sy= — udu=Bx? log x,
66) = Zl ol Y | g
o Y a, ny=b,m, Ty
[s%s) 1 x 5
67 S. = ’ my mg du=Bx"log x
n ’ mumzépfx_ ' a1 Q1 Qg J
a, nt=a, m, 7,
Beweis:
S, = Bx? my (my, 1) Bxt Y (my, 1,)* (50, 59)
’ mmmyx M T e
1
=Be 2, & =Bx 3 D 1
dgz]/; Z}fz— [V2 d)‘ d<yx <1/V
o vé—;— S
2 5
EB.’CZ _1_=szlogx,
=7
SG=B)C Z my mz(_m"_m?]:=3x 2 (g, mo)? (50, 59)
R
X
—Bx Y & ) 1=Bx* » 1=Bx’.
= = a=v'x
=Y !’qéT
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Hilfssatz 9:

s= 3

ny,n -1/ X
e b, nzEb, 1,

5
(68) =Bx’log x,

Co

=y om$ o

Ny o B=1 &

myn. §1/x
e a, nekby m,

5
(69) =Bx’logx.

[%=]
’
Sp= § my my
- a,, 8,=1
my m=V x ¢
v = a, M, m,

5
(70) =Bx"logx.

Beweis:
[oe]
(1) I S
meney T 0= ablan—bm|
== T ankbm
CO
(72)

anxbm

— Ny By 3T by by

nemeyy @t=t ab|an—bm|

1* cos J2mu

l

non,

27:11(!11 bz)

ry

J

2
— ./_\_7_ (et by — 0y bg)]du‘

f (2n u( b.,)
4 cos{ = |—— "%
| N ny o

— 2 pa,—a) | an

J

fx [2 T ( a, a,
cos —_——
\ ¥ \my  m,

——%»\/E([Blal——(izag) l'dll

f

1

=B x"log x (das ist Hilfssatz 6

von 1),
A
—=Bx"?log x

( ich habe in (71) ersetzt: m, n, a, b durch 7, m, b, a),

(=)

IS i) ypu—

m oy @b=1 ablan—bm

an=bm
208

~—Bx logx (71, 72),

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 23
¢ 1
S=B Y Lo b b
‘#nl ny 5,521 b1 b, | m 1o
s o= by naTeby ny
oo 1 5
2
—=Bxr Y SESE log x  (73)
VT bBmt Db1by | biny—bym -
MAEY S kb, n,
1 a b, I~
s=p X M S obile b
ol PRy =1 a by, | my 1y
My M=V & a, n=eby m,
(o] z 3
: 1
=Bx . —~—— —Bx’logx (73]
T alt=t by | e, —bymy
T ST g nkbem,
1 ay a, |-
=8 Y mm 3 L|m_a
Sl
Ve aga=1 G108y | My My
T PRSP X a, mFa; m,
5

joe) _
—Bx > > ! _—Bx’logx (73).
= afmet Q10, | aym,— ayny |

Hilissatz 10:

o]
| 1| . 2zu (b | b,
Sm= 2 Z b bzlju cOSJl N (ﬂ_1+ﬂ_2)

— 1 A ="
. m::]/x 1 /g by, b=1

—%(11 by 0, B5) }du
3
(74) =Bx2 logx'
) o x
’ 1 [27u(a by
Su= v o f u cos: (— )
11 . Aﬂ-i1 Hs o, b=t 4 b l N m1+ g
2% .
“‘[\7(51 ay -+ 2, by) }au ‘
3
[75] =Bx210gx'
14. Prace Matematyczno-Fizyczne, T. 44. 200
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(o]
My Nty Z

a,, a;=1 al ay

1
1 1 (myong\?
n ”ZS:I/: Ny Ny b,;ﬁ by by \by by

1 kX

- 2 2
=B x? Z (mmy) =Bx ,
n,, ngg‘/;

ay bg"’l
Su=28 x|— 4=
" Z]/:r Hy a‘;_l as b, (’711 + ’12)

my 1=

my S 1 [myn,
e T8l

n i a1 b
m,,nz;\"/? 2 a5, by=1 01 Up 1Y

Su:B z ".772177121 i 1 (ﬂ_l_ﬂ)—l

=101 Qg \ M. m.
mx,m,éVx a, a=1 %1 Gy 1 2

=B Z ;{j 1 (/n1 mq)
= my n, — f—=

=101 Qs \ A
iy =V w a,a=101 Gy \ Q1 0y

L
2

Hilfssatz 11:

x

’ 1 u 1
7 A (el _\ L
) %éﬁ”%nu¢Hm D

210

| fonPR:

-7V‘—(m A

.
=Bx Z my 1,

-5 %

ay

m,

m1 ﬂl:

)

L
2

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 25
5
=1%x34 Bx’logx,
;mli ['u . 1]](;; ‘11
78 Mg (2 —a) Ll [ (2 ) Ll
( ] m;v. ng] Ul(mi Ijl)NIUl s _)Nl
3
2
=Bx " logx,
’ x [ u . 11 [ u 1]
79 2| uzd (-———‘j,,—— o2\ 2l an
) My, ;l—: ”1f ’ \1; l_) NJ l(nl jl) Nl
k2
=Bx’logx,
Cl () Ll (2 ) 1)
(80) m mzfcpj(—_ﬁ)._ ¢ (¥,__32)__ du
de,;l W 2N W™ ) N
5
=Bx"logx
Beweis; 1) (53), (57), (68). (74); 2) (54), (66), (69), (75); 3) (79)

folgt aus (78),

oy, B1, By, %1, 7y ersetzt (50); 4) (55), (67). (70), (76).

Beweis von (I): (51), (77) — (80).

§ 2.

und fihre einige Bezeichnungen ein.

(81)

(82)

auch M, S. 75 — 77)
Cx)=Bxlogx,

3

Z len| = Bx?

n=x
_2zin

@ F c)—an M wo

indem man mi, Ny, %1, By, B1, %, 7y durch #,, 1y,

Ich stelle mir zunichst die aus M bendtigten Hilfsmittel zusammen

Sind F, ¢; und C durch {7) und (8) definiert, so gilt nach Hecke
(L e, vel
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,3_
(83) D byl =Bx’

Fiir -
(84) Ci(e) = f Codv=2clu—n
{ =u
gilt (M (24))
3 o
— ﬁ 2 T2y (47

(85) Ci()= P ; ( Vn u) ,

wo J die Besselsche Funktion erster Art bedeutet,
Es sei stets E=0 oder 1,

(86) Af(u)==f(u-1)—f(u), wenn die rechte Seite einen Sinn hat,
Wird

(87) Pwy=u st Acos (st U4 )

§=1

gesetzt {M (39); das dortige ¢ wird mit Riicksicht auf M (60) gleich-}

angenommen), so gilt ( M (68) uud (72) )
3

2
(88) AC, ()= —-%(g) S +Bu w=1).

Weitere Bezeichnungen werden noch eingefiihrt.
Hilfssatz 12: Mit

(89) U = mftl) (——g)%}.b(u}m/,
(90) u, ,“ fqa (——— >7\/1—} Cwdu
ist

1) U) = Uy Uy +Bx 7 log x.

212
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Beweis:
a 1 [[u 1 1
UX)={——— uCuydu m (—————j)— C(uw)du
) (N 2) f (=) +fm<]/u_ m ‘ ‘Vl

x 5
(92) =BfuC[zz)du+Ul—}— U,+BxZlogx (89,90,81).
(93 2 & 3 5
CWy)=Bu? Y. |buin Z[rzu) 4—Bu421b 'n"T=Bu* (85,83),
n=1 n=1
X £ 2
(94) fuC(u)du:xcl(x)—fq (@ du—BxT (84,93)
H 1
(91) folgt aus (92) und (94).
Hilfssatz 13: Mit
’ x 11
U= vfi-—)—ACudu,
(95) ; mgﬁ”’f"’l(m JFAREIC
(96) Up= 2, ifnz»{(i-—-a)ilmcl(u)du
n=y® N1 n N |
ist
5 5
97) U=U,~+Bx%logx, U,=Uy;-+Bx?logx
Beweis:
‘u+l
IAC (W) —Clu)| = U [C@)—CW)do _lfdv
u<n<v
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(08) = 2 Jal
t<nsEu41

n=x 41
n—1

x 3
(99) f\Acl(u]-—C(undug > szdu»—Bﬂ (98,82).

Us— Uy =B Z mf|AQ @W)—Cln) | du  (28,89,95)

m=yx

x s
:Bx.f |AC()—Cw) | du=Bx? (99),

{ o
Us— Uy =B 21/‘ - j u| AC ()—Cu) | du (28,90,96)
n=yx

3 5
—Bx log x. f | AC, (1)—C (1) | du=Bx 7 logx  (99).
1

Hilfssatz 14: Mit
(100)

m= I/X‘ §=1

(101)
o 29 9 X
Zm_zbss f‘“(“‘*‘ff "‘-]ll'*Acos(g—‘:l/EL‘[-—{——E- du
nEYE 1S N N 4
ist

fa

5
(102)  Uy=BU;, +Bx%logx, Uy=BUy-+Bx?logx.

Beweis:
5
Us=B D m J <___g) \®wdutB Y. mx* (95 88
m=yx I msVx

214

U= ZI mibs ftl) (——E)Ni} % COS(Wlf"é“ﬂif—l—%)du.

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 29
(103)
S\/ b4 [ u 1 ] 3 &) _1 4 -
=B m| ol (= —p)=lu* 2 bes *Acos(—Vsu L>du
m;’_\ 'l(m rJ)]VI =" N +4' +
2
4+Bx® (87)
(104)
5
u 1 T 47 7
= m 2 b '4 nb«(——— 11, %10 (—1@ )du
m\ZI/\ leS j'[m E)NJ S_N +4 +
-
2
+Bx*

5
=BU12+BX?IOQ.7C (100].

Die Vertauschung der Integration mit der Summation beim Uber-
gang von (103) zu (104) ist erlaubt, weil die s-Reihe wegen (83) ab-
solut und gleichmissig in # konvergiert. Ebenso wird diese Vertau-
schung in (105) gerechtfertigt.

Un=B 2, - j ( cf.)%}lL@(u)du—ﬁ—B Z 1 %% (96,88)

n=yx I n=yx 1
v
(105) ) x 9 &2 7
=B 1 @.f(—u_y)—l]u'* sts 4Acos<~’5u—{-—:>du—|—
nsyx I 1\’1 NJ =1 4

+Bx%logx (87)

5

=BU,+Bx?logx (101).

Ich setze jetzt zur Abkiirzung

2%r 4%
106 p=—, 0= /s
(106) ’ Nn le
(107) R )

T 2p r '
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x 5 . . —
2 4E i +icyn —
(108) I=IF =f”4 e"ae du (n=Vx).
Hierbei sind 7, ¥ und s natiirliche Zahlen, wihrend sich in (108), wie

auch in allen spiteren Formeln mit £, die oberen und unteren Vor-
zeichen entsprechen.

Hilfssatz 15: Mit

]

ZJLZ%ZI | bs |8 ot

(109) U= e
n=yx =l S=
cQ s 1
(110 Uu= 2 X0 0els © 1L
"él/x r=1 f s=
o0 CQ l
(111) U= 2 2L 1als “ 1t
ngyx Bor=lFos=t
(112) am X AN 7
n=y Jx L r=1 p s=l1
ist
5
(113 U{x) =B Uy -+BUj;+B Uy +B Uy +Bx?log x.
Beweis: Auf die in (100) auftretenden Integrale wende ich Hilfs-
satz 3 an mit: uy=m? u,=x, g[u)=¢{(~—p) |
m J’
5
5 4r &
hiu =U4 A Vs =,
(v) cos (Nll u -+ 4)
1301 \
2nru
114 S, =—-= 2 ginl{ T —p} ! —
(114) x (1) E;rsm{ I (m B)J,tk(u) hy),

Ebenso wende ich auf die in (101) autretenden Integrale Hilissatz 3 an

mit: ¥ = 12, Uy == X, g(u):gp I(i.._a)l'_l

\\n N’
216

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 31
2
h[u]=u4.\cos(—' 1'§§—l~~),
R j ]
1 1 2=r{u
_—— 22 = —a)l, ) =h().
(115) Sz (1) - ; . sml N (n | () (
, [e5e] 1 ® {
U:2="—‘1" z mZb_ys * lim z——
T m=yx =t . k=00 r=1 t
f 3 27r{u 4T
><fu4sm{—1‘\'7(;—p> }Acos (\7\7 Vs )du (100, 52, 114)
[ele] 18 ’
—B Y mXlbls 2t
mgl/.x S=1
x 5
X lfu sm{~‘-<ﬂ——(ﬁ>}¢lcos(—— 1’su—]-—)du
m
Tys
(=] [ee] _l
116) =B 2. nX X lbls
neys =L s=l
-2 f2=r|u \ 4z o ®\ g |
4 "= —silA 22V su+-—)du
XlJu SmlN(n B)] cos(NL —|—4)
- R | 5
U — 1 DT 2 05 7T i D,
- T onsyx 1L S=L k=00 =1 1
X9
Tl 2% \a (— Su >du (101, 52, 115)
Xfu sml Y (n J)I cos N‘ +
jee] [aw] _l
iy =8 2 ED A ¥p s
,,§1,TIZ r=1 f s=
217
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— Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 33
r 3 [2mr (2 ] X5
><1fu4sm »(—I—a) Acos( Vs 14— )dz: =\ TTE ‘[2“”(_”__3\ F“_L}A [47E d1§
J AT I N :Uu expl v 7 1)—‘,—4 expl ; ;sy} z7
2 4 — ] X5 i ) R
(86) ZSIHI——(——B)}ACOS(— 1/511—}——) ~oFtE fzﬁrz(u =i [ 4mi —)

u PR = —3)—=—14 2" Vsuldu 118
lN N 4 “i‘J exPl N n ﬂ) 4I exPl N‘ f ( )
1 ( wri<zz 1 I 2rrifu |
= *-@) - — exp —-~~~-~—-('~ - ) ) L XS g . _,

Y N \n J | N \n | _ ‘fll4T'exp‘lzhrlulAEXpJ‘l"tl"rldu
; , | | Nn | N |
X(Aexpl** 12 —l—-—)—{—Aepr—w Vs ])
! N AT (2R (AT )
-]r‘ ' u p uldexp! —-—\Vsu'ldu:
=-—1—<e szm(_u__ )]_ex [ 2mri ) Ly | Na | \
21 | N \u | p[ N \N f) . .
. "~:—+E iogn i y’? | I %—,—F izu —izyn |
% e 4mi 1 ami ) = j e d”":EJ“ e e ul
et Aexp N SZII—|—€ 4Aexp{v——7v_‘/sy[> (119) L t Ly
Iy NN 17—
_i(eXPpﬁ”(” @)_{_,ﬂt A {411[ . _‘IE]_*“XIE: (1061108)-
- N — — —_— ’ex —
2\ N e 4} Y ‘/“’} (120) Uyy—=BUy~+B Uy, Us=BUsy—B Us (116,117,119, 109—112).
. . . 0
— exp {__ g:&y(%_ )Aﬂ}Aexp '{__4@ /s u} (113) folgt aus (91), (97), (102) und (120).
Hilfssatz 16: Mit
2rriflu i 4ni — y -
+9XP{ (“—B>—~}Aexpj_i /S 1 l 1 (—F 1 co 1 oo 1
N n AT Y (121) U=Ys 2 XY ads flUgl
E=0 P nr= r=1
2w ri wi i —
—“’XP{_“"%T(‘Tl“@)“f“%}i\exp.{i‘l;/sul) L 121, -1
N J {122) U4=Zx Z = =2 bsis T lE]
) E=0 névx nr=i 7 os=t
(118) =z<(exPI%‘.Lf(__ ) L) g oxp |47 i)
v | @+4J explNl/.suI y
3
+3;(exp!2ﬁ”(ﬂ—z——[B)—E]Aexp.[_f’fff E'z}']) (123) Ux)=BU,+BU,+ Bx*log x.
SRR 4I ' [ ' Beweis:
Ux'}” 2570 ) 4 1LY i
u sin { —— w—p) A L Uy= Bx - — bels *|If
{ v, (n i cos(N ysu - " du (124) 15 gx_ﬂ: H_Z_l\ | 1751 {109),
219
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34 A, Walfisz. Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V.
O (2]
. 1 1 - Ve 7 42E —S——jE
(125) Us=Bx D - Zl r_;’b"‘s ““ L o (132) — B Min (5; f et Tdy 4 Bt (131).
=
(123) folgt aus (113), (124), (111), (121}, (125), (112) und (122). n
1) Es selmg—z—
Hilfssatz 17:
/% S g ; 2 % Z4E
(126) /=B Min (‘ X f) T s ; f de™ T 1 B gt (132)
" — T 3
. r n - E =+E N e 2 s ;
(127) 1:BM1n(]/——;]/—)w2x -+ Bx? fir - < o<y2x , —+E —4E —+E
n r 2 \l (133) :sz; Il_l—!—B-’C4 ___Bx4 ’l—l
5
(128) I=Bx *Fhy 0 =y2x. : 2 4E xS -
I=J u - dei;u—{;i:l/u-i-lmj - u _ —delpﬂili u [129)
Beweis: A Py ) zi(Pi' = '
" 2Vu+1 2V
X 5 A .
2 4E i + i s}/uF1 +ioy )
(129) 1=fu PR (e— VA '”) du (108, 86). Sie Sz 5
Lo —B-= R =Bx* ' (07
4 G ©
O 7 I
x5 2+ 5 n n
h_‘_ — e e, -
fua; Eeiputful/u-l-l du =f[”_ X +E eiﬁ[u—llilalflz du 5
n 1 (134) =B x* nrt {106).
x 5
; -+ "+E 133 d (134).
(130) =e_”’fu4 ,PZH_M/H dutBxt (126) folgt aus (133) und (134)
L 2) Es sei—§<m<m,
x 5 x 5
2ee Sie -
flt4 el u gy gielua V) 4 (107) Vit e Ve Vi
-5 7, 2
n nt (135) J e‘p[uim)vdll’—:f + f =11+]z,
r 4 i 4
(131) — Bf p o gy fopal=V s jate>Ve
[ ’
o as, B . 11=3(m2+x8)x5{fcos(pzﬁ)du +Usin(pu2)du } (135),
1=(e—lp_ 1]]” 4 e ipxlj_—irﬂ/u dl& _]_an; (129' 130) .
n
220 )

wo iiber je ein geeignetes Intervall integriert wird
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L 1 —«—]—E -1
w?xfp 24Bx® o ?
vy LY.

2
L= B g phluder
: 2ip(nt o

n

{135)

"
ooV

e o)
(137) =Bx* 'x *=Bx" o
Ve 1 1 Tip L Sk
(138) f u? 27
n

T gy Bo’xFp P4Bx® p PHBx

j~=

£

3) Es sei mgvfé”_f.

d eip(u:l:m]ﬂl

(139) =Bx* 7'x =pBx* !,

i+E s
I=BMin (1; p™) x* +Bx* =Bx* (132, 139),

222

(135-137).

icm

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 37
Beweis von (I}
7
1 oo 4 o0 -
—E 1 1 4
x T Yy lbds
E=0 <i'l‘j_ r=1 §=1
n=Vx n
ws
9 ~o 7
3 v co _x
=Bx* Y 131 pmin (—’f— i) Meds ! (126)
sl =104 A r] &
Ty 18 Vi
— Bt AN 1 tx on
=Bx ; l;l‘ 1n( P ) (83)
n=Vx
T 11 > 1 1Vx
1 X
=Bx* > ——+Bx* - ) ——-
24 niir + 24 ; ron "
n‘él’rx— rz>l/;
vy 1 1
n
+Bx* _) ==
472 n ;x r r
]/x<n§x
5 5 z 3
(140) =Bx>+Bx?logx+Bx* =Bx? logx.
1 = 1 [oe) _x
VeES YL X s
= Y L= =1
n=nE P ocac Vg
2
ki — 271 3
=sz 1yt Z [bs] 5 le(l/L;]/i)nzs*r 2—{—x2]
o =R e (7 2 1 n r I
n=Vx T&s "
(127, 107)
S0 2 —
2 r n
=BxY 231 ' M —;]/— b
X Tmal) L)/ ) 3 it
nél/: T
5 00 z
+Bx?logx Z—l— Z g s *
r=1 I r
s>
223
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18 A, Walfisz.
5 3
5 oo _9_ 2 2 oo 3
2 . 2 A Bxtlo x~2r 2
=Bx ntyr M:n({ / )" ra g

(83)

5

s 3 — s
=Bx* Y LN Min(]/%;]/%—)—!—szlogx

n=V
5 1/»~] LR
PR A Pl p Bx? logx
=B Ly T
s 5 5
(14) =Bz’ Y 1%L Bx?logx—Bux’ logix.
Y n
1 . o) { o0 _1
xE — ) = b s * ||
; ;— n ,Z, 7 SZ_—_L_[ |
= m_>;'/2x
9 o) 1 L
— Bxt 20N s f (128,107)
Pl
9 [ore) JNE S T
=Bx* —LZ-I—x fr Pal=
pfly LT
co 3 9
1
142) =Bx ) ﬁgr - Bx! 83).
nsVz r=1
1 1 o) 1 K _.7_ ER
143 Y &2 Y LN LN =Bx? ogrx (140—142).
F=0 wsVe L= gir=)
5 s
(144) Up=Bx" log’ %, Uy=Bx" log’x (121,122, 143).
(III) folgt aus (123) und (144).
224
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§ 3.

Ich habe nachzuweisen, dass die Konstante % in (I) stets positiv
sein muss. Hierzu ist es nétig, Formen in mehr als vier Verinderlichen
zu betrachten. Es sei k=4,

]

Z l.lg;, Ilg Hp
1

gh=

(145) Q=

(@gn = ang ganzzahlig)

eine positiv definite quadratische Form der Determinante D. Die Anzahl
A(x) der Gitterpunkte 5 (0,...,0) im abgeschlossenen Ellipsoid Q=u
ist dann wieder durch (2), mit u statt X, gegeben. Das Ellipsoidvolumen
ist diesmal

also der Gitterrest

(146) (#>0).

gu

1DI‘( +1)

Hilfssatz 18:
p=pgo, so dass

Zu jedem Q mit k=12 gibt es eine positive Zahl

x

(147) J P ) duz=p x4+ B2

Beweis: Es sei 72 eine natitrliche Zahl. Wegen £= 12 gilt dann
nach Formel (27) von Eny fir n<#<n-+1 mit einem geeigneten reel-
len e, =B

£ k k k
_2 £ L k _,
Py=———--"——u® Y@)te,u® +Bu’
— [k
VDI (*)
\ 2
n+-1 ® n+1 n+1i
P2 (u) d = 4f WP W) du-+ B f 2o (u) du
7 pr* (f-) i n
2

15. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 225
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nt nrl

+ enef W Pdu+ Bf W2 du

n

& n41 n1 .
(148 =——— f W () du - B f W4 ) du - B .
D I? (E) n n
2
n41 n-1 ,
(149) f e by duy= f (u’”z — Y d)du =2~ e (28),
n+1 & n41
f Pujdu=—— | &) du-+ B (149,150),
; Dﬂi%
\ 2
z [=] k [«]
fl’z (W) du gf P () du= —;Tf W) du- Bt
5 ; DI (.2_) §
. I Is]

N k—2 pafi2y 1] b2
= x fu du—JrBfu {4: ) 12]du+Bx
0

Flk '
= ; B (28).
12DT* (?) k—1)

Hilfssatz 19: Es sei k=4, Q durch (145) gegeben,

(150) Q= Q4 ri,
Pr der zu Q; gehirige Gitterrest, Dy=D die Determinante von Q. Dann isl
A A ' 2oz L i
(151) fpg(u)duszfPs(u)dquBx 2{fP2[tL}du} ® 4By
0 0 0

226
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Beweis:

e (150)
Q== 0=U = 0=Q+n] v
— > 1is
0=n*=x 0=QEx—nt
%
ey s ]
= >l =)’ L Px—n)+Bl4B  (149)
°§”‘§*'1D1(— -1 l
ZTT_ ‘ Z (x—n?)? 4 Z Plx—nm)+BVx,
VDT (~ 4+ 1) osm=l % S
2 /
Z LI LA r_,
L (x—ny’t= (x—u)?du+Bx?
Vi

(Eulersche Summenformel)

N

k
[{—=--1) &n £y
'z (2 ) X2

2 2
=Rt TR
| [t ST
Y
L2z} LAt £
EZ 2 2
ZI=~—k—T—x -+ Z Px—n)+Bx
Q =x VDT (i_ + 1) o<V =
2
kit k1
n2 2
Z1=——-7~—._—x +Pi(x) (146 mit k-1 statt &),
Q== VDT (~—+1 + 1)
2
A
Pr)= Y Plu—ny+Bu’ (@>0),

olnl=V 2

227
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42 A Wallisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 43
pd ~ Durch mehrfache Anwendung von Hilfssatz 19 folgt dann fiir die
o
fl"} (@ydu= { Z P (u—n)P(a—rnj)+ zugehérigen Gitterreste Pr, Py, ..., Py
| ol =V
¢ 0 0|V 7 x 143 243 4 4
\ fP;(u)du:ox +ol\x ?/+olx =0 x),
1 k=2
+B Y Pa—m)e® +Bu Jl.afu b |
osin=yn " 144] S.4 5 ( 5
fl’f,(u]du::ox Jolx? *]io x):o‘,x cee
x . )
= Z Pu—m)P(u—njdu
[==PRETr - e () ! ( )
oy Max( 93] fP%,m(zz]dzz=o<x )—l—o(‘xz 2)+o X ):o % }
Ay x Bt 0
+Bx ’ Zlfﬁ Pu—n)|du+ Bx wihrend nach (147) mit =12
o=y

n?

ey g fw(u]du }%+ of szz(u]du=9(x)
="

¥ Y sein muss.
ko % pd L P
+Bx? Z | fpz(u)dufdu }2 +Bx Der Strich bei Summen, die tiber v; und v laufen, soll andeuten
e y dass tiberdies (v;, v.)=1 verlangt wird.
Beweis von (IV):
x i[ x 1_17 p—
— 2 1 2 P2 2 &,
(151) Bfo mydut+Bx lf (u)afuI +Bx . (152) >“ 1 _5 (das ist Ty (39)).
8 0 SR 2
191 XY 19t
(153) =L L L L= DT D =
Gesetzt nun, die Kounstante » in (I) wiirde fir ein geeignetes @ 67 = 4% =Y
der Gestalt (1) verschwinden, Das gibe { =2 5z
= === (17, 152)
. 5 6726 2 6
P2(u)du=Bx?log® x=o0(x%) =2
[P og? 5= 0 (+) 54 _s

§ 432"

Ich bilde nun zu diesem Q die Formen :

x 3 5
f 2 (u)du:(é-}-).o)x L Bx’logx (20, 16, 1I, 153)
Qr=Q+n, Qu=Qr+n2, ..., Quir=Quir+nz2. § !

228 229
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5

) — 20 Y% +B x%logx (154).

[ch fiihre jetzt einige Bezeichnungen ein, die fiir den Rest dieses
Paragraphen und fiir § 5 dienen sollen. .Ich erinnere zunichst an die
Definitionen (21) und (24) — (26) der vier Formen Q»(0=m =3}, sowie an
die zugehdrigen Gitterpunktanzahlen Ay (x) und Gitterreste Pn(x). £, 1, 1
mdgen ganze Zahlen bezeichnen; hierbei sei/Z =0, 22>0, # >0 und
iiberdies ungerade, Ich setze

() = Z 1

(die Darstellungsanzahl von 7 durch Qn),

(155) 0=m=3)

(156) si)= Y. a

ab=n

(die Teilersumme von 7). Alle Kongruenzen sind mod 2 gemeint.

Beweis von (V}: Fir n=2"u ist nach Jacobi?)

(157) ro(n)=80 (n) fiir h=0,=240(u) fiir 1>>0,
AW=YrMm (2155
=8 Y at24 Y a  (157,156)
P st

=8S8(x1,1,2)4245(x;1,2,2) (5),
Py(x)=8T(x;1, 1,2)+24T(x1, 2,2)
{(vgl. den Ubergang voﬁ (10) zu (13)),

X x X
(158) fP%['y]d'U=2sz2(ﬂ;1,I,Z)d'v—l—zﬁ-32fT2('u;1,2,2)df0
0 0 0

) Vgl z
Zahlentheorie”
230

B. P, Bachmann ,Niedere Zahlentheorie. Zweiter Teil, Additive
(Leipzig 1910), S, 353 —354,

icm

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 45

Py ~3J T 1,1,2) T{w:1,2,2)d v~ B.

(159) (das ist 73 (115)).
(160) (159},
(161) (159, 160).
18 5 & 88,
MLLL 2 =——Nd vitvz Y b cos {m e (y — v 17)
6= é'c—l! vap vg=1 =t
vatl=1, vt
1 §2 PRt 2;? 2
= 9 d- Vi V2 P‘_
ert XU L
=1 =
(162) —LE37_ T e
6z°8 2 6 192
1 (o] Y 2 [ole] 2
2M1,2,1,2; 2) = 6')2 a2 vi2va Z[L cos {mp (v, — va)} an
=1 et =
Py om0
1 Sz 2Ny, 2 P
= 2 Viovr Yy p (= 1T
6 =" =y =
d=0
1SR L, .83 o
= 23 (— )7
2 L
1 X 2;1 2+ S (r,:) 2 f -—z)
_— v 2y w — viZvg IR N TS
144 4 144 Z ; e
I vy =0 p
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46 A \X/alhsz
=2 y 2 2 =2 3 —2 =2
= Vi Vg — Vi Va
864,42, 1728 4=,

[oe) [sie} :
- I B N v""v‘z):l—« 161,1
(163) 364(.2 ViV Z v ™ (161, 160).

1 CO 2 C"JI 2 2 oD ) { }
M1 1L,1,22)=-—)"d" viove Y P cosim D[V —Vy) (17)
et X, T
vyd=1, wi==1
18, < ( —
=—3%d vty e N
6% = Z—l ; ;
d=1 vi=1, v=0 =0 p=1
ﬁ2 2 ﬁi
(164) —lnir__ (160).
6728 212 1152

fl’g[v)dvz

221,11, 1;2)+2- 322 (1,2,1,2;2) 27 - 32 (1, 1,1, 2;2)) &°

§
5
+Bx® log x (158, 16, I1)
5
W) % ~x3+Bx2 log x (162-164).
§ 4.

Ich habe (VI) fiir das Integral (22) nachzuweisen. v bedeute in die-
sem Paragraphen eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Hilfssatz 20: Mit

(165) r,= Max( i bﬂ)
ist
2 1 d 21 u
166)  Vi()=2 - xd Lo RN .
(%} 3 + Zaabfq)(a)i)(b)n du
o=V oy x r,
' sV
232
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+e Z_-f(?)(”

vdu-+t+ 2 %f Ly j; )lldll

a=V 2 x V2 x
b=V b=V
5
abf 2“ 5 du—}—Bx log .
gl
Beweis: Genau wie der von Hilfssatz 2, unter Benutzung von

—Tw="21
2

a=V u

Ich setze zur Abkiirzung

tu Z mu<\£) |

1

3 bv;(%)+311 firu=1 (29,20,28).

b=Vu

(167) Ri=) & —— (n=1)
= =T
(a. 2" h)=d
Hilfssatz 21:
572  n=?
168 R,=2" )
(168) =T -+ 4
Beweis: 1) Es sei n=1,
o9 (=) 1 (167)
(169) Ri=) a —
a=1 ;,:x a® b
(a,2b)=d
e [ i‘a‘ 1 W @
w <SelS 4F ) cenia
; .aZb:i =_, ab
(a,28)=d @ 2b)=d
a =10 (mod 2) a=1(mod2)
- G (<) 1
= 2 ich habe d, a h 2d, 2a
) g ;M Z‘=14agb3 (170; ich habe dure
> (a’,b]*d

ersetzt)
233
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o 4 ©0 2 2
1 1 w5 5n
(172) =Z_° —— = = (152),
£l a? o b* 6 2 12
(a, b)=
(o] (&) 1
RO — a Z sy 170)
d=1 a, b
d=1(mod?) (a,b)=d
2= 1{mod 2)
[ 1 (o] 1 T 7!2
(173) =y} = —=—2=—(159)
= " 2 b=t a*b 4
d=1(mod 2) (a, b)=1
a==1(mod 2}
572 = 2=
174 R="—+4+—= 170, 172, 173).
(174) =0 + y 3 ( )
2) Es sei n>1. Dann setze ich (168) voraus und wende In-
duktion n—n-41 an.
(=< (o] 1
Ry :d;d- P —5 (67

(a, 2+ 1) =a

co co o 1
1715y =\'a? + Z ) =R, 1 RO
sy =1 =Y @ b R

(a, 27+ 1 p)=a @2n+1p=a

a=0{mod2”2+1

COo CO
2 . 1 .
Rr[z“ﬂu:Z 22422 Z pryEEYry (175; ich habe d,a durch 2#+1d,
d=1 ab=1 a
(@ b)=d
20+ 1g ersetzt)
6) =Rw=3"" (171, 172,
12
y & .S 1
R, =3 &
D IRDYR

(z,2M)=d
a =0 (mod 27t 1)

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 49

jee] 0
—R-Fe s
e Ll 2 b
a=1 ab=1
(a,2"b)=4d
a=0(mod2 7T Y

(175, 167)

cC fole)]
—1__ [iCh habe d’ a durch 27 d, o1y
22n+2a2 b2

=1 a5=1
Ra, By =d
ersetzt)
A =2
(177) =Rn—%}?1=—(i—‘—1—)-—— (169, 168, 174).
5x? (n-+1)=°
Ryi1= ! (175 — 177).
AT R )
Hilfssatz 22
2—1 x—rr & 1
178 J. = -
(178) 3x? Z ab m;I mn
“g/ﬂ‘ Pmb=na
b=Vaz
5
5+39= T
179 _——X Bx  log x.
(179) 432 + g
Beweis:
Y —2 3__ p3 v H)2
j,=2 2 X —rf a2 b (178, 59)
9 Ve ab 2:ab
bgl’/x
y 2 _3 vb‘2
(180) —le Yy @& 1% rl@2if
36 vy @0 36,y @b
b=Vx b=Vx
v b)? o 1
(181) 2_ [0,92 2] = Z_dq Z_- 2 p2
ggl/‘z"x atb din’x agl/z_".t a
hgl’f:b b;’_l/ x
0,270 =d
1 1 o 1 1
) 1 — a2 -
ey iy ey 25T b
d<V 2y aszv_v B> Ve d<,1/7‘§ a= b>£
@, 2 b)=d a
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(184)

236

—RyBlogx 5=, va?, Bl

P

i (a2 by 5 Z

o0 (o] 1 :(;
dz_q @ a,/Z a8 Z * 2 ar i
(a, 2 b)=d a>=>Vay

A. Waliisz.
= B 1 _ B log_x
Vi a=vVes @ Vx
. 1 1 &
: b2 = Zq_ g Z '{i.l’—ag Z
- a=Vrs Vi b1
(@, 24 b)=d

Vx

F=~ (181 —183)
‘X

%% (167, 168).
Vx

12 4

(a® 4 8 (a, b)>

=YX
6 2
=5 2O e
a,bg)fﬁ a’bt
-5 Y fay_p ¥, Yo
I a=Vrs g eV @O
d-
3 5
B Z}/J4 Z_ wepxt Y g
asVer oV o asvon d
x% (57 | ym? 5
J”=_“(12+—4—)+szlogx (180, 184,185)

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 51

5
2

(179) — (S-F% log .

x3+4Bx
4 -t

Hilfssatz 23:

CO x 5
(186) ES Z L lfcos{Znu(T—”l+i)]uﬂdu =Bx' {og x,
esVaoy @b mE=t mn a 6/
bé]lf? rv
[ole | x » B
(187) A Z 1—‘fcoslzzu(z—’—n—l-i)ludu!=BxZlogx,
agyg @ moa=tmn | . a b/ |
bg;? r
& A . \ 3
(188) Z 2 Z Lij cosJqu(z——{—i)'udu!:szlogx,
asyqy b A=t mn | a b/ |
p=yx r
fole} o 5
89) > ab Y, -L gfcosJZEIZ(z m—[—-n—)]du[=8leogx.
axVrs mtmnl) l a P
b;\}'t\‘w ’

Beweis: Genau wie der von Hilissatz 10. Fiir die linken Sei-
ten von (186) — (189) bekommt man ganz dhnliche Majoranten wie fiir
die dortigen Summen S;; — S.

Hilfssatz 24:

= 5
(190) X LA D S S
<V r @ mn=1 mi
:{VT 2mb=na
co 5
(191) 2 ) —=szlogx,
b ma=t mn
2¥mb=na
a " s
(192) x 2 ab — =Bx’logx
eV s =t
o 2mb=na
b=yYx
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Beweis: Fir die linken Seiten von (190)—(192) ergeben sich
dieselben Majoranten wie bei den Summen S; — S; von Hilfssatz 8,

Hilfssatz 25:

(193)
5
Z _1_1; U'cosjz'cu(z m~—bﬁ>}u du|=Bx"log x,
Vo a mn-—i mH
ab <1pféf Xmb¥na
(194)
x 5
> = mn fcosjz’f“(w—inudu =B’ logx,
abél’,;‘}' @ zv:lz‘:::zlamﬂ r l ¢ b
=Y«
(195)
eosl 2242 Vudal =B
a 1 n 7
—_ — || cos 2ru({———\|ludu=Bx " logx,
— b mmt mn f (a b) |
ubSP[;——x 2 mbEna " v l I ‘
=yVx
(196}
5
Z ab ‘fcos{ Tu (M}v-n—)]du =Bux’logx.
ag]/-ﬂ 2mbn—ﬂ mn b J
mb=kna
b=y

Beweis: Durch einen kleinen Kunstgriff lassen sich die Summen
(193) —(196) auf ganz &hnliche Majoranten zuriickfithren wie S;—S,
des Hilfssatzes 9.Z. B. ist die linke Seite von (193)

(&)
szz_l_z_l_

m a7t
<Vzy @b ma=t mnp|a 20
a b=§‘/1/2}_ 2mbzkna
—Bx m_rr- MBx  fog x (73)
: “gl/x b m;1 mn|a b

mbna

(ich habe 2°b durch &' ersetzt, auf & =0 (mod 2Y) verzichtet und dann
wieder b fiir &’ geschrieben).
238
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Hilissatz 26;

(197) 2 Z f

a<V 2z

5
x8-L-Bx?

2u 5 11 2 du_(5+3v)7:~ log %,
43

o=Vx

5

(198) )q) (%)udu:sz log %,
x 5
(199) % [v‘ 2_u) b ( )udzz_sz log x,
5
(200) abf 2” ‘( )du-—Bx log x.
zzg 2 x
b;l.\

Beweis: Genau wie der von Hilfssatz 11,

kiirzung v
Z' Zl' Zg' 23' j- wfiir

. i f 2w11(%371ﬁ:£).
mn=1 ¥ a b

so lassen sich durch Anwendung der Hilfsséitze 3 und 22— 25 die linken
Seiten von (197) — (200) in die Gestalt setzen

Schreibt man zur Ab-

(o]

¥

m n—t

mn=1

W\
=

Y X

1/-— 2¥ mb=na  2* mbztna
x

o
A

2'1—4

2 ! (Y‘ ! fu-du :

=2 ab\&~'mn

—}«Y L Ll%os@du-—z —Lfllg cos&du)
~2mn 3mn

5

(5+3v) =2 , ry

=" x3 1L Bx® log x
432 + o8

(179,193, 186),
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1 b
— adu
27 a Zlnzn[ -
fzzcoswdu—z {uCOSwdu)

(190,194, 187),

(Z ftzdu+

‘mn

—{-Z L ucosEdu—Z i-hfllcos;bdm)
2mn Smn
(191, 195, 188),

(Zlmnfdu Z fcoswdu~—2 mnfcoswdu)

(192, 196, 189).

kR
=Bx’ logx

2"—-

5

:szlogx

5
=Bx* logx

Beweis von (VI): (166), (197) — (200).

§ 5.

Es verbleiben (VII), (VIII) und (IX). Ich erinnere daran, dass jetzt
u-eine ungerade natiirliche Zahl ist. Auch v sei eine ungerade natiir-
liche Zahl. n, %, @ bedeuten ganze Zahlen; hierbei sei #°>0, £=0.
Stetige Verinderliche bezeichne ich mit £, 2, X, wobei nach wie vor

X=2 ist. Ich setze zur Abkiirzung
wol vt
(201) M=) (—1 ° —1" v=>j@.
usx u=y*4-4w? u=x

Schliesslich erinnere ich an die Definitionen (155), (156) von r,(n),
ry(n), r3(n) und o(n) und an die Definition (19) von S(x).

Hilfssatz 27 (Liouville): Fiir n=2"y ist

(202) ry (n) =45 ()} Fitr n =1, =8's () fiir n=12 2, =240 () Hir A >1;
240

icm
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(203) ry(m)=25(u) fiir n—=u, =40 () fiir n
=240(u) firh>2;

=2u,=80c(u) fiirn=4u,

’rs (M) =c@)~j(u) firn=u=2qz) fiir n=2u,=4s (u) fiir
(204) )
l n=4u,=8q (1) firn=_8u,=240u) fir 1>3.

Beweise: Bei Bachmann L c.”), VII Kap. »Untersuchungen von
Liouville”, §§ 20— 228),

Hilfssatz 28:

(205) Al(x)=4S(x)-4s(§)+ss(§)-—32$(—;i),
(2u6) A[)—ZS(x)-——ZS( )+SS( ) 325(16)
(207)

Aa(x)=3(x)—s(-;i)+ss(1")—325( )+M(x)

Beweis: Es sei n=2"%; alle Kongruenzen seien mod 2 gemeint.
Der Strich bei a- Summen bedeutet, dass iiberdies 2=1 sein soll.

A, (x)= Erl[n]—zi Zc(u}—{—BZ c(u]—{-24Zc(u) (202)

n=x

n=u —zu hA>1

=4 ) s(w)+4 Z 5 ()16 D o (@)

n=x =X dnsx

4 Z’a—l-‘lz a—]—lsz a

abxx 2ab<x

(156)

%) Die von Bachmann beim Beweise von (204) herangezogene Identitit

i1
D0’ i =N

(>0 ungerade; s, x, ¥, z beliebige ganze Zahlen)

PRy -

lauft auf die bekannte Beziehung zwischen den Thetanullwerten
1
'&2 0) '&a 0 '&4 0)= : ’5"1 (0).

in der Bezeichnungsweise von Tannery-Molk, hinaus.

16. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44, 241
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(208) =4 b/'zz—i—4 Z' a-+-16 Z a. Ay (%) — Z [u)—]—zz s (1) —1—42 [u]—f—S () +
ab=x ab< X ap= . n=x n=x n=x
4 n=u n=2u n=4n n—su
Y o= 2a—=2 Y a=28<z), —;—24_25(11) (204, 201)
P @ , s
' =D+ Y olw+2 )4 Y s 16
{209) a=2 “_Z a-—S[z]——ZS( ) = _’_'m = 4; = xgi o wrzx s
ab=z absz ab=z
= =D at Y at2Y ata ati6 Y a (156)
ab=x 2ab=x dab=x Bab=x 16ab=x
Al(x]=4{S(x)—ZS(i)\‘+4{S(—£)—“2 S(i)]-k ' , — . . .
2]/ 2 4/) =>at > at2 Y at4 Y at16 3 a
x X ab=x ab= = ap< X ab= X ab= z
—!—16{8(7) ~-25(?)} (208, 209) : : ¢ :
=Sw—28E) rs[E)—2s i)-{—zls EANPYTEAN
205) =4S(x)~45(§)+85'(§>—325(%«)- (2) <2) (‘4 l (4) (S)J
| tals(E)—2s i)\-uels —’i)-—zs i)l (209)
Ay ()= Z m=23o u)+42 (@48 Y o(w)+24 ) o) (209 ! <8 (16 o (16 (32 J
== = =St9—3(%)+85(5) —a2s(Z).
207) =S () (2 )+ss( 16) 325(32
=2 Z 5(“)“‘222 0 +-4 Z ( +165y () Hilfssatz 29;
=2 Y at2 Y at4 Y ati6 Y a (156) @10) Mx=Bx
ch=x angx ab=x ab=x
! o Beweis:
=2 > at2 PR a+16 ' 3 (v
e ,,b; mz_ ,Z_ MH= Y (1) Yoo (200
2 8 V4w Sx
=2f5[x _gg(i)} gls(i)_zg(i)l fs(ic_>__ S(i)], , . wp T - »
W) g R vy el e F - 1 te=Y (=0t Y 1
oS sV x 0= |wi= é Ve
+1615(-)—25(i\, ' (209
| 16/ v e V]
206) =28(x)— _ X = (=1 (--1) =2, =1 dt
(206) 2S8(x) ( )+ss( ) 32S(16>- o= Vx o= Vi 9
243
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58 A, Waliisz.

q ]

- f at 3 =)

Y t=vsV %
[wa;m;fs?]

2

= :
ey = (—1)° fdf X =1

e=1und3 ot e Vs

4 .
Um die 7 - Summe in (211) abzuschitzen, nehme ich
(212) n=t=syx

an und benutze den folgenden van der Corputschen Satz®):

Es sei @ — - und b_% ganz, a<lb, f(2) im Intervall a<z<b
2

zweimal differenzierbar, f”(2) dort monoton und slels =r oder=—r,
wo r eine positive von z unabhingige Zahl bezeichnet.

Es habe die reelle Funktion ¥ (2) die Periode 1; es sei 7, (2) absolut
=1, im Intervall 0<_2<1 monoton, und

1

fx[z]dz=0.

0

- Dann gibt es eine absolute Konstante ¢ mit der Eigenschaft

(213) ’ 2 7{f(m)}’<c(fb?/ "2)|d -7
adms ) |f@)dz~+r )
Das wende ich an mit
N _3 _ Yx—e 1
214 =[5 [

1

(215) f(z)=§Vx—[4z+s)ﬂ. r=x ", y@=(—1)P7.

Dann ist alles in Ordnung, denn es gilt

. ) J. G. van der Corput ,Zahlentheoretische Abschitzungen mit Anwendung auf
Gitterpunktprobleme* [Mathematische Zeitschrift 17 (1923), S, 250—259], Satz 5 mit k=2,
244 .
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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. V. 59

a= [“—ZEJ —3 <o (),

_3 3 b
@) =—dx{x—(dztep} ‘=—ax ‘s=—x °’
Zugleich ergibt sich
3 1 _t
fL"Uf"_(z]}dz=Bxsj {x—@zte2) dz
RIPEE _1 Ay 4
:Bxsf (x— 2% 'dz=Bx" ‘A (x—2z% *dz
4a-+= 5
E 1t K
(216) =Bx3f(1—z‘3] *dz=RBx?,
0 .
L i El
(217) 3 s fm)) =Bx’ L Bx"=Bx’(213, 216, 215),
a<m<h
(218) —1) = > 7{ftm}+B=Bx
TtV e
4 4
(214, 215, 217).
—1 V¥
M(x)= Z [vl)'2 fdt Z _ +Byx (211)
€=l und 3 11 t:f_gmgl_x_—z
11 5

=Bx" ‘+Byx=Bx’ (28).

Hilfssatz 30:

(219) Pl[x)=4T(x)—4T(%)+8T(—;C—)432T(§),
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60 A, \X/alfisz. N
X
(220) Pz[x]—ZT(x -—z:r( )+8T(§«)—32T(E)‘
s
X 6
—327(X)+B
(221) P, ()= ( )+8T< ) 32T(32)+ »
Beweis: (205), (206), (207), (210).

Beweis von (VI):

8x x
2—7[1% (z)dz=z—4fpf(s,z)dz=
) v

0
=f{T(8z]—T(4z)+2 T(22)—2° T(2))2dz--B (219)

:le(Sz)dz+fTﬂ (4z]dz+22fT2[2z)ziz+2“fTE[z]a!z
1] 1} 0 0

—sz(Sz}T(4z]dz+220fT(8z)T[22]dz——240f7‘(82] T(2)dz

x E3 X

~2 [ T T(2z)dz—l—2*fT(4z]T(Z]dz'—ZBIT[“] T(z)dz+B
0 0

Iy,
[0

=23 V(8x)4-22V (dx) 2V, (2x) 42V, (x) =21V, (4 %)

+2Va2x) -2t V) —2 Vi (2x)+ 2! Vo (x) —2° V, (x)+ B (22)
,
=254 Bx Tlogx (VI),
f 5
P2(z)d z == %(_.) +Bx log x
0
o 3
(VI ———%xa—f—szlogx.
246
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61

Beweis von (VII):
léx :
26 / P.2(z)dz =22 { P.?

o o/
0 0

(16 2) dz =

T(162)— T(82)--4T(22)—16 T(2) }

0
x z
»

j (16z]dz—[—fT° (82) Az 2* [ T @2)dz+25 IJT‘-’(z)dz

0 o 0

dz-+B  (220)

N

{T{lﬁz)T(Sz]dz-— '

0 [

—2

x x

0
=274V, (16x)+ 23V, (84 +2° V,(2x) 25 V, (x)—2 2 V, (8 x)
+22V,2x) =22 V() — 22V, 25) 42 Vy () — 2V (%) +- B (22)

3

2= x*+ Bx 2

log x (vl,

x

~ 3.2 13
[Prmae=2ZZ 2r (i ) 1 Bx
3 16

0

©] o

log x

5

72 2
=—x}+Bx
24 -

(Vi log x.

Beweis von (IX):

x 5 X x 5 1
=g [1r(Z\l aemsl [ rmaz [0 az)?
o=v=5) J}T( 2)‘z dz_BlfT[z]dz Jz dz],
[ 0 0
_;‘3_4__8_ 17
(222) Bx® S —Bx' vy,

231 T(162) TRz dz—2° fT(léz) T(z)dz

—~23J T8z T(2z)dz+23fT(Sz] T(z)dzf27f TR22)T(g)dz-+-B
0 o
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62 A, Walfisz. L

: % n

fP;[z)dz=J { T(2)— T( )—I—8T( )-32r(—3%> } dz+Bx

’ ' (221, 229),
32x

—SIP (z)dz_f& (322) dz~—f1‘~(32z]dz

+fTHléz)dz—[—Z"fT2(2z)dz—!~2’°fTﬂ(z)dz
0 0 o

X

——2fT(3Zz] T(162)dz +24f T(322) T(22)dz
0

0
—26fT(322]T(z]dz——24fT(16z] TR22)d
0

X X g

S+ fT(léz) T(z)dz-——Z-"fT[Zz] T@dz+Bx °

[ 0

=275V, (32X) 4274 V, (16 1) 4 2° V, (2 + 200 V, (%) —2 3 V, (16 %)
1

+2Vi2X) =2V, () —20 V2 0) 420V, () — 2V, () - Bx " (22)

_ 2
x3 -+ Bx VD,

x 17

fp ()dz—2°23 ( )—[—Bx

0
17

___xa B
96 + *

5

~2
(IX) =2 % L Bx 106t
) 96x +Bx "logzx (1),

Radosé, den 11, August 1935,

(Eingegangen am 20, August 1935.)

248

Singular moduli (4).

By

G. N. Watson (Birmingham),

In this paper I give some arithmetical developments of the theore-
tical researches on singular moduli and class-invariants due to Kro-
necker and Dedekind. A full account of these researches is to be
found in Weber's Algebra [15]. %)

In the ordinary notation of elliptic functions write

g=ei=, [[5)>0, g1 <1]
fe=g73 T4 g, fi0=¢ 5 T1—gm,

-

1 co

fz(r)_—.ZE q12 l] 1—-}—(]2’" —2 qu H(l—[]‘*’”*’)‘
so that
L=/
F@fi(fsw)= 2

and let j(r) be Dedekind’s invariant such that 2 (z}, — f,2¢(x), — />* (1)
are the roots of the equation

{x—16)*—x/ (s} ==0.

Let 7 be an integer of the form 8 m—1; and let the number of ge-
nera of classes of quadratic forms of negative determinant —n be N,
the number of classes in each genus being %; and let Nk =4. In the

1) Numbers following authors’ names refer to the bibliography at the end of the
paper,
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