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jede s, — fache Hauptgerade f, des Biindels (W.) zu einer 2s,— tachen
Erzeugende besilzl.

8. Eigenschaften der sechs Strahlenbiindel. Betrachtet mar,
sechs Strahlenbiindel

(1) (W) % (W (W) = (W) (Wy), . (Wom" (W.) (e=1,2,3, 4,5)

welche den Relationen (1), (2) und (3) in Nr. 1 geniigen und voneinan-
der verschiedene Scheitelpunkte W,, W: besitzen, so kann man fragen,
wie oft sechs homologe Strahlen dieser Biindel je eine Gerade schneiden

Gegeben sind “solche Erzeugende a,... der in Nr. 6 betrachteten
Regelfliche 4 (2 7 3). Grades &, welche simtliche Quintupel @,a,a,0,q,, ...
der Biindel (W) und (W.), v==1, 2, 3, 4 schneiden. Da aber die Strah-
len a.,... des Biindels (W,) eine Kegelfliche A' (Nr. 7) erzeugen, so
folgt unmittelbar aus der Kollineation (W.)x(W;), dass die Strahlen
s, ... des Biindels (W;) auch eine Kegeliliche A" von 2 (-} 4). Ordnung
und vom 4(47-}5). Geschlechts erzeugen. Jeder Erzeugende a der
Fliche @ ordnen wir — vermittelst des Quintupels @, a; a, @, @, — eine
einzige Erzeugende a; des Kegels A’ zu, und jeder Geraden a, dieses
Kegels ordnen wir eine einzige Gerade ¢ der Fliche @ zu. Aus der so
konstruierten Korrespondenz (1,1) zwischen den Erzeugenden der Fli-
chen @ und 4° folgt nach dem Grundsatze von Clebsch -- dass die in Nr. 6
untersuchte Regelfliche @ vom Geschlecht 4(4n - 5) ist, w. z. b. w.

In dieser (1,1) — deutigen Korrespondenz gibt es™) im Allgemeinen
4(2n+3)+2(n+44) =10 (1+2) solche Paare homologer Strahlen ¢
und ¢, ..., welche sich in je einem Punkte schneiden. Die Erzeugende
¢ der Flache & trifit also fiinf homologe Geraden ¢, ¢; ¢, ¢; ¢, und die
Erzeugende ¢; des Kegels A% Es ergibt sich folgender Satz:

Sind zwischen dem Strahlenbiindel (W,) und jedem von Fiinf kollinea-
ren Strahlenbiindeln (W.), v=1, 2, 3, 4, 5 — deren Scheitelpunkte belie-
big und voneinander verschieden sind — allgemeine Cremonasche Ver-
wandischaften n-ten Grades festgestellt, so gibt es im Allgemeinen 10 (1--2)

solche Geraden, dass jede von ihnen je sechs “homologe Strahlen dieser
Biindel schneidet,

¥) A, Plamitzer, L ¢, 1%, Nr, 2.
152

icm°®

Sur la fonction ordinaire de Green de I'espace
a trois dimensions.

par
Alired Rosenblatt
(Krakoéw).

J'ai étudié, dans une série de travaux publiés aux C. R., au Bul-
letin des Sciences Mathématiques, aux Rendiconti dei Lincei, aux
Annali di Matematica, aux Annales de 1'Ecole Normale Supérieure,
au Bulletin - de la Société Mathématique de Gréce, l'application de la
méthode des approximations successives de M. Emile Picard aux
équations différentielles. J'ai donné, dans ces travaux, des généralisa-
tions des théorémes classiques de M, Picard en envisageant les équa-
tions aux dérivées partielles du type elliptique du second ordre, les
équations bi-et m-harmoniques, les équations de la propagation de
la chaleur etc. Comme une partie importante de 'oeuvre mathématique
de Léon Lichtenstein est consacrée a l'étude des équations du
type elliptique et a la théorie du potentiel je publie, sur l'invitation
aimable de M. S, Dickstein, volontiers les résultats de mes recher-
ches récentes sur la fonction de Green ordinaire dans I'espace
euclidien & trois dimensions dans le Volume des Prace matematyczno-
fizyczne dédié 4 la mémoire de I'éminent géometre.

Je remarque de suite que les résultats que je vais présenter ici
sont loin d'étre satisfaisants et je me réserve d'y revenir ailleurs en
les précisant, développant et simplifiant et en les appliquant aux équa-
tions differentielles du type elliptique du second ordre & trois variables
indépendantes.

1. Je rappelle tout d'abord que dans une Note des C. R. du
5/11.34 ,Sur l'application de la méthode des approximations successives
de M. Picard a l'éstude des équations du second ordre -elliptiques et
non lindaires & trois variables indépendantes” dont les résultats for-
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ment I'objet d'un travail & paraitre dans le Bulletin des Sciences Ma-
thématiques de M. Emile Picard j'ai obtenu des inégalités remplies
par la fonction G (P, P') de Green de le sphére X de rayon R (P pole)
et par ses dérivées. Notamment j'ai obtenu l'inégalité
4ot

1 .
- N atdnae=27"T"
/ fG(P'P)B’H'm sdndt m{1—m)

(1)
ot ¢, & sont les distances de P, P’ de la circonférence C du cercle
et ot l'on a 0<m<(1, l'intégration étant effectuée par rapport a P,
Si I'on ne connaissait pas la fonction de Green de la sphére explicite-

Y

ment, on pourrait parvenir 4 une inégalite de la forme

(2) J= o
ot C est une constante positive en se servant de l'inégalité
200"
(3) G==2
x

oit l'on a r==PP.
Or le but du présent travail dont les résultats ont été communi-
qués dans une Note des C. R. consiste précisément 4 établir I'inégalité

4

B
G=K—-,
rs

K constante positive, valable dans un domaine D général, K ne dépend
que de D.

2. Le domaine D que nous envisagerons sera supposé borné d'un
seul tenant, limité par une surface S de Jordan a plan tangent et
4 courbure partout existants et continus, On supposera que la propriété
suivante est remplie: Il existe un nombre fixe 4>>0 tel qu'en chaque
point M de la surface S la sphére ¥; de rayon A tangente inférieure-
ment reste, i 1'exception de M, toute entiére a lintérieur de S. On sup-
pose de méme que la sphére ¥, du méme rayon A tangente extérieure-
ment & S reste, & l'exception de M, toute entiére & l'extérieur de S.
Soient O, O les centres de ces deux spheéres.

Nous envisagerons en outre la sphére & de rayon a tangente
extérieurement 4 S en M et nous supposerons remplie la relation,

(5)

ma=A4A,

oa 7 sera un nombre “>1 que nous préciserons dans la suite.
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Envisageons maintenant deux points P, P’ arbitraires tous les deux
intérieurs & S et soient ¢, ¢ les distances de ces points de S. Nous
aurons frois cas & distinguer:

1. ¢ et ¢ sont plus grands que %,
2. Un seul de ces nombres est > %.

3. Ancun n'est > %.

3. Il est bien facile d'établir l'inégalité (4) dans les deux pre-
miers cas, En effet, dans le premier cas on a en désignant par D le
diamétre de D

1_Dt 25 2%
r=r a a’
donc il vient
5 a0y
{5) G§4O 7] P .
réa?
Dans le second cas supposons Eég- et soit M le point le plus

voisin de P. Envisageons la sphére X de rayon a tangente extérieure-
ment & S au point M. Le fonction Gy de Green de l'extérieur de %

qui majore la fonction G de Green du domaine D est

Ge=1L_ 2.
= r ar

(6)

d est ici la distance de P du centre A de la sphére I, et r' est
la distance P’ P, oit P est l'image du point P par rapport a 3.

Posons
dr
rl = ";" '
on aura
1 1 r2—r* r:—r

—

r rlwrrl(rJr—rl); 2r8

En désignant par ¢ l'angle PAP on a
rP=d"4d*—2dd coso
ot l'on a @ =AP, D'autre part on a

ri=d*4d*—2dd coso.
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On a .
i=ApP="2.
d
Donc il vient
2dd
r? =-1— (at+d?—a?d® —a*d?a*r?) = zz?’ .,rvzﬂ + 1 (d* —- a?) (d* — a?)
a: d2 42 1
donc
A=rt (@ =) (@ a,
Il vient
0 Oy < — (@ —a¥) (@7 — a¥),
' 2a%r3
Posant
D'=D+2a
on a

d'z . a2§ Dl!_
Il vient donc

Gess IP" 8D 287 oy D"
20t 288 a Triad
donc ‘
.
(8) G=KiZ.
r3

4. Etudions maintenant le froisiéme cas. Pour établir notre iné-
galité (4) nous aurons & nous servir d'un procédé imaginé, il y a long-
temps, par M, S, Zaremba auquel nous devons cette suggestion et qui
consiste & majorer la fonction de Green du domaine D par la fonction
de Green G qui appartient i l'extérieur des deux sphéres X, ¥’ tangen-
tes extérieurement A la surface S de méme rayon 4. Nous aurons
4 cas & distinguer 1) I, Y’ extérieures l'une 4 l'autre, 2) %, X' tangentes
extérieurement, 3) ¥, Y’ se coupent, 4) ¥, ¥ cofncident.

Nous pouvons tout de suite écarter le dernjer cas. En effet dans ce
cas l'inegalité (7) donne tout de suite I'inégalité (8), car on a

4 . d—a= Bv
il vient donec
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Remarquons que 1'on obtient le méme résultat toutes les fois que

l'on a une inégalité
d—o=K?d

oit K>>0 est un nombre fixe.

5. Nous présenterons maintenant quelques remarques géométriques.
simples qui nous seront utiles et que nous avons fait en collaboration
avec M. St. Turski Envisageons la figure géométrique composée des.
deux sphéres ¥, ¥ de centres 4, A’ de rayon & tandentes extérieure-
ment & S. Soit d la distance A A’. Envisageons en outre les 4 sphéres
%, ¥/, %, %/ de rayon A=uma tangentes les 2 premiéres intérieure-
ment en M et en M a S, les 2 derniéres tangentes extérieurement
a Sen ces deux points. Soient O;, O/ les centres des deux sphéres

premiéres et O., O/ ceux des deux sphéres derniéres,
Nous avons

Oi A=(m-1)a, O/ A'=(m+1)aq,

OcA=(m—1)a, O A=(m—1)a.

Evidemment les inégalités

O; M ™>0: M, O/ M™>0/ M
0.M™>0.M, 0. M>0'M
sont remplies. On a aussi
0:0."”>0: O, 0/ 0. >0/ 0.

Désignons par 2,2, 5,5 les angles

L= A"A M, I=x AAM, fe=n—( P=n—10.
et par 6, 6/, 6, 6 les angles
6=« OMM, 6==0/MM §==—66=2—6

Nous avons les formules

0,/ A?—0/ A+ d?

0p A2 — 0, A+ a2 G
2d- 0/ A

, cos
2d-0.A

9} cos .:— =

157


GUEST


6 Alired Rosenblatt.

Or on a
0,4 >0M-—~a>0M—a=0,A4,
O/ A>S0' M—a>0'M —a=0,/4",
donc on a les inégalités

d P d
o o8 I na O Smo e

6. Nous avons ensuite les inégalités

O M2 —O; M 2 .
M +p , €CO§6'==-

{11) cos6=
2p O M 2p- O M

0. M—O0,M>b-p2
Oc M*+-p ,cos6 = 2o T e M T
2p 0. M 2p- 0 M’

0lt nous avons posé

cos 6 ==

MM =p,
On a donc les inégalités
{12) c056<—~, cos 6 P
“o S 3 o
cos6<L—L | cosE <-
2:0.M 2 0 m

On a les relations
AM=a+d —2adcost=a*+p*—2apcos &,

AM?P=a®{-d*—2adcos U=a*4-p>—2apcosb,
donc

a’(d~2acos’;)=p(p~,2a,cos6"),

d{d—2acosl)=p(p—2acos6).
Or on a

——2acoss—-2acosg< *‘.i,.,_
m—1'

—2acost’ =2acos I’ < —L
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—2a cosg'>~-£‘.

m

—2acosg>—;pz—,

donc p
md? m—1) p?

m—1 m

Donc on a l'inégalité
{13)

7. Maintenant on a la formule connue

{14) 4p*=0;0.2-+ 0.0/ — 0; 0> — O/ 0.2+ h* 4’
ot 'on a

hi=0;0,, h.=0.0,.

Il vient
apr>S R,

donc on a
(15) b 2" g he< 2T g,

m—1 m—1

Soit maintenant ® l'angle des normales n=AM, n'= A'M.
d'aprés une formule connue
0,0+ 0, 0% — R —h )

{16) cos 0= —
20,0, 0,0,

Or on a
0,0+ 0,0*=0;0*4- 0,0, -4 p* —h2 — 12,
donc

0, 0% 40, 0 — I —fz= 0; 02+ 0; 02+ 4 p* —2 /2 — 2 12

>8mﬂa?—4p?>8m‘3aﬂ——‘!‘ﬂ——d2
X (m—1)?
Si 'on suppose
(17) d<y2(m—1)a
on a lcos(')[>1~2[m~1)2u2>0.
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Le signe -+ convient ici donc on a
4
0> 1———t
{18) cos ©™> YTy

P

8. Enfin nous majorerons cos {, cos £'. A cette fin notons que l'on a
(19) cos O=—cos { cos '+ sin ¢ sin & cos @,

ol @ est l'angle entre les plans A’AM et A A'M. Si cos&, cosl sont
négatifs on a

- = a o d
c = - cos ¢ cos &' < mmem
| cos & cos»<2(m ] o | = 2(”1“‘1}“
Si cos &, cos & sont positifs on a
) o
sin { sin £ COS’U>COS®>1—— maj,
donc
sing, sin &' >1 — S
” 7 2m—1pa’
donc
/ 2 2 3 L
c0s§<l/1—(1— a )=]/ d'h - et
(2m—1)%a® (m —1)2 @ 4(m—1)'at
_4a
(m—1)a
On a de méme
o d
cos {'<——r
< (m—1)a’

Enfin, si I'on a cos {0, cos £<C 0, on aura

c e a
sin{ sin& eos 0 >1 — ———— 0058 cos ¥
2(m—1)*a®

-

—— —— 0§ & *
2(m—1)%a® 2 [ﬂl . 1](1
done
sin § > 1 — — 4 - — cos & -—___’_{é__.._. s
2(m— 1) 2m—1)a

d? d

—_
Vl—cos?{>1— —— " (45 —
2(m—1)a® 2(m—1)a
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2g 2 . d
1 o8 >1——-~—i————cos= —
2 2(m-—1)a? 2(m—1)a’
. a d?
cos®l— cost — <o,
(m—1)a (m—1)*a®
d 2 a2 2
[cosi—- ] — d —,
2(m—1)a (m—1Pa*  4(m—1)a?
. d 5
(cosé——-——* <~%—15d .
| 2(m—1)a 2{m—1)a
cos &= — d o _154d

2m—1)a ' 2(m—1)a

0=]0]|<1. Donc on a puisque cos:>0 I'inégalité

f i~ d{1+}5) 1-7d
Leoss '<2(m—1)a m—1ja

Nous obtenons donc finalement les inégalités toujours valables

(20) icost], |cos: I<(mi—71]va

9. Etudions maintenant le froisiéme cas, celui ou les 2 sphéres
L ¥ se coupent. Nous distinguerons deux cas selon que lon a les
inégalités
1) 8=kd, ¥=kd, 2) %oud<khd,

olt k£ est un nombre positif que nous pouvons prendre égal i 10.

Etudions d'abord le premier cas. Envisageons la sphére £ de rayon
a tangente en M extérieurement 4 S. Soit G la fonction de Green
de l'extérieur de £. On a la formule (7). Maintenant d<2a, donc

& — a*< 3as.
v

On peut supposer que le point ' est en dehors de la sphére X,
de rayon ¢ tangente au point M intérieurement a la surface S. En effet
si les deux points P et P' étaient i lintérieur des sphéres I, 5,
de centres P’ et P et de rayons ¢, 3, on aurait les inégalités

i=r, i=r,

11, Prace Matemat.-Fizyczne T. 44. 161
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donc on aurait de suite

j o2
o2

G

A
I
i

13

1
r r

Envisageons un systéme rectangulaire d'axes cartésiens dont l'axe
des z coincide avec l'axe A'4A, dont le plan Xz passe par les points
M, P et dont 1'origine S est au milieu du segment A'4A, Les coordonnées
du point P’ sont

. d o ,
x=(a+47?) sint cosv, y=(a-}7&) sin { sin v, z=~—~é— “(a+9) cost,
d
et celles du point A': 0,0, -——é—v On a donc

4 — gt = (@8 sin* ¢+ [d—(a-+7) cos ¢] — a2
= (@ Fd*—2d(a+7) cos {— a* S (a4 3P+ 2d(a+7)
— =¥ A — = +d) Ra+i+d)

, 9a ., 9\9a  9d8(k+1)a
SEFd) =< (8 ) I = 2N
=0 ) 2 ( /z) 2 2k

On a done encore linégalité voulue (4). Méme résultat dans le cas
de 6<kd, 0=kd.

10. Nous pouvons donc supposer §<kd, &' < kd,

Envisageons les plans passant par I'axe des 2. Sur un demi-plan
limité par l'axe des 2 on peut introduire des coordonnées bipolaires
t, 1. Soient B, B’ les points d'intersection du plan passant par l'axe
des z et du cercle fondamental du faiscean de sphéres auquel appar-
tiennent les spheéres X, ¥, Soient &, { les coordonnées sur le plan. On
a alors les coordonnées ¢, —¢ des points B, B, et

_‘——_fi-’—
(21) = ]/a nk

Le paramétre ¢ est donné per la relation

(22) e—t—PB

Il varie de +-co pour le point B jusqu'a 0 pour l'axe des (=2, Quant
au paramétre # il est l'angle BP B’ pour le point P situé dans le plan

& 5 Il est compté de 27 jusqu'a 2%~ 1, pour la moitié positive du de-
162
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miplan, c'est & dire pour {>>0. #, est ici 'angle B PB' positif et moin-
dre quelzi appartenant & l'arc BB’ du cercle K coupé sur ¥ par le

plan envisagé et situé dans la moitié positive (£>>0). Quant & la moi--

tié negative £ >0 du demi-plan, & y est compté de 2n=1, jusqu'a 2=

de sorte que sur l'axe des x la continuité est conservée: on vy au=2m
Enfin v est 'angle du demi-plan mobile avec un demi-plan fixe.
Nous avons dés lors les formules suivantes

csht shit i csinu
23) x*x=—"""—cosv,y=——"— sinv,z=-——m¥ |
chf—cosu chf—cosu chi—cosu
On a donc

Xyt g ch i+ cosu Kyt g ch# +cos u

cht—cosu cht —cosu

La distance 7* s'exprime par la formule suivante
rP=xtty 424 Xy 2 —2x X —2yy — 227 =

—2c chZch? — cos # cos #' — sin ¥ sin #'—sh ¢ sh ¥ cos (v — ')
(ch— cos #) {ch{ — cos ) ’

On a
24) 1 j'chf—cos# . } ch# —cos #' 1 L
r c12 1'R—cos  —u)'
ol
(25) R=chtch?—sh¢sht cos (v —7).

Les points P et P' ont les coordonnées Zpr, Zp, égaux a
d . . d o o
2, = 7——[11—{—0) cos &, zpr=—?+(ﬂ+°) cos .

Mais nous avons montré que l'on a

2d . 2d
| cos & — cos Yl — 22
cos‘<[m_1)a cos <[m—1)a
donc on obtient les inégalités
‘d 3a 2d - d 3a 2d
ZH>——— 5 =422
T m—na ST TS (m—1)a
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On a donc 2p >0, 2, < 0 pourvu que l'on ait
(26) m>6.
Nous avons donc les inégalités
(27 2% 41y, >up > 2%, 27—ty < Uy < 27T,
T >21, >u—u' >0,

L 1 .
12, Nous représentons maintenant — par une intégrale définie
r

au moyen des fonctions coniques ou de Mehler. On a la représen-

tation connue
co

(28) _Lﬁ =1’/§f ch(e—mp (R) dp,

chzy.

qui est valable pour 0 <o <{2%, o=w.—1/, On a
T >U—1 — 7 >—m,

et nous avons la formule

(29) l= Yeht—cosu . yeh# — cos l/lf chp (—u —m) £ (R) d .
r ¢ chm

0

£® (R) est ici la fonction de Mehler donnée par l'intégrale

)
(30) kW (ch 8) = va j ' ,Lﬁi‘;“_”_
T Veh 0 —cha’
On a ici
Rzétel eide d—et of—el _ellqgt ot .
2 2 2 2 2 =

13. 'Nous écrirons maintenant la fonction de Green de l'espace
extérieur aux deux sphéres ¥, Y. La fonction V harmonique égale
1
a — sur les surfaces des deux sphéres est donnée par l'expression

[ee]
B1) Ve=—;Vhi—cosu.y/chi —cosu/ f B (R) w () d p
c ch pm sh2pu,

[l
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ot @ () est la fonction

(32) wp)=ish@Rrtu,—ujp.ch(3zs—u,—u)p+ish(u+u,—2x)p
. ch (w4 —u)p.

On obtient donc la formule suivante
) co
V__t_'gl_l‘l_f—cosu-] ch?' — ccs u'f EW (R)d
- chpn.sh2py, *

1

~fchp(a—u —n)sh 2puy—shp 2541y —u)chp. 37 —up—u)—

shi(u-t+uy—27). chp (rfu,—u)}.
. . N . L 1
Calculons l'expression entre parenthéses. Elle est égale a Y mul-
tiplié par
(g 2ru, o —2p un) [E p{g—ut—z) __ e (—u'—=z) ) - (E e (2z4-u—u)
— e @t} (g Br—t) | p—p Bttt} ) — (g# (atu—27) e
— gt W23 ) (g1 () o o = () ) = g # (2 Gt a)

— p —# 2 mo—utu'+z) _}_ et Br—u—u') _ e — 8 =—u—u') + e i—2 utu~u')

— gt 2 uctu—t) L pp b5 stubu) g —p (5 sutu)
Posons
(34) A=2n4uy—u, AN=u-—-2=z—u),
on aura

err{er(AFA) — pn () p =k () — pr WA} p e — g (A7)
e U — e r (A R AHATY = (gre - g ) [ g+ (AFA)

e AFA) g e (A=A o (A—A) } = (e#* — e ) (e #A —pg —+A) (erd —pg - +AY),

Nous obtenons donc la formule suivante

—— o M '
) Chf—cosk -Ych? —costd [ kW (R)(e™ —e ™) (ebd —e+)
(€™ - o) (2t — e~ 2wty

¢
. [E_U-A' _e*[LA') d P
14. Il s'agit maintenant de majorer G. Majorons d'abord &® (R).
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2 do
k¥ (ch 6 < e
) Vch6— ch @
et on a ’
R<chtcht +-shisht'=ch(t4-7).
Posons
vy p
(36) fld+t)= [ =%
1/ h(+#)—cha'
on aura
G< Yeht—cosu - /cht — cos ' V2 (el* — 714

. f(t+t)f

N o )d .

(e2¥0 — =20ty

Or nous avons les inégalités

37 sh pASpAetd shpd Sp A etd
donc on a :
e}LA_ —wA ep.A'_ —wA’ —w(u—u')
( W o) cqpean 80
(€2t — ¢ 2|wo) 1 —g Aty
Nous introduirons encore les angles suivants
(38) U=u—2n, °U=2x—1u,
qui varient et 0 4 u, et de #, 4 0. Posons

(39) U=u—u =y}, ' -
Nous avons l'intégrale
= 2 gl
(40) J— [ pPedp

1 — e iy

et nous écriyons I'inégalité

. 42 AN - Yehi—
4 o= cos 2 Vcht' —costt .
4y o0 S8y L
15. On a l'inégalité valable pour 0< x
{er= X
1+x'
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ce qui donne
(oo}

1
1<f{;ﬁe—PU—|—4—l;!xe'PU}dp.
0

Or nous avons les formules évidentes

fee)

co " co 2

_ _ 1 o 2

(42) fg P‘Udp‘=—lj, fp,g Pbdln,«_—_—i]—z' fp_~g }Ludp,zUs
.0 0 0

Il vient donc l'inégalité suivante

ua) 054 LRI COSNRET N g ) ()

SRR
U U+8.llo !
ot A est un nombre positif fixe.
Pour majorer l'expression obtenue nous rémarquons d'abord que
Tona
olu . 0lu<

donc puisque pour 0<xi~% on a l'inégalité
tgx=2x
on parvient i l'inégalité

m—+miéu

les rayons des deux sphéres %, £y du faisceau de
%, ¥ et qui passent respectivement par

“Soient 75, 7pr
sphéres auquel appartiennent
les points P, P, On a alors

tg =Ly —c.
2
tg%z ro A Vry —c®,
1l vient donc
U;L(-l_+_1_)_
4\7p Tpl
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et nous obtenons l'inégalite

(45) i;“ﬂ_”_"f_
U elro+ry)

16. Envisageons maintenant le plan X2 passant par l'axe z==A4'4
et par le point P. Soient Bp, B'r les points ot l'axe des x perce les
sphéres %, ¥ de sorte que I'on a SB,=¢, SB,=—c Soit K, le
cercle de ce plan de cenire A pasant par le point P. Envisageons sem-
blablement les points By, B'», qui appartiennent au plan passant par le
point P’ et soit K;, le cercle correspondant passant par 2’ de centre A’

Les équations de ces cercles sont respectivement

d\2 2 ‘
(46) x‘l—l—(z——?) =(a-2)?, x3+(z+»~f2i—~) = (a4~ &)
Envisageons, d'autre part, les cercles K, , K de centres Ap, Apr
sections des sphéres L,, %, par les plans envisagés. Ils ont les équa-
tions suivantes, ot SA=a,, SA'=a,

(47) )(;2-|_(;z__..ap]zzr‘,,zv x”+(z+a,,r)3=r2,,/ ’

On obtient la relation

]

Z(—2a+d)=c"—a?—2a8—324 %:—-—2416”8”,

donc
d 3(8+2aq)
Qp——= 127
2 22z,

ot _ T +2a)

2 22p

et semblablement

17. Nous avons vu que l'on a les relations

R S e | SRS
2 (m—1)a 2 m—1
1 3
—zp>d(—— 2,
> (2 m~—1)
ce qui donne pour m=10
(48) 2zl gzl
6 6
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Cela donne les inégalités
5.52
a4 __ 2 15¢a
25 4 24’
3
2y — d EEE'E
272 d
Or on a s
rzp—a2=a;+cz——a2=a;-—24,
d d
ap——| ay 4 —
( ’ 2)( ot 2>
T rpta ’
mais
d ~
‘2“<a; Ap <_Tp,
donc p p
rp—a<ap—-—, ry—a<ay ——-.
r—a<a 2! < >
On parvient ainsi aux inégalités
i5ac¢ 15ad’
rp—a<l =" rpy—a< 2.
(49) o < RRG < > 2
et on obtient l'inégalité suivante
1_4 1 ,
U c 1 1 1
15ad 15a7
a--="— g =1
. + 2 d + 2 d
15ad\/ 15ad
s 22
d
igi \ 2 dj\ 2
U~ ¢ 15a¢ 15a ¢
20 -—— -~
Ty a2, d
donc N 5 5
2 £
0 USe T, i 150
2 d 2 d
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Mais on a 0=kd, '=kd, ce qui donne Donc on a
85, 5" 1
15 L\ 55 G=A Ll CfEA) . ——
1 __4 (1+—5k) %) T VPB, PB'y P By P'By fetn acry - rp
(51) tgtel g2,
U™ ¢ 2 ¢ 19, Or on a toujours
18. Il s'agit maintenant de majorer %, —u et u,— 4,
¢ jorer uy—1 et u,— i, Or PB,zz,=% PBz—zy2l.
1, u 6 6
1 e, Ty
- 1 — u,
> (Bo—u)=tg -—2‘(110—ll)=—~—--—;— = Stg -0 — g L Quant 3 PB', PB'y on distingue les deux cas suivants 1) d>a
1 + tg_o tg — 2 2 2) d<=a.
On a Dans le premier cas on a
2
: _ c(a,,-[-r,,-i_.a \PB, PE, PB, PB, =%,
tgﬂ—-tgﬁ— c e 2 36"
2 2 d a+tr, [d done
- Te (7+a)(ap—l—rp) G=A d"“ FlE1).
donc on a T
I 4c (a,, _ ‘g_ ) 305¢ Mais on a évidemment
ar a o
et de méme d 7o °
- .30%c
Uy — 1" < ar donc puisque m =10, donc
[ r<224d.
Maintenant nous avons les relations
(52) Ycht—cosu= *&—, Veh? —cosu = c‘/i . _>22_d
VPB, PB, VP B, -PB, et
rp=a, ry =a,
on parvient donc a l'inégalité et ensuite
PN = -t a—aj .
(53) <A ¢ 88t . (56) G=AsETE) rs
VPB,PB), - P'By P By diryry Dans le second cas, d=a, on a
a? 2 2
Slo+a)re+or- pmp—Lzp 230
A \U ~ 8u, 4 4 4’
Or et :
U ¢ c PB,.P By=4c*=3a®
tg —= > 0 p = = '
¢ 2 _ci__}_a‘ﬁ'ga'u“'—%‘tg?' donc .
5 G=A-227 fitde),
addry,.-ry
(54) u=-L
~2a ce qui donne encore la formule (56).
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20. Il s'agit maintenant de majorer f(£-}-#'). Envisageons l'intégrale

57) [ _de
¥'chx —cha

Posons chx=u, cha=n1,
d

do== -t
VP 1

= [
Vir—1 - ‘ u—m

Partageons I'intervalle 1,  en deuxintervalles: — 1, v et

On a

=141,

Supposons #>>3. On a u—-n>~;¢'pour 7)<Z~L, donc
2
u u

I~ 2

l 2 d"’) BN 1 { d
]/«q *- l/;‘:r‘ N

Or on a !

La Iu

2 2
g _—
IT——IOQ[TH"HT—U —log[--— ]/ ”-“-1J
I3
Nous obtenons donc les inégalités

1<’,ﬁiog[~~+]/w_1] > L g |

donc pour u grand /; est de l'ordre de E)g:lf---

5

Vi
Quant 4 J, on a ici nz——l;”_ﬂ_y_;i‘i_fﬁ: u
donc 4 4 8 8
I, <f _dn_ 3
Ve—n o'
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mais
u }u
i odr - i /7
—_t =2V u—y t =27/,
V&= 2
& z
2 2
done
3y2
L=2t2,
1Vu

log u
Va

21. Considérons maintenant le premier cas, c'est & dire le cas des
deux sphéres extérieures 1'une a l'autre. Soient B, B' les points focaux
du faisceau F de sphéres auquel appartiennent les deux sphéres. Soit
2¢ la distance B' B et d la distance A A'. Envisageons aussi les sphéres
passant par B, B’ orthogonales aux sphéres de F.

Introduisons les coordonnées f, 4, © bipolaires dans l'espace S,
cartésien envisagé. v varie de O 4 2% et représente l'angle du plan
passant par l'axe des X qui coincide avec la direction A'A et du plan
x, y fixe. f, u sont les coordonnées bipolaires dans le plan variable,
3 savoir on a

Donc I est de I'ordre de

rPB_,,
PB '
t variant de-}cca— o7, et
2u=-:BPH

u variant de O & = Le point P(f,1) décrit un demi-plan et 'angle © est
'angle entre le demi-plan positif des. x, y et entre le demi-plan envisagé
compté dans un sens fixé.
Les coordonniées cartésiennes s'expriment par les formules
sht sinlicos¥ sin # sin v

(58) x=¢c—-=""— y=c——"— , R=C
chi{—cosu ch?—cosu cht—cosu

On sait que la distance 7=PP" s'exprime par la formule

(539) — —‘chf—cosu Veht —cost’ - ZP (cost) e _(HT_)‘HI

Ici ¢, # et ¢, 1' sont respectivement les coordonnées bipolaires de
P et de P'. P,(cosy) est la fonction de Legendre de l'argument

cos = cos#cos U + sinusinu' cos (v—7').
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22. Soient 2;, #, les valeurs de f qui appartiennent respectivement
aux sphéres X et X', Soient 4f; et A, les différences

Afy=t—t,  Aly=1'—1,

On sait que la fonction G (P, P') de Green de l'extérieur des deux
sphéres I, ¥' est donnée par l'expression suivante

q ! o
G[P'P,)=_lcht—-cosu-|/cht—cosu ‘an[cos*r)'
0

4

sh—(n+ —;—‘)Atl -sh(rz+ ;)At

; '
shin- —j\=
3]
ot I'on a posé t=1f~1,. On a d'ailleurs >0, <0,
Il s'agit encore de majorer G. Tout d'abord nous avons les deux

inégalités
— (u+ ;)A A

1) sh—(n-{—%)At,é—(/z—{—v;‘)Atl-e

(3o

1 1
sh{n+ )AL =(n-+—-|A¢ -
( * 2) [t 2) *e
La somme X qui figure dans (11) est donc majorée par la somme

( L1 )28(’”%) t=n
)

22 12)_ T‘IAill']Atﬂ.

n
T (r )
e

Oﬁ t»—t': T[
On a

(62)
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1)
. -r2 T

S e
- n+—je =
S‘Z(Jrz) pr s
° i
4\e —e
et nous obtenons la majoration suivante:
r _T
2 2

h?—cosu - }'chf—cosu 1A% A e 4-e

C )

63) 6=-L¢

w©

el L e T4 6 |
pESaR)
A
2\ —¢ )
Pour aller plus loin nous distinguerons les deux cas: I ¢ >2a,
II. c=2a.
Cas. L
On a
r _r
2 2 el —et'
e —e = N ,
— (-t
5 (411
, PB P'B
et et — _—
PB P'B

Envisageons l'expression

(PB’ )22 (a+32—2(a-8)cost AB + AB™
PB (@482 —2(@+8)cost- ABAB* '

La dérivée de cette expression par rapport a ¢ contient au numé-
rateur 1'expression

a+28)?—2(@+3)cost- AB+ABY-2(at8)sint- AB—[a-}a)
— 2(a+8)cos &+ AB+ A B2 2(a-48) sint - AB=2(a+3)sintfla-5) -
- BB'--AB-AB -BB).

Mais on a
AB-AB =@,
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donc l'expression précédente n'est pas négative. Sa valeur minima est
atteinte pour {==0 et elle est

(a+o-—AB) (a—i—o—c—uz +c ) .
at+8&— AB a--34c—yar ¢t
Envisageons de méme l'expression

PB'\* (a+4#)>—2(a-+2) A B cost A'B"
( 7B > T (@82 —2(@—+3) AB- cosl'--A'B?

On démontre de méme que la valeur maxima de cette expression
est atteinte pour {'=0 et elle est

( atde—yaFct )
a8 —c—yaF et

VBT E 245 )a ats= 52“ PR :323 ,

23. On a g, o'
donc

(64) el — o' =

eyt —a—s atetd— a4 e
a+c+o~|a~+c~ c-}—|a+c~»ma——-o

A droite on a aprés réduction une fraction dont le numérateur est

2/:[]/?—{— ct—a -a-ua'],

ce qui est >2c(ya? L er—2a)=2ac(y5 —2).
Au dénominateur le facteur

L e
est majoré par 3;} et le facteur
et FFE—ams
par 2¢. Au numérateur on a
2¢yaF et —a—o—0"

ce qui est >2¢(ya' |- *—20)=2ac(/5—2),
Cela donne
S5

(65) el — et
On a

=A.

rEo48 42044,
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et d >4a, done

On a aussi

donc il vient
1 d 2d? D"
—_— L = A=,
_; <Aa Aan an

=3}542<9,

[N b

e —e

On a aussi

it F -4 @
d—]'d‘ —4q° =~ a

Tt ot =
e et =

Il vient donc l'inégalité

(66) G= dchicosi)chi—cosu eAtli-:Atzin(£+1)'
c ' [2'5 a
42 3 N6

A= ,__,_ ( +7 A__D__]

azr? \ asrd f
On trouve de suite
2 1 2] —
e=dLTE T o9 4 45, o>2,

ya? -t —c

d __ 24 2

4 rlog (o +4'5)
ce qui donne

) _ Y T ’ 2 g2
G<_tcht—cosu-}'cht’—cosu SIVABIYAL AZDid
c ‘ adrd
fl + 4A")D'21< }'chi—cosu)'cht — cosu IYABITAE 5ADE
l a- f c @b rd

Majorons maintenant | A% |et|Af, |. Envisageons | A7, |.

On a
67) At | < % (=0 1),

Le maximum du membre & droite est atteint pour {=10, Ce maxi-
mum est

12 Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44. 171
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a-+ c+s—yar et ‘/a2+c2+c—-a

(68) Vet c—a—3 a—l—c~—1/a7:f_'

. Quant au dénominateur

La fraction réduite a au numérateur 2¢9

on a
2ac = 2ac . 4a

VE = = = —,
aemve atetyate (3- + }1"/5> 3415
2 2

T )

donc _ .
2c33+Y5) - o¢

et de méme .

25, Nous avons maintenant
2¢

o . I T .
Veheost Y ek F o cos = pp pB PB - DB

Le minimum de PB:PB' est atteint pour £=0 et il est égal 4
@t et i VFFAFF 4 o—a—2)>

zw+w—$&+¢2Qa~%w+w—"—}=§wv9111—sa—a,

Or on a

5y a~+c~—5a

2¢(12c—50) 2c-19a

‘Sl,r/aﬂq__cﬂ—|—5a+c C(S!g; _*.,.g +1) a

donc
N

et de méme
2
PB-PB=-8% .
7-—{—5 V5
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Nous obtenons pour G l'inégalité

2¢(7+54'5) &8c* 5A4%-D"
38[13 al a:"l.r';'t

{69) G=

donc en posant

(70) K—50+515) D" A%

19 all

on a l'inégalite (4).
26. Envisageons maintenant le cas II. ¢=2a. Nous avons

P
cos L < ——— .
(m—1)a

Supposons m = 50, alors puisque
d=21Fc<2y5a
on aura

. 1
71 Z —.
(71} cos 1< .

r _r
2

PPB
Envisageons l'expression ¢’ —e L'expression donnant (pg)

. . . .1 N .
atteint cette fois son minimum pour cos '==*‘4‘. De méme !'expression

' D

donnant ( PB
\P'B

2
: . . .1 o i e feis
) atteint son maximum pour cos ‘-,=—4~. On a ainsi l'inégalité

@FoP——(e+2) (@ F e+ o)+ 1@ F e+

(12) e—et=

(a+28) (@ FE— )+ (a ¢ — o)t

(a+

0)

)2 —

@37~ (e+2) (TFE—a) +( T E—op

N sna 1 PN e S SR )
@39 — —{a+2) (P 4+ T+
Le numérateur est égal a
clVadd-¢ (8a* 16 4m*+mm' 4 4m")
—(m4m)Bat st mm],
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oit on a posé m=a-+8, m=a-¢, Or on a

Va2 E (8 a4 mE - mm' - 4m™) 17 ad,
(m—m') Ba*+mm)< 16 ad

Il s" en suit que le numérateur est >ca®, Quant au dénominateur,
on a les inégalités
s 130

4

'

mﬁ———%- m(y a4 e — o) (fYar - o)

L (FE 0 (e 28

Donc il vient

¢
73 ol — el 2 b
(73) 91a
Ensuite
eﬁu MY o ot d <5
a
donc
T _.T_~> ¢
74 —e e
() e’ " 4554
27. Nous avons
- T 2
e {—,
o
ce qui donne
T _ T T -7

el +e <6, e e 46<732

e | __1_20 , 1\26 .
. a 5a

On a linégalité

/eh f— cost Veh F — cos 1’ | .
us) o=<! chi{—cosu-ychf — cos it SIYAREYAR ‘1;5“5{(4554) +
¢ e\ e
ﬁ@yr
c

+16-(
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Mais
r<2a-+itd+d<8a,
a qui donne

(76) GS‘Chf—Cosu.;Ch[Acos”‘jitl A cif '
ot l'on a posé v
(17) A =60 - (3640)* - 16 - (3640)°.

28. Majorons maintenant | Af; |et]|dZ |. Le minimum de 2!

atteint pour cos Z=% est

O R YO e R (o
L (FEE - (T~
Calculons le maximum de e2/441 —1, QOn obtient

i dciyad Fe2—a)(2a+3) N
[e+ar—2320FTe r o (o Ferd)

1
late—y@ o

Le premier facteur du dénominateur est plus grand que

(18) . 1AL =

15( \2 15
Ié( e s C) + donc plus grand que [ ~a% Le second est plus
4 a?c* 4 ¢
rand que ; == donc que ——=:3. on a donc
R RN e o i R
c‘_‘
4ci(2a-t2
M= e )2a< 5034 5 4
YT 15 et T a? 15
4 (3+49)
En posant A' = i(B 4+ 5
on a donc .
(79) A, = A0 g, g A0
a? a
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On a ainsi l'inégalité

a? 1
G=cos. . L .
(50 =" 3 /PB.PB.PB.PB
Envisageons (PB.PB). Le minimum de cette expression est
égal a
a3

{ABE—}— [a+a)2—‘”2"3AB] ‘:AB’Z—]—(a—|—a]2— 2~-<AB’],

ce qui est au moins égdal a

(AB, AB) (3—5—)“.
16

Donc la racine dans (80) est au moins égale é—i—gaﬂ.

Il vient enfin

(81) G

IA

Ked,

AL

ce qui est la formule (4).

29. Envisageons enfin le second cas du n’4, Les deux sphéres

A

de rayon a tangentes extérieurement appartiennent & un faisceau de

sphéres dont le paramétre est £ == 512. Dans un plan passant par l'axe

du faisceau nous avons un second faisceau de cercles orthogonaux

. , R 1 =
aux cercles du premier faisceau de parameétre ¥ = —, @ étant le ra-
2a

yon des cercles. On a les coordonnées f, %, v dans l'espace, v étant

V'angle analogue aux angles envisagés précédemment. X étant l'axe
~ N z z

des spheéres %, X' et y, 2 étant les deux autres coordnnnées on a

Ucosv U sin v

y= 2=

_tﬂ—[—uﬂ’ iﬁ—}~u”.

La fonction de Green est donnée dans ce cas par la formule sui-
vante

(82)

¢
K=
t*-u

(83) G=— /(" +u7

co

J]o 0R) et lt—t) gh ) (¢ — £y) - et t-ligh ) (t,— 1)) — e ("= gh ) (£,—1,) ar
P sh ) (t,—2,)
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I est la fonction de Bessel et
RP=yp*+u?—2unu cos (v—7)
Comme on a |/, (AR)I=1, G est majoré par

[ee]

_l/m ‘fmfg—sh).Atl. sh )-.\f._,‘
0

sh(t, —1,)

ax.

Il s’en suit I'inégalité

QL
B4 G=\£4w xt"l—|-u'2/‘1T2"reut'~f).uu,,;Atﬂgdx

o

o

Ici on a r:tl—t2=i,
a

En posant T=1f—1{' on a donc

G=yeETa JFFum |At]. |At2§.T1q (a—}——%—)

30. Envisageons maintenant la sphére Ip du faisceau X de rayon
@, passant par P. Soient £, 71 les coordonnées (¢=x} dans un plan
passant par 1'axe des sphéres. On a les relations suivantes

g4+P—2ai=2ac+ &,
g+ 1 —2am:=0
lls'en suit que l'on a

2t (a;:—a)=¢86(2a-+3).

1
On a cos &< -—, donc
< 10

a—% 1

cos L= —,

a—}—6<10

donc

i 9a—¢ _17a

T 10 T 20

5a 10¢

a=a-4+—. .

- +2 17a
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Il vient ensuite

a,—a 2540 1 258
85 A | 2= = Aty | == 72
(85 s s 2=t 20 L an s 2
On a pour T, 2y étant le rayon de I,
(86) Pt &ta 1
2 a, a2

puisque a; < 2a, ar,< 2a

Soient maintenant @, @, les rayons des cercles orthogonaux pas-
sant par P et par P. On a les deux équations

B —2at=2a0- 8,
@+ —2a=0.

done
- ~. — 17 a?
G = Qe =
20
et puisque l'on a
=D
il vient
= e o 17a

TaD" T T2
On a donc

1 1 1 20D\ __AD"

4Ly = — =L N e S
t =g =t ha) =

A >0 constante. De méme

4wy = AD® .

a~1
On obtient par suite 1'inégalité
_AD"®[25\*33"
(87) G="" (2) 2 4ot (w+8a
= ot \34) @ 10 (a8 a)
On a
r=4ae-4i--98 =5a Il vient donc
(58) 6= a(2).22
a 7

ce qui donne encore (4),
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31. Nous pouvons résumer les résultats obtenus en énoncant le
théoréme suivant,

Théoréme: Soit donné un domaine D borné, limité par une sur-
face § fermée de Jordan & plan tangent et & courbure partout conti-
nus. Supposons qu'il existe un nombre A > 0 tel qu'en chaque point
M de S il y ait une sphére %; de rayon A tangente i Sen M toute
intérieure 4 S et de méme une sphére ¥, du méme rayon toute exté-

rieure & S et tangente en M.
Soit a = i, m étant un nombre positif que l'on peut prendre
m

égal & 50. Soit D le diamétre de D et D' =D -} 2a,
La fonction G (P, P') de Green du domaine D satisfait a l'iné-
galiteé

o

c

4 G=K

s’

ot 3,4 sont les distances des deux points P, P' du domaine D de la
surface S, 7 est égal & PP'. K ne dépend que de S. i savoir on peut
exprimer K en fonction de D et de A seulement.

Cracovie, juin 1935,
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