icm

Uber Orter von Treffgeraden homologer
Strahlen einer Klasse Cremonascher Verwandt-
schaften n-ten Grades zwischen Strahlenbundeln

{Miejsca geometryczne prostych, przecinajacych homologiczne
proste pewnej klasy przeksztalcen kremonowskich stopnia n
pomiedzy wiazkami)

von

A. Plamitzer.

Befinden sich m gegebene Strahlenbiindel (W}), (W), ..., (Ws) mit
einem beliebigen Strahlenbiindel (W) in allgemeinen Cremonaschen Ver-
wandtschaften von den Graden 7y, #s, ... , #m, so besteht!) in Allge-
meinen (fiir 1%, t=1, 2,..., m, 2=1,2, ... m) zwischen zwei Strah-
lenbiindeln (W) und (W,) eine Cremonasche Verwandtschaft m n.. Gra-
des. Bekanntlich erzeugen® die Treffgeraden sdmtlicher Tripel homolo-
ger Strahlen solcher drei Biindel (W), (W) und (W;) einen Komplex
(7, ny 4 ny 1, 41, n;) —ten Grades. Jede Gerade des Biindels (W)), (W3),
resp. (W) ist eine 1, 77, — fache, 7, 7, —, resp. 7, 1, — fache Gerade die-
ses Komplexes. Die Treffgeraden sémtlicher Quadrupel homologer
Strahlen solcher vier Biindel (W), (Ws), (W) und (W,) erzeugen?®) eine
Kongruenz von der Ordnung und Klasse ny iy~ 11 iy -1y iy 1y 11 -
nony -t nyn,, fir welche der Scheitel z. B. W, des Biindels (W)} ein
singuldrer Punkt (,n, 4 n2n, 41, 1n,) —ten Grades ist. Die Trefigera-

1) Gino-Loria, Susli enti geometrici da forme fondamentali in corrispondenza al-
gebrica, Giornale della Societa di letture e conversazioni scientifiche di Genova (1887)
p. 67 = Giornale di matematiche Napoli (2) 34 (1896), p. 364,

) G.Loria, 1, ¢, %), Nr. 26, 28 und 29.
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den simtlicher Quintupel homologer Strahlen solcher fiinf Biindel (W),
(W,), (W,). (W) und (W) erzeugen?) eine Regeliliche vom Grade
2 (g Mg+ 11y 11y =11y 1y 1y g~ 1y 1y~ 1y 1y -1 Ryl =0 1y Ry -y ),
fiir welche die Scheitel dieser Biindel singuldr sind. Durch den Scheitel
z. B. W, des Biindels (W;) gehen many-- 1ty -1y tty -} 1y ny -1y 1y -
nyn; Erzeugende dieser Regelfldche hindurch.

In der vorliegenden Abhandlung stelle ich (vgl. Nr. 1) zwischen
einem gegebenen Strahlenbiindel (W) und jedem von 7 gegebenen kol-
linearen Strahlenbiindeln (W), t=1, 2, ... , m, allgemeine Cremonasche
Verwandtschaften #. Grades her. Ich untersuche die Eigenschaften des
Strahlenkomplexes (272-1). Grades, der Strahlenkongruenz von der
Ordnung und Klasse 3 (n-+1) und der Regelfliche von 4 (2n--3)
Grade und 4 (4n-+5). Geschlechts, deren Elemente die Treffgeraden
homologer Strahlen der drei, vier, resp. fiinf solcher Biindel sind. En-
dlich ergeben sich 10 (#-42) solche Geraden, dass jede yon ihnen je
sechs homologe Strahlen solcher sechs Biiudel schneidet.

Aus dualen Untersuchungen ergeben sich ganz analoge Sétze iiber
Orter von Treffgeraden homologer Strahlen einer Klasse Cremonascher
Verwandtschaften 7, Grades zwischen Strahlenfeldern.

Insbesondere fiir 72=2 erhalten wir®} eine Klasse quadratischer
Vervandtschaften zwischen Strahlenbiindeln (resp. Strahlenfeldern) und

analoge Orter von Treffgeraden sémtlicher Tripel, Quadrupel, Quintu-
pel. resp. Sechstupel homologer Strahlen solcher Strahlengebilde zwei-
ter Stufe.

1. Die Konstruktion einer Klasse Cremonascher Verwandt-
schaften 7-fen Grades zwischen Strahlenbiindeln. Es liegen zwei
zentrische Strahlenbiindel (W) und (W;) vor, deren Strahlen a, 8,, ...
und @, b;, ... sich in einer allgemeinen Cremonaschen Verwandischaft
n-ten Grades befinden :

(1) (W) = (W),

Jeder r;— fachen Hauptgeraden f?, i=1.2, ..., p, des Biindels (W)
entspricht im Biindel (W) ein unikursaler Fundamentalkegel ¥} von der
Ordoung r;, Jeder 5,—fachen Hauptgeraden fiok=1,2,..., 0 (be-
kanntlich ist s =p) des Biindels (W;) entspricht im (W,) ein unikursa-
ler Hauptkegel ®% von der Ordnung sx, Bedeutet ferner Py die Multi-

% Antoni Plamitzer. Utwory pewnej klasy przeksztalcen kwadratonych

pomiedzy ukladami plaskiemi, wzgl, wiazkami, Prace Mat.-Fiz, T. 35. Warszawa 1927—
1928, str. 29—51,
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plizitdt der Hauptgeraden f? auf ®¢ und p}, die Vielfachheit der Fun-
damentalgeraden f} auf @}, so ist ws=14,. Bekanntlich gelten folgen-
de*) Beziehungen:

v 2 N 2t
L }_‘ r? 2—45" n*—1
o Sihep—=N lasm—n=Ltr-1n—2
) d D Pra, 2
—_

. i = =3 (n—1
I 2 n= > Sk (r )
IV. Sﬁ rilix="mn5Sr, S‘ SpPir=NTr;.

Wenn eine Gerade z. B. des Biindels (W) eine Kegelfliche v. Ordnung
beschreibt, welche jede 7;— fache Fundamentalgerade f? zur ;—fachen
Erzeugende besitzt, so beschreibt die entsprechende Gerade des Biin-
dels (W)) eine Kegelfliche von der Ordnung vri— Xr;, fiir welche je-
de s;— fache Hauptgerade f} eine (vsx— X l;py) — fache Erzeugende ist.

Ammerkung: Insbesondere kann jeder Sirahlenbiindel eine (n— 1) — fache Haupt-
gerade und 2 (n— 1) einfache Hauptgeraden besitzen. Die Hauptkegeln in jedem der
beiden Biindel bestehen dann aus Ebenen, welche die (n—1) — fache Hauptgerade mit
den einfachen Hauptgeraden verbinden, und einer Kegelfliche (n—1). Ordnung, wel-
che in der ersten Haupigerade die Multiplizitit n— 2 besitzt und durch die iibrigen
einfach hindurchgeht, Diese Transformation heisst Jonguiéres'sche Verwandtschaft rn,-
ten Grades,

Zwischen 7 gegebenen zentrischen Strahlenbiindeln (W), t=1,
2, ..., m. stellen wir allgemeine Kollinealionen her:

2) (W) 2 (Wo)= (W) n ... « (W)

und bezeichnen mit a,, @,, ... , @» entsprechende Strahlen und mit «,,
%5, ... , %m homologe Ebenen dieser Biindel. Jeder Fundamentalgera-
den f! und jedem Hauptkegel @} des Biindels (W,) entspricht im Biin-
del (W:), e=2, 3, ..., m eine Hauptgerade f;, bezw. Hauptkegelfliche
®:, Zwischen dem Strahlenbiindel (W) und jedem von den m—1 iibri-
gen Strahlenbiindeln (W,) ergibt sich unmittelbar aus den Relationen

9 Rudolf Sturm. Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaftem, Bd.IV.
Nr, 785, 790, 792. Leipzig u. Berlin 1909,
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(1) und (2) folgende Klasse allgemeiner Cremonascher Verwandischaften
n. Grades:

&) (Wo) = (W), (Wo) = (W), ..., (Wa)m" (W) .

Jeder #;—fachen Hauptgeraden f¢ des Biindels (Wo) entspricht im Biin-
del (W) ein unikursaler Hauptkegel ®; von der Ordnung r;. Jeder s,—
fachen Hauptgeraden fj des Biindels (W:) entspricht im Biindel (W)
ein unikursaler Hauptkegel ®) von der Ordnung s:.

Die betrachteten Strahlenbiindel (W, und (W) schneiden wir mit
einer beliebigen Ebene ®, welche die Scheitelpunkte Wi, W. dieser
Biindel nicht enthilt, in den kollokalen ebenen Punktfeldern (»,) und
(). Aus den Relationen (2), (1) und (3) ergeben sich unmittelbar all-
gemeine Kollineationen: .

(2a)

()% ()% ... %(0m)

und allgemeine Cremonasche Verwandischaften n. Grades:

(1a)

(@) =" (@)

(3a) (0a) =" (@), (wo)w (wy), ... , (0) =" (w4)

zwischen diesenl kollokalen Punkifeldern. Die Schnittpunkte A,=asw,
Aj=ai0, ... Ap=0a,0e sind homologe Punkte dieser Felder. Jedem r;
fachen Hauptpunkte F?=7% des Punktfeldes () entspricht im ()
eine unikursale Fundamentalkurve 7;. Ordnung f:, nidmlich die Schnitt-
kurve des Hauptkegels & mit der Ebene v. Jedem s;— fachen Haupt-
punkte Fy=7 o des Feldes (=) entsprichtim (%) eine unikursale Haupt-
kurve sx. Ordnung f9, ndmlich die Schnittkurve des Hauptkegels o0
mit der Ebene @,

2. Eigenschaften dreier Strahlenbiindel. Zwischen drei degde-
benen Strahlenbiindeln (W), (W,} und (W), deren Scheitel drei beliebi-
ge und voneinander verschiedene Punkie sind, stellen wir folgende Be-
ziehungen her:

(4) (W)= (W), (W)= (W), (W) = (W),

welche den Relationen (1), (2) und (3) in Nr. 1 entsprechen, Die Schnitt-
punkte homologer Strahlen der kollinearen Biindel (W) % (W,) erzeugen

bekanatlich eine durch die Scheitelpunkte W, und W, hindurchgehende
kubische Raumkurve S3,. N
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Es gilt folgender Satz:

Jede von den vier Geraden Wo W, W, W,, W, W, und b,,, wo b,s
die durch den Scheitelpunkt Wo hindurchgehende Bisekante der kubischen
Raumkurve S3, ist, trifft unendlich-viele Tripel homologer Strahlen der ge-
gebenen Biindel (Wo), (W)) und (W),

Dem Strahlenbiischel W, (a,, ...), dessen Trigerebene 7, =
W, W, W, ist. entsprechen in den Biindeln (Wi)="(W;} — vgl. die Rela-

tion (4) —ein unikursaler Strahlenkegel n.-ten Ordnung I (a;, ...) und
ein Strahlenbiischel W, (2,, ...) mit der Trégerebene 7,. Die Gerade
Wy Wy==1s 7, trifft daher unendlichviele Tripel ay a, a,, ... homolo-

ger Strahlen der Bindel (W), (W)) und (W.). w, z. b. w.

Dem Strahlenbiischel Wy (¢, ,.-), dessen Trigerebene ¢y= W, W, W,
ist, entsprechen in den kollinearen Biindeln (W)} z (W,) zwei pro-
jektive Strahlenbiischel A7 (¢, ...) 7 (cy, ...}, deren Tréger unikur-
sale Kegel n.-ter Ordnung 17, A7 sind. Die Gerade W, W, schneidet da-
her unendlichviele Tripel ¢, ¢; €5, ... homologer Strahlen der betrach-
teten Biindel, w. z, b. w.

Weil die Schnittgeraden a,==;%,, ... homologer Ebenen 2; und
95, ... der Biindel (W,) % (W,) eine Bisekantenkongruenz (1. Ordnung
und 3. Klasse} der kubischen Raumkurve S3, bilden, so geht durch den
Scheitel W, des Biindels (W) eine einzige Bisekante 8, =, §, der 53
hindurch. Den projektiven Strahlenbiischeln W, (d,, ...] A W,(ds...),
welche B, und {, zu Trédgerebenen besitzen, entspricht im Biindel (W)
ein unikursaler Strahlenkegel 7. Ordnung (Bg]. Es folgt unmittelbar,
dass die Bisekante 5,» unendlichviele Tripel dyd, d,, ... homologer Strah-
len der Biindel (Wp). (W) und (W5} trifft, w. z. b. w.

Betrachten wir jetzt zwei projektive Strahlenbiischel W, (e;, ...}
® W, (es, ...), dessen Triger zwei beliebige homologe Ebenen 7; und 1.
der Biindel (W) #» (W) sind. Im Biindel (W) entspricht ihnen ein uni-
kursaler Strahlenkegel 7. Ordnung I (e, ...). Da aber die Bisekante
co=1, % der S}, n Erzeugende dieses Kegels trifft, so folgt unmit-
telbar:

Jede Bisekante der kubischen Raumkurve S},. welche im Allgemei-
nen den Scheitelpunkt W, des Biindels (W0) nicht enthdlt, trifft n Tri-
pel homologer Strahlen der Biindel (W), (W) und (W5).

Wir beweisen jetzt folgenden Satz:

Jede beliebige Gerade des Strahlenbiindels (Wy) irifft ein Tripel, und
jede beliebige Gerade des Strahlenbiindels (W:), e==1, 2, trifft 1 Tripel ho
mologer Strahlen der Biindel (Wp), (W)) und (W3).
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Ist p, eine beliebige Gerade (resp. r;—fache Hauptgerade) des
Biindels (W;), und sind ;== W;p,, % homologe Ebenen der Biindel (W,)
% (W), so schneidet p, nur ein Tripel homologer Strahlen: 4, ==, =,, &,
und b, der gegebenen Biindel, w. z b. w.

Dem Strahlenbiischel W, (0,, ...), dessen Trégerebene m, = W, p,
durch den Scheitel des Biindels {(W,) und eine beliebige Gerade (resp.
s; —1fache Hauptgerade) p, des Biindels (W) hindurchgeht, entspricht

" im Biindel (W) ein unikursaler Strahlenkegel 7. Ordnung II* (5, ...).

Da aber die Gerade p, n Erzeugende ¢,, ... dieses Kegels schneidet,
so trifft p, n Tripel ¢, ¢, €,, ... homologer Strahlen der Biindel (W),
(W) und (W,), w. z. b. w.

3. Der Strahlenkomplex (272 1). Grades K. Betrachtet man
die drei Strahlenbfischel (W), (W) und (W,), welche der Relation (4)in
Nr. 2 geniigen und verschiedene Scheitelpunkte besitzen, so erzeugen
die Trefigeraden sdmtlicher Tripel homologer Strahlen a, a, a,, &, b, b,,
... dieser Biindel einen Komplex K.

Eine beliebige Ebene o, welche die Scheitelpunkte W,, W, und
W, nicht enthélt, schneidet (Nr.1) diese Biindel in drei kollokalen ebe-
nen Punktfeldern (w), (®;) und (0,), die Relationen (1a), (2a) und (3a)
in Nr. 1 geniigen. Die Verbindungsgeraden, die je ein Tripel homolo-
ger Punkte dieser Felder enthalten (und dem Komplex K angehbren),
erzeugen’) im Allgemeinen eine Komplexkurve (27--1). Klasse, 2(4a—
—1). Ordnung und (27— 1), Geschlechts €, Jede von den drei Koin-
zidenzgeraden der kollokalen kollinearen Felder (v,) und (o,) ist eine
n—fache Tangente, und jede Gerade F. F2, welche zwei homologe s
—fache Hautpunkte dieser Felder verbindet, ist eine S;—fache Tan-
gente dieser Komplexkurve C, ’

Es ldsst sich aber leicht erkennen. dass jede Komplexkurve, deren
Ebene durch eine n—fache (resp. s;—fache) Tangente der Komplex-
kurve C' geht, diese Gerade zur n— fachen (bezw. §;— fachen) Tan-
gente besitzt. Es ergibt sich also, dass jede n-fache (resp. $i-fache)
‘Tangente einer beliebigen Komplexkurve des Komplexes K eine n-fache
(bezw, si-Fache) Gerade dieses Komplexes ist.

Geht die Schnittebene o durch irgend einen festen Punkt P hin-
durch, so gehéren die (271--1) aus P an die Komplexkurve C' gelegten
Tangenten dem Komplexe K an, Der Komplexkegel I' mit dem Schei-
tel P ist also von der Ordnung (2n2--1), Liegt P auf einer n— fachen

5 B . n
) Anton Plamitzer, Erzeugnisse einer Klasse Cremonascher Verwandtschaften

. Grades zwischen Grundgebilden zweiter Stufe, Crelles Journal fur Mathematik 171
(1934), Nr. 5,
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{resp. Sy —fachen) Tangente der Komplexkurve C’, so ist diese Gerade
eine 1 —fache (bezw. Sx—fache) Erzeugende des Komplexkegels I'. Aus
Nr. 2 ergibt sich unmittelbar, dass die durch P gehende Bisekante der
kubischen Raumkurve S3, und die Geraden P W, P W, der Biindel (W)),
(W.) #n—fache Erzeugende, und die Gerade P W, des Biindels (W) eine
einfache Erzeugende des Komplexkegels I sind. Es ldsst sich aber leicht

erkennen, dass jede Gerade, welche zwei homologe Sz — fache Haupt-

geraden f. und f? der Biindel (W;) » (W) trifft und durch P hindurch-

geht, eine Sp—fache Gerade des Komplexkegels I' ist. Da aber alle
vielfache Erzeugende des Kegels I' (s. die Beziehung II in Nr. 1) fir

§=3, %n n+ 1)+ Z%Sk (sp—1)=3. %n (/z—1]—{—% (n—1}(n-—2)

={n—1)2an—1)

Doppelerzeugende zihlen, somit ist der Komplexkegel (272--1). Ord-
aung ' von der Klasse 2(47—1) und vom Geschlecht 22—1. Es gel-
ten daher folgende Sitze:

Sind zwischen dem Strahlenbiindel (W,) und jedem von zwei kolline-
.aren Strahlenbiindeln (W,), (W,) — deren Scheitelpunkte beliebig und von-
einander verschieden sind — allgemeine Cremonasche Verwandtschaften
n. Grades fesigestellt, so erzeugen die Treffgeraden similicher Tripel homo-
loger Sirahlen dieser Biindel einen Komplex (2n-1). Grades K. Alle
Geraden des Biindels (W,) gehéren diesem Komplexe K an. Alle Geraden
der Biindel (W,), (W.) und alle Bisekanten der kubischen Raumkurve S3,,
in deren Punkten je zwei homologe Strahlen der kollinearen Biindel
(W) und (W,) sich schneiden, sind n—fache Geraden dieses Komple-
xes K. Jede zwei homologe sp—fache Fundamentalstrahlen der betrachie-
ten Biindel (W,) und (W.,) sind Leitgeraden einer linearen Sirahlenkon-
gruenz, deren Strahlen s.—fache Geraden des Komplexes K bilden.

4. Die Strahlenkongruenz C von der Ordnung und Klasse
3{n+1). Betrachtet man vier Strahlenbiindel

15) (W) » (W) = (W) (W) == (W) (=1, 2, 3),
welche den Relationen (1), (2) und (3) in Nr. 1 geniigen und voneinan-
der verschiedene Scheitelpunkte W, W: besitzen, so erzeugen die Treff-
geraden samtlicher Quadrupel homologer Strahlen @, @, a» a;, by b,
b, by, ... dieser Biindel eine Kongruenz C,
Eine beliebige Ebene o, welche die Scheitel W, und W nicht ent-
hilt, schneidet die betrachteten Biindel (vgl. Nr. 1} in vier kollokalen
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Punktfeldern (sy) und (o), die den Relationen (1a), (2a) und (3a) in
Nr. 1 geniigen. Da® aber 3 (7} 1)— mal vier homologe Punkte dieser
Felder in je einer Geraden liegen, so enthdlt die Schnittebene & eben-
soviele Strahlen der Kongruenz C und C ist also von der Klasse
3(r-1).

Um die Ordnung 3(n—1) der Kongruenz C zu bestimmen, betrach-
ten wir den in Nr. 3 untersuchten S_trahlenkomplex (2n-+1). Grades Kk
und einen Strahlenkomplex 3. Grades K’, dessen Elemente”) Treligera-
den sdmtlicher Tripel homologer Strahlen @, a, a,, ... der kollinearen
Biindel (W;) = (W,) » (W,) sind. Die durch irgend einen festen Punkt
P hindurchgehende Strahlen dieser Komplexe bilden bekanntlich einen
Komplexkegel (272-}-1). Ordnung I und einen Komplexkegel 3. Ord-
nung A, Die Geraden P W,, PW;, und die durch P gehende Bisekante
b,y der kubischen Raumkurve S3, sind aber (vgl.Nr, 3) 7#—fache Erzeu-
gende des Kegels I' und einfache”) Erzeugende des Kegels A, Die kon-
zentrischen Komplexkegel I' und A besitzen — ausser den drei Geraden
P W, PW,, bjy—noch weitere 3(272-41)—3n=3(n--1) gemeinsame
Erzeugende ¢, ... Die Gerade PW:, c=1, 2, (resp. die Bisekante &)
trifft (vgl. Nr, 2) 2 Tripel homologer Strahlen a, a; @, by &, b,, ... der
betrachteten Biindel (W), (W,), (W.). Da aber jede von den 1 zugeord-
neten Strahlen @, 4,, ... des Biindels (W} und die Gerade P W: (resp
b;5) im Allgemeinen windschief sind, so gehéren die drei Elemente PW,;
PW, und &,, der Kongruenz C nicht an. Jede andere gemeinsame Ge-
rade ¢ der Kegel [ und A trifft, als Erzeugende ‘des Komplexkegels I'
 Tripel homologer Strahlen ey ¢, €5, fy f, fu. ... der Biindel (W5), (W)
(W,), und e trifft. als Erzeugende des Komplexkegels 4, ein Tripel ho-
mologer Strahlen: a) g, g» g,, resp. b) ¢, e, e, der kollinearen Biindel
(W) % (W) = (W), Im ersten Falle a) bestimmen die homologen Ebe-
nen By =e, & und B,=e¢, g der Biindel (W) = (W.) die einzige durch
P gehende Bisekante 6,,=8, {, der kubischen Raumkurve 83, und die
betrachtete Gerade e fillt —gegen die Voraussetzung — mit der Bise-
kante b,, zasammen. Im zweiten Falle b) trifft die Gerade e vier ho-
mologe Strahlen ¢, ¢, e, ¢, der Biindel (W) und (W), und bildet daher
einen Strahl der Kongruenz C. Da aber der Punkt P 3 (12~} 1) solche
Kongruenzstrahlen e, ... enthilt, so ist die Kongruenz C von der Ord-
nung 3 (2-+1), w. z. b, w.

Die Strahlen des Komplexes 3. Grades K’, welche durch den
Scheitelpunkt W, hindurchgehen, bilden einen Komplexkegel 3. Ord-

%) A, Plamitzer L ¢ %, Nr. 7.
) G. Loria, L ¢ 1), Nr. 26,
144

Uber Orter von Treffgeraden homologer Strahlen. 9

nung . Jede beliebige Erzeugende ¢ des A trifft aber nicht nur die
drei homologen Geraden ¢, ¢, ¢, der Biindel (W) = (W) = (W), son-
dern auch die zugeordnete Gerade ¢, des Biindels {W,). Jede Erzeu-
gende ¢ des Kegels 3. Ordnung 4 bildet daher einen Strahl der Kon-
gruenz C und der Scheitel W, dieses Kegels 4 ist ein singuldrer Punkt
dritten Grades dieser Kongruenz. :

Die Strahlen des Komplexes (27141). Grades K, welche durch
den Scheitel z. B. W, hindurchgehen, bilden einen Komplexkegel
(2741). Ordnung I, Jede beliebige Erzeugende d dieses Kegels, als
Trefigerade homologer Strahlen d, d;, d, der Biindel (W), (W,), (W5)
und des zugeordneten Strahles d; des Biindels (W,), bildet daher einen
Strahl der Kongruenz C,

Aus den bisherigen Betrachtungen folgt unmittelbar:

Sind zwischen dem Strahlenbiindel (W) und jedem von drei kollinea-
ren Strahlenbiindeln {W.), t=1, 2, 3 — deren Scheitelpunkte beliebig
und voneinander verschieden sind — allgemeine Cremonasche Verwandi-
schafien n. Grades festgestellf, so erzeugen die Trelfgeraden sdmilicher
Quadrupel homologer Strahlen dieser Biindel eine Kongruenz 3 (n 4+ 1).
Ordnung und 3 (n - 1). Klasse C. Der Scheitelpunkt W, des Biindels (W)
ist ein singuldrer Punkt 3. Grades und jeder Biindelscheitelpunkt W. ist ein
singuldrer Punkt (2n-1). Grades dieser Strahlenkongruenz C.

5. Die mit der Kongruenz C zusammenhédngenden Kegelfla-
chen. Die Strahlen der Kongruenz C, welche eine beliebige Gerade p
schneiden, erzeugen bekanntlich®) eine Regelfliche 6 (2+1), Grades ¥
mit einer 3(n--1) — fachen Leitgeraden p. Sind a, 7, ... Erzeugende
dieser Regelfliche W, welche p und simtliche Quadrupel homologer
Strahlen a, a, a, a,, b, b, b, b,, ... der Biindel (W) und (W2), v=1, 2,3,
schneiden, so kann man fragen nach den Kegelflichen I und I*, welche
durch die Geraden:

a) a,, by, ... des Strahlenbiindels (W),
. b) a., b, ... des Strahlenbiindels (W)

erzeugt sind.

Im Biindel {(W,) nehmen wir einen Strahlenbiischel (W) an, dessen
Trégerebene eine beliebige Ebene # ist. Diesem Biischel entsprechen in
den Biindeln (W.) — vgl, die Relation (5) in Nr. 4 — drei Strahlen-
biischel (47), deren Triger unikursale Kegel 7. Ordnung A? sind. Die
Treffgeraden homologer Strahlen der projektiven Biischel:

®) Rudolf Sturm, Die Gebilde ersten u, zweiten Grades d. Liniengeometrie
in synthetischer Behandlung, Leipzig 1892, I Th., Nr 34,

10 Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 44. 145
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(W) /L (A%) A (8g) A(47)

erzeugen ?) eine Regelfliche A" vom Grade 2 (1 +n4-n :}— n! =2(3n-1).
Da aber die Leitgerade p 2(37-+1) Erzeugende der A* trifft und durch
jeden Schnittpunkt der Trégerebene % mit diesen Erzeugenden je eine
Gerade des ‘Biischels (W,); hindurchgeht, so ergibt sich sofort: Im Falle
a) erzeugen die Geraden @y, by, ... des Biindels (W) eine Kegelfliche 1"
von der Ordnung 2(3n-1).

Liegt eine r/— fache Hauptgerade fi* des Biindels (W) auf der
Trégerebene &, so erhalten wir (Nr. 1) projektive Biischel

(Wola A (A7) A (A7) A (457,

deren Tréager die Ebene & und die Kegel (n—ri). Ordnung A7~"; sind.
Die Treffgeraden homologer Strahlen dieser Biischel erzeugen®) eine
Regelfliche A vom Grade 2(1+n—ri+n—rid-n—r)=23n-—3r1),
Aber der Fundamentalgeraden f? entsprechen (Nr. 1} in den Biindeln (W.),
t=1, 2, 3, drei projektive Strahlenbiischel (¥}, deren Triger die
Hauptkegel r; — ten Ordnung @} sind. Die Treffgeraden homologer
Strahlen dieser drei Biischel erzeugen ') eine Strahlenkongruenz C” von
der Ordnung und Klasse 3r;. Da aber diese Strahlen der Kongruenz C”,
welche die #; — fache Hauptgerade f? schneiden, eine Regelfldche 67:.

Grades ® mit einer 3r; — fachen Leitgeraden f? erzeugen, so zerfillt
die Regelfliche 2(37-1). Grades A" in A und ®. — Jetzt trifft die
Leitgerade p 2(3n—3r:-+1) Erzeugende 4, ... der Regeliliche A und 67;
Erzeugende ¢, ... der Regelfliche ®, und durch jeden Schnittpunkt dieser
Erzeugenden 4, ..., e, ... mit der Trigerebene & geht je eine Erzeugende
des untersuchten Kegels 2(3 7 - 1). Ordnung I'°, Da aber die 67:
Schnittpunkte der Ebene & mit den Erzeugenden e, ... der Regeliliche ®
auf ihrer Leitgeraden f? liegen, so vereinigen sich mit f? alle 67; Erzeu-
gende des Kegels 1. — Solche Eigenschaft besitzt jede Ebene 8, welche
die r;—- fache Hauptgerade f? enthilt. Diese Gerade f9 ergibt sich also
als eine 6r;— fache Erzeugende des Kegels I'.

Es soll noch bemerkt werden, dass alle vielfache Erzeugende f? des
Kegels 2 (372+1). Ordnung I (s. die Relationen I, Ill in Nr. 1) der

®) Anton Plamitzer, Sitze iber die Trefigeraden projektiver Strahlenin-
volutionen hheren Grades, deren Triger unikursale Gebilde sind. Sitzungsber, d. Aka-
demie d. Wissenschaften in Wien (Math, — naturw, K1, Abt, Ila) 126, (1917), Nr. 13.

1 A, Plamitzer, L ¢, %, Nr. 8,
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2%.6r,-(6r1-—1)= 18 27—,%—3 zri: 18(1 —1)—3.3(n—1) =
=9@2n+41) (n—1)

Doppelerzeugenden &#quivalent sind, und I eine Kegelfliche von der
Klasse 4(97+5) und vom Geschlecht 3{4n+3) ist.

Im Falle b} kdnnen wir ganz analog die Kegelfliche I'"* erhalten.
Zu diesem Zwecke miissen wir im Biindel (W) eine beliebige Ebene
annehmen und die projektiven Strahlenbiischel

(AR AW, A (W), (W)

betrachten, deren Triger ein unikursaler Kegel 7, Ordnung A? und drei
homologe Ebenen %;, %,, %, der Biinde! (W) sind. Die Treffgeraden
homologer Strahlen dieser Biischel erzeugen (s.7)) eine Regelfliche A*
vom Grade 2(n+4-1-41-4+1)=2(n-13), Liegt eine sp-—fache Haupt-
gerade f; des Strahlenbitindels (i) auf der Trigerebene 7., so zerfallt A*
n eine Regeliliche A von der Ordnung 2 {n—sp-1--14-1)=2 (z—s,+3)
und in S —fache Regelfliche 2. Grades A2 deren Erzeugende die drei
Hauptgeraden f;. f}. f3 (und homologe Strahlen des Hauptkegels ® von
der Klasse sz} schneiden.

Den Kegel I" kénnen wir auch folgendermassen erhalten, Dem
vorher konstruierten Kegel I des Biindels (W,) entspricht im Biindel
{W.)—vgl. die Beziehungen I, IV, Il in Nr. 1 und die Werte v=2(3 n-+1),
li=6r;— ein Kegel von der Ordnung:

v n—z Lirn=vn— 62]’?=2(3ﬂ+1]Ilﬁ6(713-1)=:2[ll—|—3),

fiir welche jede sz — fache Hauptgerade f} eine Erzeugende mit der
Multiplizitat

v Sg ——z I; Vip ==Y 8§ —6 Z ti }J«,‘k=2(3ll—l—l)Sk—6llSk=25k,

Weil aber alle vielfache Erzeugende f; des Kegels I* den

&zié.zsk(zsk—1)=zS’s;w?sk=2[nﬂ—1)—3(n—1)=

=r—1)2nr—1)

Doppelerzeugenden &quivalent sind, so ist bekanntlich dieser Kegel
28 (n41). Klasse und 3 (47--3). Geschlechts.
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Es gelten daher folgende Sétze:
Bezeichnet man mit &, b, ... die Strahlen der in Nr. 4 betrachteten

Kongruenz C, welche irgend eine feste Gerade p and simtliche Quadrupel
homologer Sirahlen a, a, a, ds, by b, 0y by, ... der gegebenen Biindel (W),
und (W.), v =1, 2, 3, schneiden, so erzeugen: ) .
a) die Geraden aq, by, ... des Biindels (W,) eine Kegelfléiche I
2(3n+1). Ordnung, 4 (97-+5). Klasse und 3 (4n-3). Geschlechts, wel-
che jede r; — fache Haupigerade f dieses Biindels zu einer 6r;— fachen
besitzt.
Erzeulifnjiz Geraden a., b., ... des Biindels (W) eine Kegelfliche I
2(n+3). Ordnung, 28 (n--1). Klasse und 3(4 n-+3). Geschlechts, welche
jede sp—fache Hauptgerade f; dieses Biindels zu einer 2 8y — tachen Erzeu-
gende besitzl.
6. Die Regelfliche 4 (272--3). Grades 2. Betrachtet man fiin{
Strahlenbiindel

(6) (W) = (We) = (W) = (W),

welche den Relationen (1), (2) und (3) in Nr. 1 geniigen und voneinander
verschiedene Schneitelpuakte W,, W. besitzen, so erzeugen die Treff-

(W)= (W) (=1, 2, 3, 4),

geraden sHmtlicher Quintupel homologer Strahlen a, a; @, a, a,.
b, b, b, b, b,, ... dieser Biindel eine Regelfldche 2 vom Grade
4(2n-+3).

Um den Grad der @ zu bestimmen, nehmen wir im Biindel (W))
eine Kegelfliche 2 (n+3). Ordnung I" an, welche kollinear der in Nr. 5
betrachteten Kegelfliche [* des Biindels (W), v=1, 2, 3, zugeordnet
ist. Die Strahlen @, ... der Kongruenz C (Nr. 4), welche irgend eine
feste Gerade p und simtliche Quadrupel homologer Strahlen aya,a,a,, ...
der Biindel (W;) und (W.) schneiden, erzeugen (Nr. 5) eine Regelfliche
6 (n--1). Grades ¥ mit einer 3 (n- 1) —fachen Leitgeraden p. Um den
Grad 4(272-13) der untersuchten Regelfliche € zu bestimmen, stellen
wir eine [1, 1] —deutige Hilfskorrespondenz zwischen den Erzeugenden a,
und a, &, und b,... der Flichen I und ¥ her. In dieser Korrespondenz
gibt es™) im Allgemeinen 2(n-+3) 6 (n-}-1)=4(2n-+3) solche Paare
homologer Strahlen ¢, und c,..., welche sich in je einem Punkte
schneiden. Das Element z. B. ¢ trifft nicht nur ¢, sondern auch — als
Erzeugende der Regelfliche I' — vier homologe Geraden ¢, ¢ ¢; €3,
und liegt daher auf der Regelfliche Q. Da aber die Leitgerade p der I
4(2n-3) Erzeugende ¢, ... der @ schneidet, so ist & vom 4(27--3).

) Antoni Plamitzer, Uber mehrdeutige Verwandtschaften auf L_mikursalen
Trégern, Prace Matem,-Fiz. T, 30, Warszawa 1919, Nr, 2.
148

Uber Orter von Treffgeraden homologer Strahlen. 13

Grade, w. z. b, w.—In Nr. 8 weisen wir nach, dass die Fliche & vom
Geschlecht 4 (4n--5) ist.

Es soll noch bemerkt werden, dass die 3 (7} 1) durch den Schneitel
z. B. W, hindurchgehende Strahlen der Kongruenz C (Nr. 4) Erzeugende
der Regelfliche @ sind. Betrachten wir noch die Strahlenkongruenz 6. Ord-
nung C’, deren Elemente ') die Treffgeraden simtlicher Qradrupel homolo-
ger Strahlen 4, a, a; a,,... der kollinearen Biindel (W.), 1=1, 2, 3, 4,
sind, so sind auch die 6 durch den Scheitel W, hindurchgehende Strah-
len dieser Kongruenz C’ Erzeugende der Regelfliche 2. Daher:

Sind zwischen dem Strahlenbiindel (W) und jedem von vier kollinearen
Strahlenbiindeln (W), v =1, 2, 3, 4 — welche verschiedene Scheitel-
punkte besitzen — Cremonasche Verwandischatien n. Grades festgestellt,
so erzeugen die Treffgeraden sdmilicher Quintupel homologer Strahlen
dieser Biindel eine Regelfliche 4 (211 —3). Grades und 4(4n—35). Ge- -
schlechts @, fiir welche die Scheitel dieser Biindel singulir sind, Durch
den Scheitel W, gehen 6 Erzeugende, und durch den Scheitel W. gehen
3(n—+1) Erzeugende der Regelfliche @ hindurch.

7. Die mit der Regelflache 2 zusammenhangenden Kegelfla-
chen. Sind a, &, ... Erzeugende der Regelfliche &, welche (Nr. 6) sim-
tliche Quintupel homologer Strahlen a, a, a, a5 a,, b, b, b, b, b,,. .«
der betrachteten Biindel (W,) und (W.), t==1, 2, 3, 4, schneiden, so
kann man fragen nach den Kegelflichen A° und 4A', welche durch die
Geraden:

) a) @, b,..

b) a'.,b'.,...

. des Biindels (W),

des Biindels (W)
erzeugt sind.
Im Biindel (W,) nehmen wir einen Strahlenbiischel (W,); an, dessen

Trigerebene eine beliebige Ebene & ist. Diesem Biischel entsprechen im
den Biindeln (W:) vier projektive Strahlenbiischel

(AN /(A9 A (49 4149,

deren Triger unikursale Kegel 72. Ordnung 47 sind. Sind a, und a,, a,, a,, a,
homologe Strahlen dieser Biischel, a* zwei Trefigeraden des Quadrupels
a; a; a;a, und A"==a"8 zwei Schnittpunkte der Elemente a¢* und 3,
so ordnen wir jeder Geraden @, des Biischels (W,); zwei Strahlen
a'= W, A" dieses Bischels zu, welche den Scheitel W, mit den Schnitt-
punkten A* verbinden. Da aber die Treffgeraden homologer Strahlen

2} G, Loria, 1. c. 1), Nr. 28,
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der Biischel (A7) eine Regelfliche A" vom Grade 2(n-+n—n--n=gn
erzeugen!®), und jede Gerade a’ ebensoviele Erzeugende a*, 5", ..
der A* trifft, so ordnen wir 8 # Strahlen @,, b,,... des Biischels (W),
dem Elemente @’ zu. Auf diese Weise ') gelangen wir zu einer Korres.
pondenz (817,2) zwischen den Strahlen @, und &', ... des Bischels (W),
Jede Gerade ¢*, welche den Koinzidenzstrahl ¢,=c’ dieser Korrespon-
denz und vier homologe Elemente ¢, ¢, ¢; ¢, trifft, ist eine Erzeugende
der in Nr. 6 untersuchten Regelfliche @, Da aber die 87--2 Koinzi-
denzstrahlen ¢, = ¢, ... unserer. Korrespondenz Erzeugende der Kegel-
fliche A° sind, so ist A° von 2 (41 1) Ordnung.

Liegt eine r;—fache Hauptgerade f? des Strahlenbiindels (W,) auf
der Trigerebene &, so erhalten wir (vgl. Nr. 1) vier projektive Strahlen-
biischel :

(A1) R (45 A (d) K (an),

deren Triger unikursale Kegel (7—7). Ordnung A"~"; sind, Mit Hilfe
der Regelfdche 8(n—r;), Grades A, deren Erzeugende Treffgeraden
homologer Strahlen dieser Biischel sind, stellen wir eine Hilfskorrespon-
denz [8(n —ri), 2] zwischen den Strahlen des Biischels (W,); her. Diese
Korrespondenz lehrt, dass die Trégerebene & 8(n—7:)+2 Erzeugende
der Kegelfliche 2(47--1). Ordoung 4° enthdlt. Aber dem Hauptstrahle
f? entsprechen (Nr. 1) vier projektive Strahlenbiischel (%), deren Triger
die Hauptkegel r; — ten Ordnung ®; der Biindel (W,) sind. Da die
Trefigeraden homologer Strahlen dieser Biischel eine Regelfliche ¢ vom
Grade 87: erzeugen, so trifft die f? 87 Erzeugende e*, f*, ... der @.
Die Gerade z. B. ¢" schneidet vier homologe Elemente e, ¢, e, ¢, der
Biischel (®;) und die zugeordnete Gerade ¢,=/%, Das Element &' ist
daher eine Erzeugende der Regeliliche @ und die Gerade ey=f9 ist
eine Erzeugende des Kegels 4°, Die 8r; Geraden ¢*, f*,... lehren, dass
ebensoviele Erzeugende ¢,, f;. ... des Kegels A’ mit dem Elemente b
zusammenfallen. Solche Eigenschaft besitzt jede Trigerebene &, welche
die 7;— fache Hauptgerade f? des Biindels (W) enthilt. Diese Gerade i
ergibt sich also als eine 8r;— fache Erzeugende des Kegels A",

Weil aber alle vielfache Erzeugende f? des Kegels A° (s. die Be-
ziehungen I, Il in Nr. 1) den

%) A, Plamitzer, L e %, Nr 13,

#) Fritz Kliem, Uber Orter von Trefigeraden entsprechender Strahlen in
eindeutig und linear verwandten Strahlengebilden erster bis vierter Stufe, Borna-Leipzig,
1909, p. 32 untersucht fiinf kollineare Biindel und konstruiert ganz analog eine Korres-
pondenz (8,2),
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< 1 Y
—.8r(8ri—1)=32 2—4 =32 —1)—4.3n—1) =
2.42 8r:(8ri—1)=3 Zr, Zr 32 (n ) ( )

=4(n—1)(8n-+5)

Doppelerzeugenden dquivalent sind, so ist bekanntlich diese Kegelfliche
A® 2(24n+4-21). Klasse und 4(47n-+5), Geschlechts.

Im Falle b) erhalten wir ganz analog die Kegelfliche A, Aber wir
kénnen A' auch folgendermassen erhalten. Dem vorher konstruierten
Kegel A® des Biindels (W) entspricht im Biindel (W.)— vgl. die Bezie-
hungen I, IV, II in Nr. 1 und die Werte v=2(4n+1), ,=8r;—eine
Kegelfliche A* von der Ordnung:

v;z—-—?li ri=vn—8§ Sﬁ rr=24n-t1)n—8(n*—1)=2(n-+4)

fiir welche jede s —fache Hauptgerade f; eine Erzeugende wmit der
Multiplizitat

v Sp— S1 It P«ik=VSk—SZfiP»ik=2(4ﬂ-—!—1]5k—8115k=25k

ist. Weil aber alle viellache Erzeugende f; des Kegels A* den

z%.25k[25k—‘1):2>‘S;—;_.yskzg(nz_l)_:”n_l]
=n—1)(2n—1)

Doppelerzeugenden dquivalent sind, so ist bekanntlich diese Kegelfliche
A 6(672-+9). Klasse und 4(4n-+5), Geschlechts.\
Es gelten daher folgende Sitze:

Bezeichnet man mit a, b, ... die Erzeugende der in Nr. 6 betrachte-
ten Regelfliche @, welche séimtliche Quintupel homologer Strahlen a,a, 2.0, a,,
by by by b, by, ... der gegebenen Biindels (W) und (W,), v\=1, 2, 3, 4,
schneiden, so erzeugen:

a) die Geraden a,, b,,... des Biindels (W,) eine Kegelfldche A°
2(4n-+1). Ordnung, 2(24n-+-21). Klasse und 4(4n--5). Geschlechie,
welche jede r;— fache Haupigerade f¢ dieses Biindels zu einer 8 r;— fachen
Erzeugende besilzt.

b) die Geraden a., b.,.., des Biindels (W.) eine Kegelfliche A*
2(n-}4). Ordnung, 6 (62-+-9). Klasse und 4{4n-5). Geschlechts, welche
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jede s, — fache Hauptgerade f, des Biindels (W.) zu einer 2s,— tachen
Erzeugende besilzl.

8. Eigenschaften der sechs Strahlenbiindel. Betrachtet mar,
sechs Strahlenbiindel

(1) (W) % (W (W) = (W) (Wy), . (Wom" (W.) (e=1,2,3, 4,5)

welche den Relationen (1), (2) und (3) in Nr. 1 geniigen und voneinan-
der verschiedene Scheitelpunkte W,, W: besitzen, so kann man fragen,
wie oft sechs homologe Strahlen dieser Biindel je eine Gerade schneiden

Gegeben sind “solche Erzeugende a,... der in Nr. 6 betrachteten
Regelfliche 4 (2 7 3). Grades &, welche simtliche Quintupel @,a,a,0,q,, ...
der Biindel (W) und (W.), v==1, 2, 3, 4 schneiden. Da aber die Strah-
len a.,... des Biindels (W,) eine Kegelfliche A' (Nr. 7) erzeugen, so
folgt unmittelbar aus der Kollineation (W.)x(W;), dass die Strahlen
s, ... des Biindels (W;) auch eine Kegeliliche A" von 2 (-} 4). Ordnung
und vom 4(47-}5). Geschlechts erzeugen. Jeder Erzeugende a der
Fliche @ ordnen wir — vermittelst des Quintupels @, a; a, @, @, — eine
einzige Erzeugende a; des Kegels A’ zu, und jeder Geraden a, dieses
Kegels ordnen wir eine einzige Gerade ¢ der Fliche @ zu. Aus der so
konstruierten Korrespondenz (1,1) zwischen den Erzeugenden der Fli-
chen @ und 4° folgt nach dem Grundsatze von Clebsch -- dass die in Nr. 6
untersuchte Regelfliche @ vom Geschlecht 4(4n - 5) ist, w. z. b. w.

In dieser (1,1) — deutigen Korrespondenz gibt es™) im Allgemeinen
4(2n+3)+2(n+44) =10 (1+2) solche Paare homologer Strahlen ¢
und ¢, ..., welche sich in je einem Punkte schneiden. Die Erzeugende
¢ der Flache & trifit also fiinf homologe Geraden ¢, ¢; ¢, ¢; ¢, und die
Erzeugende ¢; des Kegels A% Es ergibt sich folgender Satz:

Sind zwischen dem Strahlenbiindel (W,) und jedem von Fiinf kollinea-
ren Strahlenbiindeln (W.), v=1, 2, 3, 4, 5 — deren Scheitelpunkte belie-
big und voneinander verschieden sind — allgemeine Cremonasche Ver-
wandischaften n-ten Grades festgestellt, so gibt es im Allgemeinen 10 (1--2)

solche Geraden, dass jede von ihnen je sechs “homologe Strahlen dieser
Biindel schneidet,

¥) A, Plamitzer, L ¢, 1%, Nr, 2.
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Sur la fonction ordinaire de Green de I'espace
a trois dimensions.

par
Alired Rosenblatt
(Krakoéw).

J'ai étudié, dans une série de travaux publiés aux C. R., au Bul-
letin des Sciences Mathématiques, aux Rendiconti dei Lincei, aux
Annali di Matematica, aux Annales de 1'Ecole Normale Supérieure,
au Bulletin - de la Société Mathématique de Gréce, l'application de la
méthode des approximations successives de M. Emile Picard aux
équations différentielles. J'ai donné, dans ces travaux, des généralisa-
tions des théorémes classiques de M, Picard en envisageant les équa-
tions aux dérivées partielles du type elliptique du second ordre, les
équations bi-et m-harmoniques, les équations de la propagation de
la chaleur etc. Comme une partie importante de 'oeuvre mathématique
de Léon Lichtenstein est consacrée a l'étude des équations du
type elliptique et a la théorie du potentiel je publie, sur l'invitation
aimable de M. S, Dickstein, volontiers les résultats de mes recher-
ches récentes sur la fonction de Green ordinaire dans I'espace
euclidien & trois dimensions dans le Volume des Prace matematyczno-
fizyczne dédié 4 la mémoire de I'éminent géometre.

Je remarque de suite que les résultats que je vais présenter ici
sont loin d'étre satisfaisants et je me réserve d'y revenir ailleurs en
les précisant, développant et simplifiant et en les appliquant aux équa-
tions differentielles du type elliptique du second ordre & trois variables
indépendantes.

1. Je rappelle tout d'abord que dans une Note des C. R. du
5/11.34 ,Sur l'application de la méthode des approximations successives
de M. Picard a l'éstude des équations du second ordre -elliptiques et
non lindaires & trois variables indépendantes” dont les résultats for-
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