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Zur additiven Zahlentheorie.

Von

Arnold Walfisz (Radosé).

Erster Teil.

In ihrer III Abhandlung zur Partitio Numerorum !} beschiftigen
sich Hardy und Littlewood auch mit den Darstellungen einer natiirli-
chen Zahl als Summe einer Primzahl und zwei bzw. vier Quadraten
ganzer Zahlen, Es sei insbesondere N(n) die Anzahl der Darstellungen
von 7 in der Form n=m,>-m,* 4 m;>*+m*-+p 2). Die Verfasser ver-
muten, dass bei wachsendem 7

n? 1 . (P—1)2(p+1)
~T R (1 1l ; s
2logn p>2 ( TFED ) e PP )

9
w2

(1 N{n)

und meinen, dass man hierfiir einen strengen Beweis finden miisste.

Es sei jetzt allgemeiner N, (1) die Anzahl der Darstellungen von 7
als Summe von 7 Quadraten und § Primzahlen, d. h. die Anzahl der
Lésungen von n=m >+ ... +m>+p -4 ... +ps in ganzen m und

%) ,On the expression of a number as a sum of primes” [Acta Mathematica 44
(1922), S. 1—170].

Y omy, my, my, my, pound m’,my, my my’ p' gelten dann und nur dann als die-
selbe Lésung, wenn m; =m,",.., my=my’, p=p ist. Also z. B. N(3)=9, N (10) = 168.
Ebenso ist die weiter unten eingefithrte Funktion Nr.s (1), mitsamt den analogen Funktio-
nen des zweiten und dritten Teils, zu verstehen,

1
% a, a, 0. (5452) und (5.4521). Der Faktor Togn ist versehentlich weggelassen,

Im ersten Produkt durchliuft p alle ungeraden Primzahlen, im 2weiten die ungeraden
Primteiler von n. Ebenso sind-{2.1) — (2.4) zu verstehen.

6. Prace Malematyczno-Fizyezne, T. 43. 81
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Primzahlen p. Unter der Annahme, dass die Nullstellen aller Dirichlet-

1 .
schen Funktionen L(s)=L(s-]-if) der Halbebene 0;_;-2'» angehdren,
zeigte G. K. Stanley N fir r=1, s =35 r=3, §s=2; r=:4, s=1:

L Lt ;—-I-s' 1
w2 n? - n
@ Nealt) = = ogey ™ O (110 Lo ) ’
I (m— -{-s)
2
wo: 1) fiir 7==0 (mod 4)
s v
) n? ,_,1 + (- (p‘ 1)
an%m=m4m-Lwy’w £ A,
A W T PSP
2) fir r==1 (mod 4)
s ro N
1) p? (p- 1)
(2.2) G sln)= Ilz 1+('g> {:—_g ) B ,,IE, _’ -1 § n P
= prlp—1) [ p? o) »l-'(p)(——— 1)
3) fir r==2 {mod 4)
_|_I"1 ! ’ . [ <‘ l‘;‘ ( "
mm@m@glﬁ““»lyp%)" Lo B
= prp—1) ) pEp—1) (1) 2

4) fiir r=3 (mod 4)

$ -
(r~1)‘ AR 1)
28— 1 (1458 A0 TS

Damit war auch (1), wenn auch nur mit Hilfe einer L-Hypothese,
bestétigt.

4 ,On the representation of a number as a sum of squares and primes" [Procee-
dings of the London Mathematical Society, ser, 2, 29 (1929), S. 122—144], Theorem 4,
Theorem D und Lemma 11, Es finden sich in dieser Arbeit auch noch einige andere
Sitze dieser Art, Die Abhandlung von Frl. Stanley ist durch die Partitio Numerorum
I veranlasst, deren Hauptinhalt die Bebandlung des Falles r==0, s 3 bildet. Dabei
benutzen Hardy und Littlewood die folgende, etwas weniger weitgehende L-Vermulung:

: 3
die obere Grenze der Realteile aller dieser Nullstellen ist kleiner als - -
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Einen strengen Beweis von (1) auf gesicherter Grundlage brachte
kiirzlich S. Chowla 9. Anschliessend will ich (2) — (2.4) fiir den Fall
r=5, s=1 beweisen.

Im folgenden bedeuten 7, s, p, 1, m, h, k, [ und K ganze Zahlen;
hierbei ist r =5, s=0, n>1, k>0, Vn=K=1, p Primzahl. % ist
£t

stets teilerfremd zu k. Es lduft also z. B. %
h=0

fremden % mit 0=h<k, Der Strich bei p—Summen heisst: es soll
tiberdies p==/ (mod k) sein, z. B. lauft ¥’ iiber die p=n, p==I[(mod k).

p<sn

Der Strich bei /—Summen heisst: es sei {iberdies ({,k)=1. ¢ und 1. sind
die Funktionen von Euler und Mébius. #, v, X. £ sind reell; x= 2,
£>0. Mit B bezeichne ich unterschiedslos komplexe Zahlen, deren
absolute Betrdge unterhalb nur von 7,5 abhingigen Schranken liegen;
mit Bx unterschiedslos komplexe Zahlen, deren absolute Betrige unter-
halb nur von r,s und K abhingingen Schranken liegen.

iber die zu k teiler-

Die fetten Zahlen sind in der ganzen vorliegenden Arbeit als Hin-
weise auf die an den betreffenden Stellen benutzten Formeln zu ver-
stehen.

Zur Abkiirzung setze ich

2%iuh

3) E@=Epr(@)=e * |,
k———l
(4) T="Thr= —;()E
©) Rl)= 1 mbak)= D1
Py =

Es gelten dann die wohlbekannten Abschitzungen

(6) T=BFk 2,
X
(7) 1:()6):8@}"
8 = (v k,h) = ,Nk)lom + Bx x (k=K),

%) ,The representation of a number as a sum of four squares and a prime* (die
unmittelbar vorangehende Arbeit),
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von denen die beiden ersten elementar herleitbar sind. Ferner brauche
ich die Beziehung

) Z E(l)=1p (k). 9)
=
Wird S, (m) durch die wegen (6) absolut konvergente Reihe
s (& =
(10) s (m) Z (' [k]) S Em)
N0

definiert, so steht das mit (2.1) ~-(2 . 4) nicht in Widerspruch; denn fiir

m=n hat (10) gerade die Werte (2-1)-—(2.4), wie Frl Stanley, ohne
Berufung auf die L-Hypothese, bewiesen hat 7). Es habe von jetzt ab
&,.(n) nur noch die Bedeutung (10).

Ich erinnere daran, dass nach Hardy

r

" Spolk) -+ Bk

»—2 —
L nz
r
r (»2-)

ist %), so dass (2) fiir s==0 reichlich gilt. Ich brauche daher nur noch
den Schluss von § auf $-~1 (Induktion) durchzufithren,

Nun gehts los.

=S—m*

J

pESD S, 7Ewn

-2 [ e

6 Vgl, E, Landau ,Vorlesungen tiber Zahlentheorie”, I Bd, (1927), S. 188,

) a a 0.1, 8. 126—129,

% G, H, Hardy ,On the expression of a number as the sum of any number of
squares and in particular of five or seven" [Proceedings of the National Academy of
Sciences 4 (1918), S, 189—193], S, 191. Eine Verallgemeinerung von (11) findet man in
meiner Arbeit ,Uber Gitterpunkte. in mehrdimensionalen  Ellipsoiden” ' [Mathematische
Zeitschrift 19 (1924), S. 300—307)], S. 303—307.
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(12) log (n-f-2—p)Eps(n—p).
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13) =BY K T=Bn T (.
r>yn
o~ Sbset (k) &,
Ty (n) — Z[n—p] 2 log= (n 42 —p) Z (——) Z T"E{p—n)
psn I=<Tr "P(k) h=0

C=BY —p) T T T T log— (12 —p) (12, 13)

pzn
JEATIP S T e
=Bn? 4 log—* nZl =Bnt log—~tn (5, 7)
pn
Lo
{14) = Bn? log—?%n,

Z T'Z (n— p)% +sqlog*s n+2—p Ep—n

h=0 pn

k—1
T (1 o (R)\°
R (1) ,ﬂ;},;(ao (k])
+Bn? Tlogm2n (14)

. &@‘H — T
(15) _kgzy,.—(?(kl) N1 EEnY n—p)

h=0 p<n

+B n7r + log—~%n (3).
S n—p 7 og (42— E(p)
p';‘n
k=1 ’ .
=3 =T g 2= E(p)
=0 p<in
(16) L E( Z (r—p)* " log 2 —p) @3)

Tlog—s (n+2—u)du

n r

" -
J(n —u)?
P

“log= (n+2—p) Ep)
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B (% +s— 1)—‘1 (e — )7 " log (12— p)
= B fn (n— u]‘g“ P (2 — )y log =t (n 2 —u) du
;
(177 =s B‘f nTr P g tndu=sB /z";" et log=s-1n,
(18) (n —p) T log™ (242 —p)
- <";‘+ s 1)f(’l — u]%' T log=s (22— u) du
I3
L sBr? T og=1n (17),
!Z; (n— p)MZL T og=s (-2 —p)
( g 1); f(nmu) 2 M g (2 —u)da
=
+sB W7 T log-tn (18, 5, 7)
(199 = (é— +s— 1) f[n-— u)“; e log= (n--2—u) = (uyk, ) du
2
+5Bn7 Plog=2n (5)
T — 7 T logt (02— p) E()
h Jewl
(20) ( - 1) ; EW) f(/z 1) e log=* (-2

T
+sBkan? +°Iog"“"2/z (16, 19),

m (&, 0) du
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MDY
Fs ()= ( 45— 1) (‘——) T E(—n)
r =y P (R)) £=

- log™ (n+2—u)r (k) du

1 n r
E(l)f(n-—u]TJr

5
—i—sBZk z T :p(k))“llz log—2n

r
4+ BA? Tlog-s2n (15, 6, 20)

. p (k) .
21) _(2+s 1)};1/” (?(k]) ZT E(—n)

E—1 4 ,
XS EQ [tn— 07 T log s (12— m)m s D d
=0 2

LI
+Bn? log— % n,

Sind { und % nicht teilerfremd, so ist = (%% /) =1. Lisst man daher
in (21) die [ mit (Lk)>1 weg, so ist der Fehler, wegen (6),

BZ ki——anZ -

/1/" k<]/n
a2 s I et~ r
(22) =B Z LR = Bn? T=PBn? log”“2 n.
kg]/n
i fi=0 =0

[ (n- 07 log =5 (n-2—u)= (43, 1) du— B log—s-21 (21,22),
2
Lasse ich hier die £>>K weg, so ist der Fehler nach (6), (5) und (7),

=1 n

B Z Z [n%+s—zlog’sn.ﬂc[n;k, ) du

K<=Y T =02
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3 kot s LAY
=B k2 Z (n; &, 1) /12 log “pu=BK 2 m(myn?’" log=n
K 1==0
Ly
(24) = BK 2 n? log”n

kel /e_j-1,
N IE (=) ) E ()
=

J=0

(25) T, ()= ( +5*1)L(${Z;)

4 o o
X {(rz-——u)—zﬂh : log ™ (n-~2—u) = (u; k, 1) du - Bn * .

‘log' s2op
3
L s
+BK *n? log stn (23, 24).
Ersetze ich = (u;k,{) durch - B , so ist der Fehler, nach (6)
) o (k)log u
und (8),
rok—t LA : r
Loy s—2 §
(26) BKZ B2 an 2 log=>n.nlog=?n du==Bgun? H log=* 2 1.
=0

r

(27 T, (n)= ( 3 +s—

k
) 5 e ey o

L s e u AN
X_[("—”)z log (’H*?”H) log ; duA- B n? " log *2n

1 r .
+BK 7T og=-tn (25, 26).
(28) ()= f (=0T Glog (n42—v)do 2 “un),

2

u .
r
(29) P () =B f ne vlog ™ n dv = B/z'; o2

f(n — n]%
2

b (n) —fs 24 ¢
(30) =logn+3f log™* 2/La’u--~ (gn }Bn“ log * 21 (29).
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ulog * n (28).

—_0) - f b (1) ~dun (28)

? log* 2 —
g ln2—u) " logn alogin
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o vlog™ (n-}2—wv) dv (28)

2
n—2 ,
= f u? (n—u) log= (£+2) du
0
g gr (n— ) 11%+6
— f i I log—* (u—+2) du

—Zr—1—s——-1 T(%»—l—s) '(—2-r~—l—s—1)

e log"é n
o)

n r
(32) f m—u? 1o

31) = 4+ Bn? log—st 1,

r
7+
12 log—s -1 n

€t d”:( +S)( 1)

.
BT Jog—s—2 n (30, 31).

(%—[—s) Trs (M) = /z%ﬂ log=s1n. :l; ('z];; , 2 TrE(—n IZU E ()
4 B 07 logs-tn4-B K P log—+—1 1 (21, 32)
(33? = /l;+s log=~1n .éx (g%)erig Tr E (—7)
~+ Bk fl—;_Hlog “stn-+BK - ”;—H log=—'n (9).

Lasse ich % in (33) wieder iiber alle natiirlichen Zahlen laufen, so

ist nach (6) der Fehler

r r _ T r s
(34) Bn? Tlogtn. Z BT 7 =BK 2n? "logtn
k>K
r [5=]
(V—AJrs) 3. (m=n? log‘f—1 n. Azl(?(k]) ;,Zo TTE(—n)
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1 r

r JU.
+-Bx n? +Slog s2p4-BK *n? ~“105;”‘“1 n (33, 34)

¥ r
o 8 - o of 8
=n?  log=n- G (M) Brn? log™* *n

1

+BK 77 Plog——tn (10).

(35)

Ist >0 vorgegeben, so sei K die kleinste naliirliche Zahl mit
1

K~ ? ¢ und n, die kleinste natiirliche Zahl mit 7,72, |Bx| " elogn,
fir das in (35) vorkommende Br. Dann folgt aus (35)

r Lt < -
('2_‘{‘ S) S, s(n)=n? ;log"-"’ 'n.Crep1(0)-}- Ben? “log“*‘"“”1 no(n=ony),

r ~ TLos T
(36) (»2——1—s) Lrs(M)=n? + log*'n. G g (n) -+ 0 (/12 ! log™—* ‘111) :
Aus der Definition von N, (1) ergibt sich

(37) Nis41 (1) =Z N, s(n-—p)--B.

p=n
Nimmt man (2) als richtig an und schreibt es in der Gestalt

r

i

o0 .(n 7ot log—* n) .

so folgt aus (37), (38), (12), (5), (7) und (36)

(38) N s ()=

17 T o5 (1 4-2) Gry (1)

2z T -
Nrst1(n)=— PR T (1) —]~o(n2 bt log /1) X 1
I’ (é -|— N P

%2 T

I L log™ 1a.& ( 2y e
-|-1) G-l o n log™+ 1n),

E( s

d. h. es gilt (2) mit s--1 statt 5, w. z. b, w,
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Zweiter Teil.

Die Funktion N,s(n) des ersten Teils ldsst sich sofort auf einen
totalreellen, d. h. einen mitsamt seinen konjugierten Kérpern reellen,
algebraischen Zahlkdrper %2 itbertragen. Ein solcher Kbrper liege vor.
Eine Korperzahl heisse totalpositiv, wenn sie samt ihren konjugierten
Zahlen positiv ist; sie heisse Primzahl, wenn das durch sie erzeugte
Ideal ein Primideal ist. Fiir eine ganze totalpositive Zahl v zdhle dann
A,s(v) die Anzahl aller Darstellungen
(39) ve=p L et e s
(die 1 ganz, die © totalpositive Primzahlen) ab. Fiir reell-quadratisches
E wurde Aro(v)(r=5) von Siegel ?), Ags(V)(s=3) von Rademacher %)
abgeschitzt.

Bei einem nicht totalreellen Kérper (hier wird von einer totalposi-
tiven Zahl verlangt, dass alle ihre reellen konjugierten Zahlen positiv
seien) kann (39) unendlich viele Lésungen haben. Es ist deshalb zweck-
missig, nach dem Vorgange von Siegel (r=4, s=0) ) und Radema-
cher (r=0, s==3) 1) die einzelnen Darstellungen mit Konvergenzerzeu-
genden Gewichten zu versehen. Hierauf gehe ich nicht n#her ein.

In einer kiirzlich erschienenen Dissertation betrachtet Frl. Silber-
berg ¥) A;s(¥) in einem beliebigen Korper fiir r=4, s=1 und fiir

9 C, L. Siegel ,Additive Theorie der Zahlkdrper. I# [Mathematische Annalen 87
(1922), S. 1—35].

1) H, Rademacher ,Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper. L.
{iber die Darstellung totalpositiver Zahlen als Summe von totalpositiven Primzahlen im
reell-quadratischen Zahlkérper” [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der’
Hamburgischen Universitat 3 (1924), S. 109—163]. In der III Abhandlung der Serie (vgl.
Fussnote 1)) wird u, a. der beliebige totalreelle Kérper betrachtet. In allen drei Arbei-
ten setzt Verf, (entsprechend der Partitio Numerorum II) voraus, dass die obere Grenze

3
der Realteile aller Nullstellen der Heckeschen t (s, \)-Funktionen kleiner - als x ist.

1y Additive Theorie der Zahlkérper, II* [Mathematische Annalen 88 (1923), S.
184—210].

1) Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper. IL Uber die Darstel-
lung von Kérperzahlen als Summe von Primzahlen im imaginir-quadralischen Zahlkér-
per* [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universifit 3
(1924), S. 331—378}; ,Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper, I, Uker
die Darstellung totalpositiver Zahlen als Summen von totalposiliven Primzahlen in einem
beliebigen Zahlkérper® [Mathematische Zeitschrift 27 (1927), S, 321—426], In der letzt-
genannten Arbeit schreibt Rademacher den o noch Kongruenzbedingungen mnach einem
festen Idealmodul vor,

1) Kéthe Silberberg ,Uber die Anzahl der Darstellungen ganzer totalpositiver
Zahlen eines beliebigen Zahlkdrpers als Summen von Quadratzahlen und totalpositiven
Primzahlen® [Privatdruck (1934), 36 S..
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r=2, s=2, wobei noch den }» und ® Kongruenzbedingungen nach ei-
nem festen Idealmodul vorgeschrieben und dieselbe }—FHypothese wie
bei Rademacher als richtig angenommen wird, Ihr Haupsatz lautet fir
reell-quadratisches % und uneingeschrénkte 1, ® (d. h. ohne Kongruenz-
bedigungen) folgendermassen:

Es sei d die Diskriminante von k,4 die Anzahl der (absoluten)
Idealklassen, 1 die Grundeinheit >1, N das Zeichen fiir Norm ).
Dann gilt

{40} Jogs ot [ETIET
v N 2 - 2

Ars(v) = BVPEERY :j R 16‘;&-/\/‘} Sar (V) - O (i\é;.f\ IN,)) )

1‘2(—2— - S) d? (2hlogn)*

wo: 1) fir r==0 (mod 4)

(401) G.(v)= g (1 4. r,__(.r_"._“.,ly).isji‘_,.,4.,.) 1 (1 TR =1 );
= - 1o

NYE (Np — 1) 0 Sy

Ny (Nyp

2) tir r=1 (mod 4)

(40.2) @M=UO+V%“JﬂKMy
2y P e !
Np? (Np - 1p
3) fiir r=2 (mod 4)
(40.3) &, ()= 11 (1 + (— 1) R ol U&M,w)
vizy P =

i it W Gkt ) IO O
XMV (1 +( p ) - '
w2 Np? (Np — 1)1

4) ftir r==3 (mod 4)

S Y] == Y i (—1)
S Lgv(l | ( P )Npr?l'(Nh .’1],‘).

(40.4)

M) d, h v, N mbgend dauernd diese Bedeutung haben,

be ich in (40) Der Kiirze wegen schrei

Logsent Logse
. Nv? fiir (Nv)? b
und spéter entsprechend.
92
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Hierbei lauft p dber Primideale; | bzw. T sind Zeichen fiir teilt bzw.
teilt nicht; (%) und (:;{-1—) sind quadratische Restsymbole 7).

Von jetzt ab sei nur noch vom reell-quadratischen Zahlkérper &
die Rede. Sucht man das bei (1) und (2) benutzte Verfabren, mit Hilfe des
zu (8) analogen Primidealsatzes in Restklassen (Abschétzung (53) weiter
unten) zu iibertragen, so kommt man nicht zum Ziel, weil diejenigen »
in (39), deren Normen dieselbe Gréssenordung wie Nv haben, sehr un-
angenehm werden, Diese Schwierigkeit kann ich aber umgehen, indem
ich eben nur solche o zulasse, fir die

(41) Nw=<N+v (a eine absolute Konstante mit 0<Ca<1)

ist. Es sei Arsq(v) die zugehérige Anzahlfunktion, d. h, die Anzahl der
Lésungen von {39), {41). Dann gilt, wie ich zeigen will, fiir r=35,5=1

ro
= st

1—a )\ nye s 1Y)

B FST Ry
r T(zhalogq)
5]

(42) Arsals)=-

r

L +sa—1

“+ 0 (\sz ) .
wobei €,5(v) durch (40.1) — (40.4) gegeben ist.

Ein Vergleich von (40) und (42) zeigt, dass die Annahme (41) die
arithmetische Seite des Problems nicht wesentlich beeinflusst, indem bei-
demal dieselbe singulire Reihe & auftritt. Die vor & stehenden Aus-
driicke sind allerdings grundverschieden. Man beachte, dass das Haupt-
glied von (42) fiir a==1 verschwindet und dass es, gegeniiber {40), eine
um log* Nv hohere Gréssenordung besitzt. Als weiteres curiosum will
ich noch anfithren, dass die Heckeschen &(s,2)-Funktionen, welche
bei Rademacher und Frl. Silberberg eine grundlegende Rolle spielen,
bei mir {iberhaupt nicht auftreten,

In § 1 stelle ich diejenigen Eigenschaften von % zusammen, die
spiter bendtigt werden. In § 3 fithre ich, vom Siegelschen Hauptsatz
I ¢ 9 ausgehend, den Beweis von (42) durch Induktion s— 81, in-

%) Das Srs () tritt zundchst in Gestalt einer unendlichen Reihe aunf, die tiber al-
le ganzen Ideale des Korpers zu erstrecken ist, der s, g. singuliren Reihe-vgl. Formel
(61) w. u, Die Auswertung dieser Reihe zu (40.1) —(40.4) fiihrt Frl. Silberberg zwar
nur fiir gerades » durch; im vorliegenden Spezialfall sind aber diese Formeln unmittel-
bar aus dem Siegelschen Ergebnis (vgl. 1 c. ¥)) abzulesen, Ich komme hierauf noch
zuriick.
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dem ich allerdings statt der Funktion Arsa (V) eine eigens auf diese In-
duktion zugeschnittene, leicht abweichend definierte Funktion A (v)
verwende. Hier werden diejenigen L3sungen von (39) gezéhlt, fiir die

| M=p2-+...+p NogsmNMA-o),

(43)
l +o)h. . Nos= N M Ao~ Aoy == Ny,
Eine in § 3 auftretende trigonometrische Summe wird in § 2 ab-
geschitzt, .
In § 4 zeige ich, dass

(44) Arsa ()= Arsa V) -+ 0 (sz e 1),

womit alles erledigt ist.

§ 1

Einleitende Bemerkungen Der Kérper k liege vor. d sei
die Diskriminante, # die (absolute) Idealklassenzahl, 7 die Grundeinheit
>1, N die Norm, § die Spur; « ein beliebiges ganzes Ideal,  ein be-
liebiges Primideal; kleine griechische Buchstaben, ausser ¢ und den Funk-
tionszeichen 9,1, bezeichnen* Kérperzahlen; v, A und v sind fiir ganze
totalpositive Zahlen vorbehalten, ® fiir totalpositive Primzahlen, p fiir
ganze Zahlen; o ist die zu o konjugierte Zahl; ¢ («) und p.(n) bezeich-
nen die auf Ideale ibertragenen Funktionen von Euler und Mébius,

¢ sei eine beliebige positive Zahl, K eine natiirliche Zahl. Mit B
bezeichne ich unterschiedslos Zahlen, die von allem Méglichen abhén-
gen diirfen, dem absoluten Betrage nach aber unter Schranken liegen,
die nur von k, r, S und a abhingen. Die gleiche Bedeutung mé&gen
B, bzw. Bg haben, nur dass hier die Schranken von k&, r, &, a, 0 bzw.
von k, 7, S, a, K abhingen dirfen,

Idealklassen, FEin fester Idealmodul a liege vor., ( sei die

Gesamtheit aller zu ¢ primen Zahlen 7 (d. h, == g , o und § ganz und

prim zu a), [' die Gesamtheit aller totalpositiven 71 (mod ) (d, h, 7
soll totalpositiv sein, und in der obigen Darstellung mége o f mod «

sein), Betrachtet man G und I' als multiplikative Zahlengruppen in &
so gilt ftir den Index (G:I)

(45) (G:1') =409 (),
Denn mod « gibt es ¢ (1) zu a prime Restklassen ganzer Zahlen p; in je-

der: Restklasse trelen fi p, ¢’ die vier m8glichen Vorzeichenkombina-
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tionen -+, - —, — -, — — wirklich auf ), und es ist v in I' dann
und nur dann, wenn o und § derselben Restklasse, mit derselben Vor-
zeichenkombination angehdren. Die Elemente der Faktorgruppe G|t
mbgen Restklassen nach I' heissen, Es gibt nach (45) genau 4 ¢ (a) sol-
che Restklassen.

Es sei G, die Gesamtheit aller Einheiten in G (also die Gesamt~
heit aller Einheiten von % schlechthin), Iy die Gesamtheit aller Einhei-
ten in I'. Es gibt dann eine natiirliche Zahl gu, so dass Ny =177 zu
I, gehort und jede Zahl von T’y die Form %" mit ganzem rationalen 7,
hat (die s. g. Grundeinheit mod ). Betrachtet man G, und Iy als mul-
tiplikative Zahlengruppen, so gilt fiir den Index (Go: Ty

(46) (Gn : Fo) =20.

qa 9a
Es ist namlich G, =3 7"+ S(— 1" L,. Zwei Kérperzahlen < und {,
n=1 =1

deren Quotient in Ty liegt, heissen assoziiert nach I, in Zeichen o ~f.
Soll ein Summationsbuchstabe p ein System zu « primer, nicht nach I'
assoziierter ganzer Zahlen durchlaufen, so schreibe ich [plss [c]: heisse:
© durchlaufe ein System zu o primer nicht assoziierter totalpositiver
ganzer Zahlen, [0]; habe eine entsprechende Bedeutung fiir totalpositive
Primzahlen.

Die Gesamtheit ¢ der zu ¢ primen ganzen oder gebrochen Ideale b
des Kérpers (d. h. schreibt man b als gekiirzten Idealbruch, so seien
Zahler und Nenner prim zu a) teile ich jetzt in Klassen nach T ein, in-
dem ich zwei solche Ideale §, und b, dann und nur dann als dquiva-

b .
lent bezeichne und zu derselben Klasse rechne, wenn EL ={y), v in I\

In der zugehérigen Klassengruppe H="_0/C, bildet das Einheitselement
§, die Gesamtheit der Hauptideale (), 7 in I'. Es bezeichne %(n) die
Ordnung dieser Gruppe, d. h. die Anzahl der Idealklassen nach I'. Die
zu a primen Hauptideale von k mbgen in /, (1) Klassen nacb I' zerfallen,
Die zugehorigen Klassen bilden eine Untergruppe §, von 9, deren In-
dex h ist (weil es in jeder der & absoluten Idealklassen zu @ prime Ide-
ale gibt). Insbesondere ist

(47) f(a) = R hg (a).

Ist @ prim zu q, so gibt es unter den das Hauptideal (2) erzeugen-

1) Vgl z. B. E. Landau ,Uber Ideale und Primideale in Idealklassen” [Mathe-
matische Zeitschrift 2 (1918), S, 52—154], Satz XXI,
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den Zahlen +1%a, n ganz rational, genau 2¢, nicht assoziierte nach I,

z. B. die Zahlen o

(48) (1= n=q)

Aus der Xquivalenzdefinition nach I' folgt dann: Ist &, die Idealklasse,
zu der (¢) gehért, so werden die Ideale von N, durch genau 2 ¢, Rest-
klassen nach [ erzeugt, z. B. durch die Restklassen (48). Ist nun wei-
ter § eine andere zu @ prime Zahl, so spielen die 24 Zahlen

(49) e, — 1" B (1= qa)

dieselbe Rolle fir () und die zugehérige Idealklasse &y. Ist & ==&,
so stimmen die Restklassen (48), von der Reihenfolge abgesehen, mit
den Restklassen (49) itberein, Ist aber &, % &, , so liefern (48) und (49)
lauter verschiedene Restklassen nach I, zusammen also 4¢:. Wenn
dann $ mit &, und K, nicht erschépft ist, so kann man auf diese Wei-
se fortfahren, Da im Ganzen 4¢ (1) Restklassen verfighar sind, so folgt

vqn o, »qu o

40(x)  29(@)
B (@) == i) = AT
[?0] ) o(@) =5 7 o
also nac
(51) h(a) = _2__/17:;*((1)“ .1

Primideale in Idealklassen. Bezeichnet ¥ (x; &) die Anzahl
der Primideale p mit Norm =X in einer festen Idealklasse & nach I’

in Zeichen
(52) PR = 1,
»in &

Nuji:.x
so g:lt nach Landau )

1) Nach (47), (50), (45) und (46) ist also
(G:I
W="r (Gy 2 1) ’

Dahinter steckt ein allgemeiner Satz iber Zahlgruppen in algebraischen Zahlkdrpern-
Vgl z. B, das Webersche Lehrbuch der Algebra, Bd, IIl (zweite Auflage, Braunschweig
1908), § 161 oder, im allgemeineren Rahmen, H. Hasse ,Bericht itber neuere Uniersu-
chungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper. Teil la* [Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 36 (1927), S. 233311}, § 5.

%) 1, ¢ 19, Satz LXXXV., Es verdient hervorgehoben zu werden, dass (53) ohne
die Heckeschen ( (s, #)-Funktionen bewiesen wird, lediglich unter Zuhilfenahme der mit
Charakteren 3 der Klassengruppe § gebildeten L-Funktionen. Es ist (ebenda, Satz

LXXXIV)
Z 1) = do g 5+ B e 3
Np . ‘
(dy=1 fiir den Hauptcharakter, 0 sonst), woraus (53) durch einen bekannten Kunst-
griff folgt,
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. 1 X X
P )=+ ~—— —
53) Pl R) =4 (@ Togx -+ B, g %
Aus (53) ergibt sich
N 1—a 1 N ne
(54) lo 22—+ B,
: p;.n Ny a (a Mt "Tog N %
Nu;‘_N/

folgendermassen: Die linke Seite von (54) ist, wegen (52),

N
du du du
s fafa oy fey]
»in \1 Ny vin & v in & »in n
Np<INLE Nu::_:N}\". Nl Ny me Np<N/
N2

f 1\[11,5\ Q-9 (N2 §) fdu

N8

1 N N Nie N
- log11+h(a] 1ogN)“1°gN)"+B log® N)a1 N e
Na
log N%~

1~a 1
= @B

Setzt man in (53) =1 und summiert {iber alle zugehdrigen &, so

kommt
¥
(55) 21 logx + By )
Nxh.{x

Trigonometrische Summen Im Folgenden bezeichne «
stets eine Kérperzahl vom Nenner u (d. h. schreibt man (@) als gekiirz-
ten Idealbruch, so sei a der Nenner). Ich setze

mis 22
E()=E,p)=e V9,

E{p))=E(p,) fiir

so dass also

(mod a).

PrL==P2
(Die beiden letzten Formeln benutze ich im Folgendent, oft ohne sie

1) Natiirlich wird (55) direkt, d. h. nicht erst auf dem Umweg iber (53), bewie-
sen, Vgl. E, Landau ,Einfilhrung in die elementare und analytische Theorie der alge-
braischen Zahlen und der Ideale” (I Auflage 1918, II Aufl, 1927), Satz 191.

7. Prace Matematyczno-Fizyczne. T. 43, 97
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ausdriicklich zu nennen) Schreibe ich unter dem Summenzeichen:
p mod t, so heisse dies: p durchlduft ein vollstdndiges System von N«
Restklassen mod a; p mod a, (p, a) =1 heisse: p durchlduft ein vollstin-
diges System von ¢(a) zu o primen Restklassen.

Nach Rademacher 29} ist

Z E(p) = (a).

# mod a

@4 a) =1

(56)

Das einer Ideallklasse & aus §, im Sinne von (48) zugeordnete Sy-
stem von Restklassen nach I' bezeichne ich mit Iy, Aus den zu (48)
und (49) gegeben Erliuterungen geht dann hervor: durchlduft & alle
ko (6) Klassen von . so liefern die zugehérigen U'v zusammen die sémt-
lichen 4¢(a) Restklassen nach I, jede einmal. Unter diesen 4¢(n)
Restklassen nach I'- befinden sich ¢ (1) durch totalpositive Zahlen © er-
zeugte, welche ein vollstindiges System zu © primer Restklassen mod «
bilden %), Wird daher

(57) Fo= Y Ef)
tin I
gesetzt, so folgt aus (56) l
(58) > Fo=p.(0).
80,

Von der in © auftretenden ,,Gauss”-schen Summe

1 2
T=Ta= 2 E()

@ mod a

(59)
wird nur die Siegelsche Abschitzung

1
(60) T=BN« ? 3
gebraucht.

Die singuldre Reihe &,,(v). Sie sieht so aus:

&5 (V) = Z(P 3) ZY’E( V) (r =5, §7:0),

) L c 19, S, 116,
%) Le 9, S, 15

(61)
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wobei « alle ganzen ldeale des Kérpers £ durchlduft, @ die 9 (a) mod 1
inkongruenten Werte. Nach (60} ist

r r 3

62) E\Tv:BNa“?.rg(a]:BNa"?:B Nao Z,

Die Reihe (61) konvergiert daher absolut.
Wird zur Abkiirzung

NI E(—v)=H()

gesetzt, so ist /(1) multiplikativ, d. h. H(y a,) = H{a,) A (0,) far
{0y, )=1 22), Da p(a) und o(x) die gleiche Eigenschait haben, so
folgt aus (61) und (62)

1 +(‘* ”) Hm)

9 (p)

(— 1)
o (1+(Nw g

Es ergibt sich:

63) €nsv)=1I

p in &

H m)

H(p) ist von Siegel ausgerechnet worden *),

Hp)=0 fir y2
H(p)=0 fir pv, pt2, r ungerade;

r—1

e

r

fir pt2v, r ungerade;

r

Hp)=— <f1‘—1)2Np_7 fiir pt2v, r gerade;

r

Hp)= (:;1 1_)2N p B(Np—1) fir v, p"{‘Z, r gerade.

Setzt man diese Werte in {63) ein, so folgen (40.1) —(40.4).

Ich habe jetzt (42) nachzuweisen, wobei S (v) durch (61) gege-
ben ist.

22)  Siegel, L c. *), S. 24.

2) 1, ¢ 9, S, 25—29.
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§ 2.

In ¥ moge o iiber die Werte

w

(64) o<\ o<V, No NM
laufen.
Fiir die Summe
(65) PR)="P (A 0)=2X Eo)
soll in diesem Paragraphen i
(66) Po =, ai’if’l.ﬁ?n N By 1og;§;>:

nachgewiesen werden,

Zundchst zeige ich

i 1 N X
; 1= 'qaiognq log 'I‘V‘w’ "I" B.
prw, ph, ol

(67)

Ist nimlich p,, p,’ ein in der Summe (67) aufiretendes Paar von
p-Werten, so sind alle diibrigen p, p’ unter den Zahlen p==p,n"
p'=p"yn", n ganz rational, zu suchen. Bezeichnet nun insbesondere
po das kleinste p, so ist p’y das grésste p’, d. h,

(68) Y s,
Ta
Ferner gilt

(69) >

7
p~a, pech, plcl

1=n, wenn py7" 1< A= gyt

Aus (68) und (69) folgt (67) so:

1S _Aply ey
Po NPo

)\ }\'

N o > No

N A
“No’

Aq"n—l -
R

1 N A 1 VA

n-—1 [ S N

<10é Ma ENw gilog 1, log ENo
= Al Aply 1AV 1N
=, NP() N == o Nm N No'

100

icm

Zur additiven Zahlentheorie. 21
N N X
ni= log . gNm qﬂl lgNm
1 N
n= AT TogT log No -+ B.

Aus (67) mit a=1 und [64] folgt

ZZ 1=Blog N2 21_3 log .

v w

(w)=v

(70)

Die in (64) auftretenden © sondere ich nach den zugehrigen p mit
{0)=yp. Die hla werden weggeworfen. Jedes zu den iibrigen p gehdrige
w-System spalte ich in die verschiedenen Restklassen nach 1. Es folgt,

mit Rucksmh"c auf (70),
E@+ . LE

P= > 3 X
e : o
NyZNL? (w)=¢ p~w, p by prl NuZNL? (w =y

N
— ; ,[mZJﬂE[m) > R rryonk

. e
NpZNL® (w)=p prow, peh, ¢ <

Setzt man hierin- fiir die p-Summe den Wert (67) ein, so liefert B den

Fehler
Z 21_3 21 B’lgN)"

Np<Nt N;\Nl

Es ist daher

-
7. log 7 Z [NZ]E[‘” ‘°gNm+B‘ 1ogN)

NpNLe (@)=v

1
= g logn Z V LE‘OH~B logN)

wegden (55).

P ()=

M:a
=2l (w) u
1
71 = — lo Ef(w B, M
1) qa log 7 .\%;&\, 2;\\ NS N;r Z () )
M N ('-U)71 .
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In (71) kann man

(72) > E(w) durch Z E(%)
[w], Tin |
(w)==n
ersetzen. Gibt es nimlich in I'v keinen totalpositiven Rest, so sind

beide Summen (72) leer, also Null. Andernfalls kann jedes Ideal in &
durch eine totalpositive Zahl erzeugt werden. Ich darf annebmen, dass
es in & ein p mit Np:= N gibt; wegen (52) und (53) ist ndmlich sonst
Nh=2DB,, also (66) gewiss erfillt. Dann gibt es also in & ein )==(0)
mit Np=NA% Die o-Summe in (72) lduft mithin tber die totalpositi-
ven Reste nach I' unter den Zahlen

(73)

e, —Ne (155275 q).

Das sind aber genau die totalpositiven Reste Iy, iiber welche die

t-Summe von (72) lauft,

Beide Summen sind also gleich *!).

2) Um einen genaueren Einblick in diese Verhiltnisse zu gewinnen, muss man

die Fille Ny==1, und Nj= —1 unterscheiden, Es sei zuniichst Ny==1, also 7 tolal-
positiv. Ist dann f eine zu o prime nicht totalpositive Zahl, so haben alle Zahlen
+ w8 n ganz rational, die gleiche Eigenschaft. Das Ideal (f) kann also durch keine
totalpositive Zahl erzeugt werden, Fiir die zugehérige Klasse & enthill Iy keinen total-
positiven Rest, Bezeichnen wir eine solche Klasse mit &_, die iibrigen Klassen von

mit &ﬂ_. so bilden die .SY+ eine Untergruppe £, von §, der Ordnung ; hy (1) Denn es

X . 5 , . 1

ist .(t‘+ ‘@+ =f_K_= £ .\\‘+ =R Ky =¥8_ Fiir 5 Ity (1) Klassen sind also die
1

beiden Summen (72) leer, Jede der iibrigen 5 o (1) Klassen liefert die ¢, totalpositiven

Reste 77w und die g, .totalnegativen” Reste — nfia(1<in “2qy) Insgesamt gibt es

1
7 M) . g, =vp(x) (50) totalpositive Reste, Im Falle Nwq==-—1

kann jedes Ideal durch eine totalpositive Zahl erzeugt werden und jedes & ist ein L
Die totalpositiven Einheiten von % sind die Potenzen von ; =+ (der Grundeinheit

wie es sich gehdrt.

‘ q,
mod 1}, Fiir jede der #,(a) Klassen enthiilt dann Iy die *27 totalposiliven Reste

n [ .(,]“
mrew Saltin g,

£ 7
> Zahlen (73) sind ’51 totalnegativ und ¢, haben die gemischte

Von den iibrigen

Signatur + — oder -—-—-]— Es gibt also auch hier % (n) . 2" ==¢(n) (50) totalposilive
Reste,
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Ersetzt man in (71) die erste Summe (72) durch die zweite, so tolgt

Ly 21ogN ZE(T)+B‘1<)IZJ){/)

galogn b, T tin L
NvgNA

1 §

= e Fa
q\.lOQ T W, vin 8
N N2

PR =

"N N

log jry+ Brpog i 7

alz(a] q1log'q

(1—a)plq
Zahw(a)log'q

ZFVFB“ 1og1§/> (54)

& in 9,

N 4B s (61,58).

(66) N A

Fir a=1 ist E(0)=1; aus (65) und (66) folgt dann

Z’1=BNM,

§ 3.

In diesem Paragraphen zeige ich:

(74)

r—1
() g7
L (2)d2 2halog SA 0
(75) — 1 2 r.sia

PV S lv,s(v)—l—o( j7 e ') (r=5, s=0),
wobei A;sq(v) die Lésungen von (39) und (43) abzihlt und € durch (61)
gegeben ist.
Fiir s==0 gilt (75) nach Siegel, L ¢. ?), Formel (63).
jetzt Induktion s—s--1 an,
Nach (39), (43) und (64) ist

Ar,s-f 12 (N = Z’ Arsia (A —0) + B.

Ich wende

(76)

Ersetze ich in (75) v durch A—o und summiere iiber die o in (64), so
liefert das 0-Glied von (75) wegen (74) den Fehler
(NV +{sH1)a— 1) ‘
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Mit Riicksicht auf (76) geniigt es somit:

N Zpsa—t
(77) Z N -—wm)? ! Ep5 (0 0)
(0]
— 2;};.]—0{;, )\* I(s+1n— ) —{” (N) 5 -t
|
nachzuweisen.

Zunichst will ich auf der linken Seite von (77) unter dem Norm-
zeichen A-—w durch ) ersetzen, Hierzu sind einige kleine Vorberei-

tungen notwendig.
N Z’m =B Z Z

w
NpoNLE (m)ﬂ.p Wik

[£3]

' A "
=B Z D =B Z 1,
N),«j_{EN?.” Ny 'tN7.”
also nach (55)
N, NAe
Ebenso ergibt sich
(79] Ntta

- Z o =B g N

Ferner ist nach (61) und (62)

[80} er,y (V) == 13.
Mit Hilfe von (78)(80) folgt jetzt:
0= ;'(NXwN(k —w)) ;,(u) Mool 1) = B 1’;’{;;\;) ,
L (Nl +-sa—1 N()——o))zhﬂ 1)&“‘5‘()\ - 0)
=B (VT g wph )
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N 12 2 s Ha—t

z +sa —2 _ ) . N
—BNX Z %) N =B
Nehme ich also in (77) jene Vertauschung von ) —o mit ) unter

dem Normzeichen vor und dividiere sodann beide Seiten durch

N)\EﬁL _1, so sieht die zu beweisende Abschitzung so aus:
' 1—a =
B0 D Sl = g NV Srs ()0 (V.

w

(81) ergibt sich, mit Hilfe von (61),:(62), (65), (66) und (74) folgen-
dermassen: .

S lv) — Z (‘*(“) N TE(~W=8 Z N F=BK T,

N1<K NSk
Y lI) .
32 0 —w) Zz(ﬂ)>ZTE(m_;+BK Zl
’ NL:I\
= ’ ——L | 2 .a
N1<K -
—_1—a Y 31 N
" 2ahlogy Nae Z (g(ﬂ)) ;f E(—2)
NazZK i ‘
N)a _3 _ 1
_ 2 2, .2
+B K Tog N ZNﬂ + BK %N
. NaZK
1—a )\t _3
'''''''' M TE(—M 2 Y Na ?
ZahlogqN" Z(S’[ﬂ]) ETE( ]+BN Z .
N1>I\
N e .
+BI\1gN) {‘BK zN)
 l—a . N)a 2 .
T 2ahlogn NX Ero1 () 4 Br 4o Tog N1 +BK Na,

Es gibt also eine von k, 7, §, a abhingige positive Zahl C und ei-
ne von k, r. S, a, K abhingige positive Zahl Ck. so dass
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(82)

! s 1—a -
Z s (A —0) — '5;‘5*[6&*:’7 N St (V)

w

Ein beliebiges ¢>>0 sei vorgegeben, Dann wihle ich das ganze

1
rationale K=K (&, r, 5, a, &) so gross, dass CK ? T:j'_’; ist. Alsdann

wihle ich die positive Zahl 1, == n, (&, r, 5, a, €] so gross,

dass
Crlog—n,= % ist.

e N2,

Fiir NX=n, ist die linke Seite von (82) héchstens
(81) trifft also zu.

§ 4,
Es verbleibt noch (44), Ich setze
Dr,s.a [)\] = Am‘n ()\) - Amm ()\)

Nach Definition ist dann D;s.(}) die Lésungszahl von h==p,*-|}-.,,

+ it 4+ ...+ o mit

P

[ aber nicht zugleich Ny SN —+w), Noy s N o o),
Nus SNG40, 4 ... o)=Ne

Da D fiir §=0 und s=1 verschwindet, darf ich =2 annehmen.
Zum festen v gehdren Aro(v) = A, 04 (v) Lésungen py, ..., 1w; we-
) I
gen (75) und (80) sind es BNvE =B N7 ™' Lésungen, (44) wird da-

her bewiesen sein, wenn ich zeige: Es sei D'/sq()) die Ldsungsan-
zahl von

I
2

(83) l aber nicht zugleich No, = N(v+4 )2, N, 5 N (V-0 -} o).,
NaogZ N4 o, -, ., J-0)0= NN,

Dann ist

(84] D'r.s,n [)~) == (N).-*'"].
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Jede Lssung v, oy, ..., &5 von (83) ist zugleich Lésung von

I ).=~1—{—m1—|—...—i—ms,Nm1§N)ﬁ,,,,,Nms§N)x“;
(85)
1 aber nicht zugleich No, =N»,..., Nao;==Nw,

Es geniigt daher (84) zu beweisen, wenn D’ die Lésungszahl von (85)
ist. Da (85) in ®;,...,®s symmetrisch ist, so gentgt es (84) zu bewei-
sen, wenn [ die Lésungszahl von

(86) A=v--w ..} o, Nyt No, = N¥e, Nu, = NA,... Nog= N2
ist. Also habe nun D’ diese Bedeutung.

Jedes 0,(1<=n=5) in (86) hat nach (74) den Spielraum BN24,
denn es muss
0, <}, oy <N, No, =N

sein, d. h. es gibt héchstens soviele ., wie (64) Lésungen besitzt,
d. h, ¥ 1.

w

Es sei nun [ die durch

(87) ylog N2 < L= Viog N 41

definierte natiirliche Zahl,

Die Loésungssysteme @;,...,®s von (86) teile ich folgendermassen
in die beiden Klassen I und II ein. Es sei 7 eine feste natiirliche Zahl
aus der Reihe 1,...,s. Ich betrachte die Menge @, aller ®,. Die Zah-
len von @, sondere ich nach den zugehérigen Primidealen p={(w.}.
Solcher b gibt es héchstens

Nie
Z; 1=B1 4N

M Nn?

(88)

(55).

Bei jedem dieser p werfe ich von den zugehdrigen w. die ! gross-

ten weg und alsdann von den {ibrig bleibenden ®» noch diejenigen I

Zahlen, bei denen o', am grossten ist; sollten zu dem ) weniger als 21

Zahlen ®, gehéren, so streiche ich sie alle. Die derart verkleinerte

Menge &, heisse ! die Gesamtheit der weggeworfenen ©,-Zahlen
sei Q.

Fine Lésung ©;,..., o, gehére der I Klasse an, wenn ©, in Q! liegt

(1 =n=s); sie gehore der 1l Klasse an, wenn fiir mindestens ein 7, aus
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der Reihe 1,...,5 die Zahl v, in @, liegt. Die zugehbrigen Anzahl-
funktionen nenne ich D'(}) und DU(}).

Um D¥()\) abzuschitzen, greife ich ein 7, der eben gekennzeichne-
ten Art haraus. Nach (87) und (88) hat dann &, den Spielraum

log NX V1log N &

Ne [—B N

Jede der .itbrigen s—1 Zahlen o, hat, wie wir schon wissen, den Spiel-
raum BNX* Alles in allem ist also

(89)

Die Abschitzung von D!()) ist etwas umsténdlicher, Es gehdre
..., 05 der I Klasse an; 7 sei eine feste Zahl der Reihe 1,...,s. Da
w, zu Q' gehdrt, so muss ‘

D r o
Wy == Tq’[ ¢ Wps

sein. Es ist daher

Ny={k—o, — .., '—m“‘,) [)\, __mfl — wr‘\.) — ()‘ _[~B[).) (),’ .{-ééi) '
: ‘ ‘ " i
N«;:N);(lﬁ{_%)‘ NV“=N>‘“(1—|~~%)=NM '+‘BN),'H~
i % 7

Mit Hilfe von (55) und (89) folgt hieraus

- N\ Ny N

1 PPV S & -
T logNLe  log NV | log* N2
N Np=NL# ‘
N2 N N
7 log N 5 log" N% B log* N’

Zu jedem ) gibt es, wie aus (70) mit n==1 hervorgeht, B log N}

Werte «;. ' besteht also aus B T]—g\—{,v%j—log Nk = IBNA;\: Zahlen

o : og= VA og VA '

Jedes der iibrigen 2, (2>>1) hat B NX* Zahlen, Alles in allem ist also
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Nise
1) =28 — J— Sa
(90) D) =B 1y =0 W),

Mit (89) und (90) ist (84) bewiesen.

Dritter Teil

Es mégen die Bezeichnungen des zweiten Teiles gelten.

Der Stern bei «-Summen heisst: es soll iiberdies @==p (mod 1)
sein. Unter dem Normzeichen lasse ich jetzt auch paarweise auftreten-
de positive Verinderliche zu, die mit #, ' bezeichnet werden, z. B.
NA—u)=(—u)(N—u). Es sei

(91) Z' 1 ==(u ;0,p).
mgu,ufuféu'
Fiir (p,a)=1 und Nz =2 gilt nach Rademacher )
(92) ® (zu'j0,p)= {20 (0) 2log 7y Nulog=t Nu-+B;Nulog?Nu,

Erst diese zweidimensionale Ubertragung des Primzahlsatzes (8)
erméglicht es mir,

r, r
T N - —+s—1 - N 2 +s—1
(93) Ar‘s [‘/] E p = 7lovgs 7 L"Jr,s (V] + o (]—O\)é?m
F9(~2——}—-s)d2 2k log7)° /

zu beweisen, Das ist die AbschéitzunAg {40) von Frl. Silberberg, jedoch
mit einem weniger scharfen Restglied. Die Rechnungen sind denen des
ersten Teils sehr #hnlich. ’

Fir s=0 ist (93) nach Siegel, L c. ), Formel {63), erfillt. Ich
wende Induktion von s auf s-+1 an.

0 Ta0= 3 NOa—w? T log 2 NO—w) S 0=,

we=h, w”

=

©%) H, Rademacher ,Uber die Anzahl der Primzahlen eines reell-quadratischen
Zahlkérpers, deren Konjugierte unterhalb gegebener Grenzen liegen” [Acta Arithmetica I
(1935), S. 67—17]. Zum Beweise varwendet Rademacher den Hauptsatz seiner in den
Mathem. Annalen herauskommenden Arbeit ,Primzahlen reell-quadratischer Zahlkérper
in Winkelrdumen®, in welcher von den Eigenschaften der ¢ (s, 1)-Funktionen Gebrauch
gemacht wird.
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~ [”] s
Crs(h—w) — (P ) T E (0~ _ p(a)
s Z 2 10) Z ) (98) = Z It MrE
Ny Ni NS e
. 1 (o
= Z ( ﬂ)) ZTrE[o) ~1%) (61) X Z NO— )2 " log—s (24 NQ.— o)) Ev)
Ny N wZth, w5
r ¢ L—é—s e
195) =B Z NoTT=BNYT4 (62, +BNLZT logT N
r
WY NO—o)7 " log= 2+ N — o)} E(0)
w=gh, <
(96) D 1=B; —;V e 1,92). . ,
winh, w'= ,/ — 2 Z N[)\—— m]'z“”i' - 1 g—s {2 + N()\ __m]} E[m)
’ pmoda wSh, w/ <0
Tre () — Z NO =) 2 logr (24N w)) )
wiemtag ©9 = > E(@ Z N[)——-m) " log (24 N (. —w)) -
P mod a m~\l w' —l
s (@)\* .
. Z (m) ;7'Ew—- M Es soll jetzt
NeY W )
non
Dot et ‘ {100) 1=[ [no—u T ogs (2 N (1 — ) du di
=B - N} —w)? N 4log={2-FN(h —w)} (94, 95) , '
Wk, w” = w W
—2 r
—BNITTT g Y (101) =(§+s—1) NO—)7 " log™ (24N (- — o))
WA, m’*‘j};f.’
L +sBN R log——' N
=B N)* log=*-1 N (96)
nachgewiesen werden, Fiir s=0 ist dies klar, es sei also s=1. Ich

©1 =BNNTT jog-s—2 N,

o= 3 T

NSV AR

x Z NG logm (24 N O )] E(w

+BNT Jog-2 N0 (97)

110

)

setze 1=A—0, @' =X —o und darf Nt=2 annehmen.

I= { f NgE T
[

1#101:;"'(2—}—N':)fE ‘}:Nll,»;_
b o

log™* (2 -+ Nu) dudu’  (100),

2
2 du

. -2
_(,%+5—1) N12+ 110g‘"5(2—}~N'¢)
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32 A Walfisz.

’

f fNu_f +X—2{log“s (2 + Nu) —log* (2 + Nx)} du d’

(U]

sB
/

T ot
==SBf th';qj—H %Iog—‘“l Ne du di'==sB N ? et log= 1 N,

0 0

l

<
r

L fn
Nu? 7% Nt (24 Nuj= log==1 (2 4 Nur) du dur’

o%

womit (101) erfiillt ist,

N()\__m) : s —1 log__,.,s- {2+ N(X . (U]}
wh, w' N

AN

y f fN(k Wzt

vow

oo

=sBN 2 T gy Y 1 (on

wsThwr i
(102) =sBN1Z P log——2 N (96).
(103) D NO—0) T og=s 2 Nii— )
Lu:i_\‘;l., m’é)&'

AW

r 2 T
= (é" Ts— 1) f fN()\ —u)? ? log™ 2+ N\ — w)y = (u, ' 0, p) du di’
0 0

+sBNZ Plogm-2aN0 (102, 91),

(104) ) Z  Np— m)‘g‘ ! “‘Wl’log 2N =) E(0)

=(§+s‘~1)2 > Ef)

P mod 1

><ffN[)\——u]2+ log= {24+ N () )} (a, 0y, p) dudu”
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2N~ u)} du du’

+SBNaNLZ ™ og~2 N (99, 103).

.3 [ ! 1
Nt g (@)= = T N v (- M) =T2Ny ¥=B,
1 5
(105) N N (g0}t =B, N& ¢ =B.
2 s
(106) ‘3,“[)\1—("2, +s—1) > (‘;—Eg) N7 En
N1£]“/7\/—/ *

N
X Z E (p) f fN —u)7? e log™ {24+ N (. —u)} = (@, w'; 0, p) du di’
0

Pmoda hy

5 T r
—sBTNa BEARTICS TN Jog——2 No - BNYZ  log—s—2 N
(98, 104, 62)

(107) =BNYZ "log—s*N) (105).

Nach (91) ist = (u, #;a,p) =1, scbald p und «a nicht teilerfremd sind.
Lisst man daher in (106) die p mit (p,a) % 1 weg, so ist der Fehler,
wegen (62)

N

B Z N ffoz+"dudu—B Z N T
PmOdIo 0
N1<1/_— N'z<1/_
(108) BN R BT Hog-s—2 N
r
(109) s,,s().]=(7+s_1) Z ( )27
N*:VM

W
X Z E (p) ff l-n]7 tes zlog“ 24+ N — )} = (s, p) dudu’
(Jmnd1

(pr a)=
+ BNZZ " log=—2 N (106,107, 108).

Es sei K eine natiirliche Zahl =y NX Lasse ich in (109) die «
mit VNa>> K weg, so ist der Fehler nach (62), (91) und (92)

8. Prace Matemalyczno-Fizyczne. T, 43, 113
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3 . ro
BY N T Y [ [N e N R 0L K ) duvd

3 gs—
—BY Nu ? 3 w0 ) N B g N

e mod-
Na>K FP« 1) =1

: Ty
=B Ng TR LN log N
MK

(110) =BK_ TN “log—s—t N,

(111) S,,x(kl=(»—+s-1)z Z (i(z) 27 E(—1)
. x'\K
ZE{P) ff N()——zLé'+"q_Zlog*°‘{z-l—N()\»-u]}m[u,u’;a,p)dudu’

P mod @ 2NN
(0 a)=1

' e ' [ S AT '
4 BN logmt N BK T N2 T Tlogm=t N (109, 110) '

(fiir den Teil Nu<2 des Doppelintegrals ist = (1, u';q, p) = d] In (111)
ersetze ich = (&, #';q,p): durch Nz {29 (a) hlognlog Nu}“1 Der Fehler ist,
nach (62) und (92]

Lo
.3 ro
(112) B.Na % AT T T ogm-2 N du di!
g
an<z< Pmoda 0 0 .

= BxNYF M log=2 N

(113) (I«-[_sml) (2/1ogn) T, () = Z (;BGL‘)%ZI E(-
I\

ZF(P] Jf N)———u]zk log=* (2 -

P mod 2<Nu“‘N'

(p0 2)=1
+NMN— m,} Nulog—" Nudu du’

s : . —b T s ;o Lo
+BgNX? + glog-HN)\'—{— BK % N) 2;4 “logmTINX (111, 112),
114 ; -
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Ersetze ich in
we = [[ No—TF log {2+ NO— 1)) - Nulog™ Nu dudu!
2NN )
log=t Nu durch log7* N}, so ist der Fehler

B f f NYT T log= N\ . Nu N\ Nu—tlog=2 Nudu du’
2NN

—BNT T log*SN)\{ [[ awar+ [[ 1062w du‘du'}
2NV N Y NAZ NN

r

(115) —BN.T log—s2 N,

(16) J=log N7 [ [ NO— T T log (24 N0 — )} - Nudu du’

2NN

L BNYT P log-2 N (114, 115).
Werfe ich die Bedingﬁng Nu=2 weg, so ist der Fehler
LW

(117)  Blog™'N "f f NIE T logms N dudi/ =B NYF ™+ *log =2 N2,
0 0

Iy

{118) J=301§“1N>~f lelT-H_z 10@“; (2-+Nu) . N(—u)dudi
0 0

+s

L BNYXZ "log2 N (116, 117).

Ersetze ich schliesslich log— (2 Nu) durch log=* N}, so ist der Fehler

AW
Blog—' N, f f NuT TN Nu-t log=s— (2 - Ni) - N du du!

LW

— N2 [logmta+ Naydudw
0 0
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=BN T +S_1{ : f{ dudu’ -+ f f log—=2 N X du. dzz’}

0SSN =N V NRENaE NN
(119) =BN1Z Tlog= 2N,
YN
J=log—"" N)\f fNu 2 N()\— u) dudu’
L BNLT log=2 N (118, 119)

1
Loy 2 e
- N7 1og—s—1N1f : ”(1-1:)@} L BNA? T logms-e N
0

20 ={ (55 —1)(5+s)] MF g
LBNVT F log2 N,
I g Ry _ (i (a)) .
(2 =+ S) (2% logn) T,s (M) = Z o) )MZT E(-2)
NaSK
X 3 E@NNT log 7t N o BeN T ot N
s
1 r N
+BK T NNT T logms-t NL (113, 114, 120)
(121) = N 2 + log——t N2 Z ( [“])9 HZT,_ .
Nn”_;K
T o4s 1 s
4 BxNYVZ Plog=2 Na B K2 N2 7 o=t N2 (56).

Lasse ich o wieder {iber alle ganzen Ideale des Kérpers laufen, so
ist der Fehler, nach (62),

(122) BN Tlog=—t NL. Y Nu

Q
Nai>K

Lot Jog=3-1 N\,
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( —|—s) 2h10g7])~rs(7\]—N)2 log—“N7Z<i(::]) ZTE

LI _ L LA
4 BgkNWZ T log=2N)L-+BK ?N)? “log——t N (121,122)

(123) =N3¥.? T log=t N1 S50 (0) + Bx N 1.2 M log——2 N,

1 T
L BK ZTN®? TlogmsiN)L (61).

Is’n e>>0 vorgegeben, so sei K die -kleinste natiirliche Zahl mit

K 2 < ¢ und alsdann A die kleinste natiirliche Zahl mit A =2, V! /A=K,
|Bg|=¢elogA fir das in (123) auftretende Bx. Dann folgt aus (123)

(é+S) (2hlogn) .5 (2 }=N;.‘”2'+‘10g—s—1N; st (1)

L BeNYT Flog=t N2

fur N).ZA,‘ also

1o (N 27 Flog——t NV ;.),
—2 roy s
(124) %= (T; + 3) @hlog )t NLZ T log=t N Epeps (2)

4o (N 37 T log——t N )_) )
Schreibe ich (93) in der Gestalt

(125) A,s () ==

1—r
( +s)d2 @hlogm— N v+

Wlog™* (2 NV} . &, v]+0(Nv —1log"va)
und beachte, dass nach der Definition (39) von A,s ()

Apsn)= D,

W<y, <’

As(v—wo)4B

1117


GUEST


38 A, Wallisz.

so folgt aus (94), (124], (91) und (92)

1-—r
Ao () == T2 (g +s) 47 (2R 1og )~ Ty ()

“+o (N v g N v) Z 1
<y, w <y

Lt Togs
= [—2 (; s 1) d?2hlogn)y ' Nv? b log=1 NV . €, 5.44()

+o (N*v?lr:g"-*‘1 Nv),

d. h. es gilt (125) mit 51 statt s, Also ist auch (93) mit s 1 rich-
tig, w. z. b. w.

Radosé, den 24, November 1934,

118

Sur le calcul absolu des variations
par

Z. Horak.

Introduction. Les problémes les plus importants du calcul des
variations sont des problémes géométriques ou an moins peuvent s'inter-
préter géométriquement, comme par exemple ceux de la Mécanique
analytique. Au point de vue général, il s'agit de problémes concernant
les espaces riemanniens & plusieurs dimensions dont l'étude conduisit
A la généralisation du calcul différentiel ordinaire” connue sous le nom
du calcul différentiel absolu. Cela suggére l'idée de chercher une for-
mulation absolue du calcul des wariations. C'est i ce probléme que j'ai
consacré le présent travail. Le calcul des variations est—par sa nature
méme — indépendant du choix de variables et I'on peut donc s'attendre
que le calcul absolu des variations se confond avec le calcul ordinaire.
Tl en est bien ainsi tant qu'on se borne & des espaces holonomes & con-
nexion symétrique. Par contre, au cas d'espaces non holonomes, on
trouve des différences essentielles qui sont en faveur du calcul absolu.
A savoir, il est bien connu depuis- longtemps que le principe dHamil-
ton, au cas de systémes matériels non holonomes, ne peut plus étre
envisagé comme un. principe stationnaire au sens réel du mot, car les
trajectoires de tels systémes ne sont plus des extrémales relatives a l'in-
tégrale que l'on appelle l'action hamiltonienne, si l'on considére les
liaisons non intégrables comme conditions supplémentaires!). D’autre
part, les géodésiques d'un espace riemannien non holonome, définies
comme lignes dont les tangentes, en tous leurs points, ont la méme di-
rection, different de lignes de longueur stationnaire au sens habituel du

) Voir par exemple A. Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik,
Math. Ann, 25 (1885) p, 258 — 286,
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