22 V. A. Kostitzin,

verse ressuscitée a propos de mesures magnétiques, on la voit actuel-
lement en pleine action & propos de mesures électriques. Est-il possible
de déterminer sans ambiguité la conductibilité d'un sol stratifié en se
basant sur les mesures extérieures de potentiel et de courant tangentiel?
Le présent mémoire donne a cette question une réponse négative. En
effet, dans le cas particulier de conductibilités liées par la relation (8)
le potentiel extérieur, ainsi que le courant tangentiel ne dépendent pas
de la fonction o (2), mais exclusivement des constantes $x Cet exem-
ple est bien suffisant pour notre but.
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Uber die asymptotische Verteillung von fast-

periodischen Funktionen mit linear

- unabhanginen Exponenten.
Von
Aurel Wintner in Baltimore.

Vor einigen Jahren habe ich gezeigt !), dass jede reelle fastperio-
dische Funktion f(f) eine asymptotische Verteilungsfunktion o (x) besitzt,
Letztere ist eine fiir alle reellen x erklirte monoton nicht abnehmende
Funktion derart, dass an jeder Stetigkeitsstelle von o(x) die Grenzglei-
chung )

ar (x)— o (x)

(T — o)

gilt, wobei o7(x) den durch 2T dividierten Inhalt der Menge derjenigen
Punkte ¢ des Intervalles — T<{¢=T bezeichnet, fiir welche f{{i=x
ausfillt, In Verallgemeinerung des Bolzano-Weierstrassschen Zwischen-
wertsatzes iiber stetige (periodische) Funktionen gilt der Satz ?), dass
die Funktion o{x) in der Umgebung der Stelle x= X, nicht konstant
sein kann, wenn X, zu dem Wertevorrat der fastperiodischen Funktion
Endlich gilt )

400 r
‘x"tic(x]:]im L /(f(t))nd,t (=0, 1,2 ..)
( oot

D) -7

) A, Wintner, Math, Ztschr, 30 (1929), S, 312—316.
%) ibid,, S, 315316,
9 ibid., S. 316.
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was, da f(¢) beschrinkt ist, auch in der Gestalt

T

A (#0) = ¥1=mOO ;;‘ J exp{f (D) uijdt (o~ u
7

geschrieben werden kann, wobei

Fo0
A(w; 0) = I exp (x @ i) da(x)

—=C

die Fourier-Stieltjessche Transformierte der Verteilungsfunktion o(x) be-
zeichnet, -

Seitdem ist die Theorie der Verteilungsfunktionen fastperiodischer
Funktionen im Rahmen der vorher erwdhnten Verwandlung von #-Mittel-
werten in Stieltjessche Integrale durch verschiedene Autoren weiter
ausgebaut worden. Es hatsich u. a. herausgestellt, dass dieser Weg auch bei
dem Wertverteilungsploblem der Riemannschen Zetafunktion der natiirliche
ist; vgl. eine gemeinsame Arbeit von Herrn Jessen und mir, die dem-
nichst in den Trans, Amer. Math, Soc. erscheinen wird. Da die unend-
lichen Matrizen, durch welche ich o (X) urspiinglich definiert habe, auf
eine gelegentliche Bemerkung von Lichtenstein zuriickgehen 1), ist
in diesem seinem Andenken gewidmeten Band ein kleiner Beitrag zu
dem Gegenstand vielleicht am Platz.

Kiirzlich habe ich gezeigt ?), dass 5 (x) eine sehr glatt verlaufende
Funktion ist, wenn die Exponenten der fastperiodischen Funktion f(#)
linear unabhéngig sind und dabei f(f) nicht eine endliche trigonometri-
sche Summe ist. Die Glattheit von o (x) bei einer Funktion f(f) der
erwihnten Art besteht darin, dass o(x) fiir jedes x Ableitungen beliebig
hoher Ordnung besitzt, wihrend f(f) selbst sehr wohl eine Weierstrass-
sche nirgends differentiierbare Funktion sein kann, Mit Ricksicht auf
die Definition von o(x) ist es zu erwarten, dass diese Glattheil von  (x)
sich irgendwie auch in der asymplotischen Verteilung der Verschiebungs-
zahlen © von f(£) kundgibt, zumal nach Herrn Bohr die Verschiebung-
seigenschaften jeder fastperiodischen Funktion f(#) mit dem diophanti-
schen Verhalten der Exponentenfolge von f () gekoppelt sind ).

%) ibid., S, 290,
5 AL Wintner, Amer, Journ. of Math, 55 (1933), S. 309 #f
% H. Bohr, Acta Math, 46 {1925), S. 105—107, 110—111.
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In der vorliegenden Note soll gezeigt werden, dass der in Rede
stehenden Glattheit von o(x) in der Tat eine Glattheit in der Vertei-
lung der Verschiebungszahlen entspricht. Zu diesem Zweck werden wir
den durch Herrn Bohr 7) eingefithrten, zu einen willkiirlichen Verschie-
bungszahl © gehérigen ,Minimalfehler”

el|r)= e (t;f) = obere Grenze von |f ({ 1) —f (£)] fiir alle £

betrachten, der im Spezialfall einer reinperiodischen Funktion f(f) mit
dem sogenannten Stetigkeitsgrad von f(f) auf ersichtliche Weise zusam-
menhingt, bei einer allgemeinen fastperiodisches Funktion aber nicht so
sehr durch lokale, als vielmehr sich im Grossen abspielende Verschie-
bungseigenschaften von f(f) bestimmt ist. Es stellt sich nun heraus,
dass im Falle linear unabhéngiger Exponenten die Funktion e (1) von =
eine asymptotische Verteilungsfunktion besitzt, die genau so glatl ist wie
die asymptotische Verteilungsfunktion o (x) von f ().

Bezeichnen

fl (t)v f([‘.z)v L -fm [t]

reinperiodische Funktionen mit den Perioden

2F 2% 2%
N

und sind die m Frequenzen A, M, ..., " linear unabhingig, so ist es
klar aus der Definition von e(t), dass mit Riichsicht auf den Krone-
ckerschen Approximationssatz die Additionsregel

m m

e ('c; };f,,)=>: e (v fa)

n=1

gilt. Da hierbei m beliebig gross sein darf, gilt die Regel auch fiir
unendliche Summen

Fly="> falt)

die fir - ~ <7 t< 4 ~ gleichmissig konvergent sind. Wahlen wir ins-

besondere
f/z [t] = Qy cos 7.,; [t - azz)v

) H. Bohr, Acta Math. 45 (1925), S. 87.
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oo

N Y
wobei @, positiv, 2, reell und f) Za,, konvergent ist, so folgt

n=1

o

E[Tif)—':zzan

n=1

da das n-te Glied dieser Reihe offennbar gleich ist der oberen Grenze
von |fu (£ 4 ©) — fu (8)] fiir alle £, Da die Funktion e (5;f) offenbar eine
fastperiodische Funktion von ¢ ist, besitzt sie eine asymptotische Ver-
teilungsfunktion, die durch ¢ = p (%) bezeichnet werden mége. Da (% /)
eine Summe von periodischen Gliedern mit linear unabhingigen rezipro-
ken Perioden ist, so muss p (%) die Faltung der asymptotischen Vertei-

sin ‘(J» P «:)
2 ‘

von & (v;f) sein, was. unter Benutzung Fourier-Stieljesscher Transfor-
mierten in der Gestalt

lungsfunktionen p, (x) der periodischen Komponenten 2 ax

A =TLA e (— oo <u<l 4 ),

n=1

geschrieben werden kann ?). Nun ist aber mit Riicksicht auf eine ein~
gangs erwihnte Beziehung

. 1

sin (~2 Mu r)

A (@ pn) = G (2 a, 1),

T

‘ . 10
A (@ pa) = I;Emﬁj exp {2 a, u [] dr,
=T

f

also der Periodizitéit zufolge

wobei

1 2 b P
G(ll)"—="7't‘J exp ({usint) dt = i { 1 L
. Joy r
0

0

gesetzt ist. Nun ist aber einerseits |0 (1) =1, und andererseits er-
gibt eine geliufige Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes 1), dass

f) Vgl ibid,, S, 103—112,
9 A Wintner, Math, Ztschr, 36 (1933), S, 618—629,

oder Slf)ao.vg]' E. Landau. Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd, 2 (1927), S. 198 ff,
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Vlu| G (4) eine beschrinkte Funktion von # ist. Es folgt daher aus

Awp)= Ioi G(2a. u)>

n=1

nach derselben Schlussweise, die ich in meiner zweiterwihnten Arbeit
angewandt habe, dass p(x) fiir alle x Ableitungen beliebig hoher Ord-
nung besitzt.

Es versteht sich von selbst, dass im allgemeinen, ndmlich wenn
die Exponenten nicht linear unabhidngig sind, zwischen den beiden
asymptotischen Verteilungsfunktionen o, p keine derartig explizite Bezie-
hung bestehen kann und dass im allgemein weder o noch p irgendwel-
che (iiber die Monotonie hinausgehende) Glattheitseigenschaft aufweisen
kénnen. Das obige Resultat scheint die zur Zeit schirfste Formulie-
rung der Tatsache zu sein, dass eine fastperiodische Funktion f({) mit
unendlich vielen linear unabhingigen Exponenten auf eine besonders re-
gulire Weise ,rekurrent” ist.

Diese Verhiltnisse legen die Frage nahe, ob die Eingeschaft einer
fastperiodischen Funktion, dass ibre Exponenten linear unabhingig sind.
eine quasi-analytische ist in dem Sinn, dass das Verhalten der Funktion
in einem kleinen Intervall a <X#=x0 ihr Verhalten fiir alle { bestimmt
oder wenigstens beeinflusst. Ohne die Annahme  der linearen Unab-
héngigkeit der Exponenten ist die Antwort gewiss verneinend, da doch
jede in dem Intervall a == =0 erklirte stetige Funktion verschiedent-
lich zu einer stetigen periodischen, also fastperiodischen Funktion er-
ginzt werden kann, wobei auch die Periode 7> b — a willkiirlich wéhl-
bar ist. Es ist oben erwihnt worden, dass eine nirgends differentiier-
bare Funktion sehr wohl eine fastperiodische Funktion mit linear unab-
héngigen Exponenten sein kann. Dennoch wird das lokale Verhalten
von f(f) durch die Annahme der linearen Unabhéngigkeit der Exponen-
ten (also durch eine Eigenschait im Grossen) eingeschrinkt. Zum Beispiel
kann f(#) in keinem Intervall a =¢= b konstant sein, da sonst x=/f(a}
mit Riicksicht auf die Fastperiodizitit von f(f) eine Sprungstelle von
5 (x) wire, wihrend doch o (x) unbegrenzt differentiiebar ist, sobald f (2)
nicht aus endlich vielen Schwingungen besteht, und in diesem Grenzfall ist
s (x) abteilugnsweise analytisch und iberall stetig. Sind also alle Ex-
ponenten zweier fastperiodischer Funkiionen in einer Folge enthalten,
die aus linear unabhingigen Zahlen besteht, so miissen die beiden Funk-
tionen dberall identisch sein, sobald sie in einem beliebig kleinen In*
tervall identisch sind.
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Die obigen Betrachtungen koénnen mutatis mutandis auf gewisse
Klassen verallgemeinerter fastperiodischer Funktionen tibertragen wer-
den. Eine in jedem endlichen Intervall / samt ihrem Quadrate im Le-
besgueschen Sinne integrierbare Funktion f(Z) ist fastperiodisch im Sin-
ne von Wevyl !, wenn sie die folgende Verschiebungseigenschaft be-
sitzt; Setz man

MHK(tJ}=|3‘ f'K[t] dt,

i
I

wobei |/| die Lénge des Intervalles / bezeichnet, so gibt es zu jedem
€>>0 zwei positive Zahlen L;, 7, derart, dass es in jedem <-Intervall-
der Linge L, eine Zahl t=1' vorhanden ist mit der Eigenschaft, dass

MA|F(E40) — FOP) <e

fiir alle diejenigen Intervalle / gilt, deren Li#nge grésser als 7, ist.
Weyl zeigt, dass diese Bedingung charakteristisch ist fiir diejenigen
Funktionen f(f), fiir welche seine Eigenfunktionenmethode eine vollstiin-
dige Fouriersche Eptwicklung liefert. Fiir Funktionen der Weylschen
Klasse ist der quadratische Mittelwert M'{|f(¢)*} und allgemeiner

gE=M{fE+fW] [~~~ N

stets vorhanden, wobei

MUK @) = lim MK (0]

gesetzt ist. Dem oben mit e(r;f) bezeichneten ,Minimalfehler” ent-
spricht sinngeméiss die Funktion

E(mA=M{ft+—f@F (- ~Zell~),

Sie hingt mit g(x) wegen @ —bf=aa--bb—ab--ab durch die Be-
ziechung
E(fl=2g(0) 2N g()

zusammen., Man erkennt leicht aus der Bohrschen Definition der Fast-
periodizitit, dass die in jedem endlichen Intervall / samt ibrem
Quadrat im Lebesgueschen Sinne intergrierbare Funktion f() nolwen-
dig zu der Weylschen Klasse verallgemeinerter fastperiodischer Funk-
tionen angehdrt, wenn die folgende Bedingung (W) erfiillt ist:

Y) H, Weyl Math, Anonalen 97 (1927), S, 350—356,
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(W). Es gibt eine im Bohrschen Sinne fastperiodische Funktion
£ (r) derart, dass die Grenzgleichung

MifE+aFal—el) (- )
gleichmissig fiir — oo <t<{+4 o gilt.

Es sei nun

ZC,, exp (i A £) (cn 5= 0}

n=1

die zu f(Z) gehérige Weylsche Entwicklung, Nach der Weylschen The-~

()
Ul
orie ist > icn* konvergent und

n=1

(5]
g = lealexp (i 147)

n=1

Folglich gilt

[ote} [sle]
" Y

Emf)=2 D lef— 20 X el exp (i 1e%)
n=1 n=1

das heisst

[efa]

EGif) =4 2 faf sind
n=1

Fiirht man daher wieder die Annahme ein, dass die Exponenten von

f(#) linear unabhingig sind und bezeichnet man die asymptotische Ver-

teilungsfunktion der im Bohrschen Sinne fastperiodischen Funktion

E () mit 7(x), so gilt wieder

A () = IIa (237,

n=1

wobei 7. (x) die asymptotische Verteilungsfunktion der Funktion

4 |¢y)? sin® (% An 'c) bezeichnet, Nun ist wegen der Periodizitit

2T

A (w3,) =-2-1~ J "expl4]ea? sin? (; cu :)} de=F(2]e?n),

T,
0

wobei
2 2r

2% F(u) = J“cos{uwucosm} dc—l—iJ‘ sin {u —ncos v} dr,
8 3
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also wegen

2 i
fcos(lt cost) drt=27%J, (1), fsin(u cost)dt=0

1]

offenbar F(u)==eJ,(u) ist. Mithin gilt

(o)
A(gn)=-exp(Aui) 1T Jo (2 |cal* u),

n=:1

[e)
Sy

== ZZ |cn’2.
LSS

und daraus folgt (vgl. meine zweiterwihnte Arbeit), dass auch 7(x} fir
alle x Ableitungen beliebig hoher Ordnung besiizt,

62

icm

On general Fourier series with gaps.
By
Salomon Bochner Princeton University.

Introduction. Paley and Wiener [6]!) have proved the following
theorem. .

Let f(1) be a complex-valued function in — oo<t< oo of integrable
square in every finile interval, which satisfies the following condition: there
exist two positive numbers o, B, (== 1), such that for any integer N=1,
2,...,and any real numbers t, ..., v, any complex numbers C,, ..., Cy,
and any real numbers X, ¥,

ot W 2 e N 2
2 | ' e sets)|ar=e | Sc e a
¥ o=t ) f e o

This condition is necessary and sufficient in order thatf (1} be an almost periodic
function of the Stepanoff?) class [S*®], whose every pair of different Fourier

1) See the bibliography at the end of the paper,

%) * See [7] and [1]. — According to Stepanoffs original definition a function

f{t) belongs to class S”, p == 1,if it belongs to the Lebesgue class Lp over every interval
and il for some (and, therefore, for any) § >0, corresponding to any = =0, there exists
a length [(e), such that any interval ¢t <Ct<Ct-}-/(¢) contains a number t = 7, for which

x4p P

‘ LFit o) — f(8) | dE=te?

“

X

— D < <D

In this paper we shall have to apply another, but equivalent definition which is
a duplication of the present author’s definition of Bohr's almost periodicity. According

to this definition f(f) belongs to class S”, if it belongs to Lp on any finite interval, and
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