8 W, Sierpifski

stre diminué. En effet, on a la proposition suivante, due & M. Lin-

denbaum:

Si un ensemble linéaire borné E et un de ses wrals sous-ensembles
se décomposent chacun en deux parties respectivement .s'll;n’:'pq.sjz{tl)/(’s,
il existe une une portion de lensemble E dans laquelle la densité extérien-
ve de Peano-Jordan de l'ensemble E est < 'y

La démonstration de cette proposition se trouve dans la 7:/’1{380 de
M. Lindenbaum (Varsovie 1927, non publiée) et sera publiée pro-

chainement,

Streszczenie

Autor dowodzi (poslugujac sie pewnikiem wyboru), ze isinieje roz-
kiad odcinka /[0 < % < 1] na trzy zbiory rozlacane, taki‘e, iz przesuwa-
jac odpowiednio dwa z nich (wzdluz prostej) otrzym}uemy"frzy'nm’/ve
zbiory roztaczne, dajace w sumie odcinek. I oraz pewien zbiér niemie-
rzalny, lezacy poza tym odcinkiem.

W zwiazku z tem twierdzeniem autor czyni rézne uwagi.
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Sur I'équation de Laplace dans un milieu
stratifié

par

V. A. Kostitzin

La résolution de l'équation de Laplace et d'autres équations du
méme type devient trés laborieuse et méme pratiquement impossible dés
qu'il s'agit d'un milieu stratifié. Or, ce genre de problémes se rencon-
tre & chaque pas en astronomie et en physique du globe. Je me pro-
pose d'exposer dans le présent mémoire une méthode qui permet dans
certains cas de simplifier considérablement la résolution effective des
problémes de cette nature. J'étudie spécialement le cas des surfaces
de discontinuité planes paralléles, mais la méthode employée peut ser-
vir dans des cas plus généraux.

I, Equations — Conditions limites — Transformations,

1. Equation différentielle — Il s'agit de 1'équation différentielle
oy 0ty o? o 04
() 0@ 5 FboE ) P 0 o (g5 =0,
Jx? o y* Jz* dz
Je suppose que les fonctions ©(2) et 4 (2) continues en général ont un
certain nombre fini de points de discontinuité
2y By ey B

Dans certains cas on peut se débarasser de I'hypothése de 12 find,

On cherche une solution vérifiant dans le demi-espace {2 positif)
les conditions suivantes:
3. Prace Matematyezno-Fizyezne, T. 43. 33
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I ¢ et ses premiéres dérivées s'annulent & 'infini,
II ¢ est continu an passage des plans de discontinuité

() (%, ¥, 2p—0) = 9 (x, ¥, zx - 0)

il gﬂ est discontinu an passage des plans de discontinuité de
z

sorte que
zap 0 gy [t de
g -t o= 5 .
®) dz | dz
IV Pour 2=0 la fonction ¢ (x,y, 2) vérifie soit la condition de
Dirichlet
@) ?(x,3,00= (x,3),
scﬁt la. condition de Neumann
=0 0y .
5 — = (x,y),
(5) e (x.3)

soit des conditions mixtes.

C'est sous cette forme que se présentent certains problémes phy-
siques, par exemple celui de la propagation de l'électricité dans un sol
stratifié (probléme de 7 couches). L'équation (2) exprime alors la con-
tinuité du potentiel électrique et 1'équation (3) la continuité du courant;
5 (2) est la eonductibilité verticale et ©(2) — la conductibilité horizon-
tale du sol.

2, Solutions élémentaires — On peut donner a ces solutions la
forme

o=3S(x,y,\) Z (2.
les fonctions S et Z vérifiant les équations différentielles

NS 1S
6 P el A R I N
© dx2_| ayr |

(7 62" 402N Z=0

et ) étant un paramétre arbitraire. )

Laissons de coté pour le moment I'équation (6) et étudions l'équa-
tion (7).
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3. Une hypothése complémeniaire — Admettons que la stratifica-
tion d'un milieu en modifie les propriétés physiques de telle facon que
dans chaque couche le produit s(2)w (2) reste constant

(8) 6 (2) o (2) = s4° (21— < 2 <2z).
Cette hypothése peut étre justifiée par des considérations sur 1'état na-

turel d'un milieu ete, dont nous ne nous occuperons pas ici, L'équa-
tion (1) devient

L[ ‘h 0 [ deo
9 Spt | L —F — |5 —=*}==0
©) ! (()x'—’ I_dy'ﬂ r’()z( [)z)
L'équation (7) donne
(10) 5 9 (s Z)—s*W2Z=0.

dz

Remplagons la variable 2 par une nouvelle variable # telle que

z 2, Zj

dt “ds Tds Cds
(11) in==s, j G‘[E]_l_ ﬁj ;v(:]-{— -{-S/q—-:k‘ m—‘“ Sk G(:]
[} 2, 2he-2

(25— <2< 21).
Posons
flxyu)=0(xy2), UW=2Z2).

Ces fonctions vérifient resp. les équations différentielles suivantes

of , 0*f | 0*f
12 A et = ()
(12) dx* " dy? + ou?
(13) CU_zy=o,

du® .

La condition II' reste sans changement:

(14) f(x:)’. p — O) =f(xlyv iy _|_O]'
La condition III prend la forme

= p—0 df ln:uk+0 ()f
15 sl T g of
(15) & | du bt | du

35


GUEST


4 V. A, Kostitzin,

Les équations {4) et (5) ne varient pas

(16) flx, 3,0)=P(x,3) (Condition de Dirichlet}
(17) - %Iz F(x, ¥ (Condition de Neumann),
1 u

Donc, le probléme se réduit i la résolution de l'équation de Laplace
en présence d'une condition supplémentaire (15),
En ce qui concerne la condition I, elle reste inchangée si l'on sup-
pose que
lim - = const, # 0,
2y 2
L'équation (13) a comme solution générale

U=t(Ne -—;u__[_'])())gm )

Nous allons chercher la solution de l'équation de Laplace (12) sous
forme de l'intégrale de Hankel

=S 60 B 0 € e 0) €]

m

(18) fley,u)

(thee 17 12 1g)

Sn(x,y,1) étant une solution particuliére de l'équation (6) dont nous
nous occuperons plus tard, Nons verrons gne les conditions I—1V suf-
fisent pour la détermination compléte des fonctions Twr et $us.

Commengons par les équations (14) et (15) (conditions Il et III}.
Elles donnent, en omettant l'indice m

(19) we M o gy =y oM Tq), ot

(20) skl su €™+ hue l"")“skﬂ(‘— Tin € Mol g ),

D'autre part, dans le cas de 7 fini la condition I donne évidemment
(21) Bagr (M) == 0,

Les équations (19) et (20) permettent de calculer toutes les fonctions
w et r lorsque les deux premiéres functions <; et ¢, sonf connues,
L'équation (21) donne une relation linéaire entre 7, et ¢,. Ce calcul
36
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nécessite l'introduction d'un systéme de fonctions trés intéréssant en
soi-méme et trés utile dans la théorie du potentiel lorsqu'il s'agit d'un
milieu stratifié.

Enfin, la condition limite permet de déterminer t; et de résoudre
complétement le probleme

II Fonctions auxiliaires

4. Définitions — Soient
anlt T R N R |
0y Zuty <., <up

deux suites de nombres. Soient d'autre part Pus, Qus des fonctions
definies par les relations suivantes

P ) =1 Qmm (7) == Pem 9772‘“”"
(22) Pm. =1 ()] = Pmk ()] ""‘ Pie1 F_Z'I‘”/H-‘ ka [“‘)]
I Qo mt (X) == Quar ()~ et e+ P (—1).

On voit facilement que de fagon plus generale

. ! P i 03 = Pouge () Prcea, e 0+ Quue (— 2) Qi s ()

I Qo et (V) = Qe (A) P, et (1) P (— 1) Qrget, pion (W),

On trouve inversement

j (1 — pig) Pote () = Py g () — Qe (— ) Qi g (1)

(24)
l (1-- P‘n/f—H] Qm/c ] Qnu k1 [)]

P, et (= 1) Qiegt, 141 (1)

et de fagon plus générale
P, g (0 Propa, e (== ) — Qu, reen (— 1) Qi e (W)
(1 - {J.2k+|] Lo (1 — [’A2/e+}1)

Qm, Re-h (}) [).'—y 1, k-}-h (""‘ )) -
(1 — ) .

l P (1) =
(25) '
l Lo, e (— 1) Qiger, 4 (1)

Qm/\‘ M= 1 12 1)
P hdn
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On en tire une relation importante

(26) Pipt, epn (V) Pt (= 2 — Qi i 0 Qe g (- NS
= (1 — o) oo (10— DPeqa),

On obtient de la méme faqon en variant le premier indice

Pms ()\] = Pm—Hc. 5 (M Pm, |- [)\] ‘“"‘ Qm { ks ()~] Qm, | kel ( )~)

(27)
Qms ()) = Qm-}-l.'. 8 [)») Pm, mA-k-—1 [—‘ )~] ‘“i" [)ﬂz.| s [)J (\)m, ol ke (M
P () == D P 1 220 - Qo (M) Qoo g -1 (== 2)
M (1 —p2) (L —p2 oo (00 a—1)
{28)
P Lk ()\) o Qms’ [)\] Pm., mAk—1 ()\) s pm.\' ()\) Qm, O o 1()~)
m+t ks =

(1— P‘Zm] (t— P‘um + 1) (1 [)«Qm,-{ fe 1)

On remarque immédiatement que ces fonctions et ces opérations
présentent en quelque sorte une généralisation de la suite des nombres
naturels et des opérations arithmétiques fondamentales,

5, Fonctions D et N— Formons maintenant les fonctions
Dmk (}) == Pm/a ()\) “|" ka ()\]
(29)
]Vm/e ()\) =Pmk 0\] - ka ()\]
On peut établir entre elles les relations suivantes:

30) Do, et (M) = Do ) Prepot, e ) = Dt (—2) Qe 1, 691 (M)
{ ]Vm. k+h ()\) = Ny ()\) Pk—|—- Lkn ()~) e Mnk (""‘ )\] le' R RN [)\)

Dmk o) =QL’?;E:1:.,’LQ‘]R"E:# 1 (N == D g N Qg e 0 (1)
(1 —p2g ) oo (U p2g)

(31)
lek (3) == Now et 5 NP 1,140 (N = N g 0 (=2 Qe 1, 0 (0
(=) o (L plegn)
(32) {Dms (N)=Pn ks (X) Dy, 1 ()\] '}" Qm A ks [)\] [),,,' P ( )\)

Nins (M) = Py, + 2,5 (\) NV, m k1 (M) — Qu a5 (N) N, e dht—N)
38
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Déterminons la valeur Dum. r+1(0):1'équation (30) donne pour z=1
et A=0
Dm, k41 (0) = Dmk (0) (1 + e 4 1) H
d'autre part
Dm m (0)—'—: 1 + Vi §

donc

(33] Dm, m+n (0) = (1 + P 4 11) (1 '+‘ Ve 4= 10 — 1] o (1 + Pﬁn) '
On trouve de méme
(34) Nm, mh 0)= (1 = o Iz) (1— Y 1t — 1. 00— llnz) '

Pour A=co Ppi(})=1, et la fonction Qur (3} tend vers zéro comme une
fonction exponentielle.
6. Le signe ef les zéros de P,Q,D, N —Ou peut tirer des équations
(22) les relations suivantes:
P,,,' kA1 ()\] + E_uuk‘H an./c—{-l ( - )‘} =
= (1 ) [P 0 4= €774 Qi (— )]

Py (M) — s Ques (— W) =

(35)
l = (1 — Pit) [P ) — €M%+ Qe (— )]

Admettons, quel que soit A positif

(36] Pmk [)\) > e—2).ll/¢ ‘ ler (”‘ )) ! i

on a forcément

Par () > oM l Qumar (— 1) ‘ ,
Les équations (35) donnent dans ces conditions
-Pm,k»H ()\) > 6—2111k+1 | Qm,k—-}»l [’— )‘) | .

Or, il est évident que

1= Pupu(}) > ‘ Pem ! = ¢~ 2y, \ Qum (— ) |.

Done, l'inégalité (36) est démontrée,
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De méme, ou peut tirer des équations (30)

Dnpr (W)€ Pl Dyt (— ¥ ==
= (1 ~pata) [P 0) = €741 D (-]

37 - )
Dm,k—H ()] — e R D/"./»“H ( - ") =

= (1 — pt) [Pt () — €41 Dy (0

En admettant )
(38) Dy (W) e R ’ Dur (1) ' (* 0)

on a a fortiori
Dmk U) ::’ 5_21”"‘"‘”1 ‘ Dml: ( N )-) ‘ .

Dans ces conditions les équations {37) montrent que
Dan, 1 0 3 & 20 Dy g (= 1) |
Or, il est évident que dans nos hypothéses
Do (1) = 1 - o 0 g8l () ]
L'inégalité (38) est ainsi démontrée, Ou a également
(39) Nue (1) > &0 | N (—-2) |
L'inégalité (38) montre que l'équation
(40) Dy (M) =0

n'a pas de racines réelles positives,
vérifiée, 1'¢quation

En effet, si 1'équation (40) est
Dmk [ )~] ==

l'est aussi. Or, l'équation (32) montre que dans ces conditions les fon-
ctions Dms (M), Dums (—)) s'annulent aussi, quel que soit m- $ -k, ce
qui est absurde, De méme, la fonction Nu,(A) n'a pas de zéros réels
positifs. Ou peut démeontrer de la méme fagon que les fonctions Dy (M),
Nis (\) ne peuvent pas s'annuler simultanément. Remarquons enfin que
la fonction Pui()) est positive dans les mémes conditions que les fon-
ctions Daux (), Ny (M),

40 .
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7. Cas particulier pr=1. Ce cas de dégénérescence présente un

certain intérét pratique lorsqu'il s'agit du courant électrique dans le

sol. Les équations (24) moutrent que dans ce cas

{ Pour (1) == € 7% Qg (-~ 1)
(41) Do (1) == € 7% Dy (— 1)
1 INmhk (/} = e’“ZA'»”/: le.‘ ("" )) '

Les équations (30) deviennent alors
Do, 1t 0= Do (1) [P, wep (1) + € Qretr, g ) ]
Nu e () = Nag ) [Pacgt, g0 O+ € Qut, g (0)]

Il s’ensuit une formule importante

[ Nfll. fet hr[l) _ Nmk(;‘]

‘ DS. h+h [') B D.v/c ("‘]

{42). (h=1,2,...)

On voit d'autre part que toutes les racines de l'équation (40) sont
purement imaginaires.

8, Cas particulier pt=-~1-—0n a dans ce cas des relations ana-
logues & celles du n® 7

’ Pop (1) = = 7% Qi (— )
(43] Dmk {“ = erizkul" Drnlc (' ))
l Npe ()= e N ()

ce qui donne

" D et 0 = Donte O [P, sy (1) — €% Qugr, e ()]
No, 1 () = Nt (1) [P, e () — €% Qut, e ()]

, Nm, k-t ()) Nmk [7]
42-b AV ke AN A Ymk AT
z-bis) Do) Dald)

Ici également toutes les racines de 1'équation (40) sont purement imagi-

naires,
41
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9. Nombre infini de couches— Dans ce cas les fonctions P, Q,D,N

deviennent des séries dont il s'agit d'étudier la convergence. Il est
facile de voir que

Do, 41 (N <2 Dyar (V) + oyl e B2 [ Dyt (- 1)
ou bien i cause de l'inégalite (38)

D ey () <5 Dt (N T8 = [ gal 0 04 1124%)

ou bien
(44) D, le1 () - D (W) {1 —I" il 1;)
On en tire
(45) D 09 < (1 - ) @ A o) oo (A pal) (B==m, m-|-1, m-}-2, .. .).

Dans certains cas cette limite supérieure est effectivement atteinte.

Supposons le nombre de couches # infini, La convergence de la
série limite
Dnz ()\)=}im D/u/»’ {)‘)

A0

dépend de la convergence du produit infini

)

M=TT 0+l

k=1

Or, celle-ci est assuree lorsque la série positive X|ps| est conver-
gente. Nous verrons par la suite l'interprétation physique & donner
a cette condition. La supposons remplie et posons

Dis () =lim Dy (1), Niu () = lim Ny )

Feeyexy

P, 0‘) = lim Py ()\]y Qm [)\) == |im Qm/.‘ [)\]
fro0 Rt

Ces fonctions sont lides entre elles par les relations suivantes

0) = L 0 P ims (= 1) — Qu () Quay ey 1 (= 2)

P m—+k = - - - }
(46) ' (1 —p2) (1= pPugs) L. (1 Py ke 1)
Qn (A) P, -1 (M) . P (N YQ_,‘,!! m k-1 (»)

in+k [)\] = p
(1 - P‘Jm) [1 - P‘am»l—l) s (1 - [’42,,,+/;,.,~1]

42

icm

Sur I'équation de Laplace dans un milieu stratifié 11

Pm ()\] = Pm+k [)~) Pmmz—{»k—l ()) + Qm+k 0\) Qm, m+tk—1 ("‘ )\)
(47)
Qm O‘) = Qm+k ()] Pm. m-k—1 ("“ )\) +Pm+lc ()] Qm, k-1 ()\]

On peut tirer de ces equations une relation récurrente entre trois fon-
ctions consecutives

Pm——l ())v Plll (}‘]1 Pm—H ()\]
On a en effet oo : )
P’”+1 ()\) — m [ \] s 1(\)!:({)‘]2 Qmm (— \)

Py (M) = P (M) =+ Qu () Qu—t, m—1 (—1).
En éliminant Qn(}) de ces deux equations on trouve
(1 — 2) Pt () Quimt, et (— 1) — P (1) Quet, m (— N -
4 Pt (M) Qum (— 1) ==0

(48)

On a de méme
(49) (1 — %) Q1 (A) Qun—t, m—1 (M) — Qu: (N Qu—1, m (N +
+ Qm—x () Quam U\) =0
[ (1 — p2) Pon1 S B2 Xt + Dyt () 4 pom Dt (N) 8220 10y —
(50 1 — DM [t SA2 Nt = P SA2Mlt = o o 8 2.2 W {ll — Up—1)] = O
Il Résolution du systéme (19—21)

10, Transformation du systéme (19—21) — Posons

Spi

Pr=—

fk1 - Sk

On peut résoudre les équations (19—20) par rapport aux fonctions
Di, Pit1, ce qui donne

{51)

[ Gt Quie (— N) = Tt — (1 — ) 7

k=1, 2,....n
| e Que (= = (1 ) 241 — s

(52)

On en tire une relation récurrente liant les trois fonctions consecutives
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Th—i v Sk TRt
{53) {1 ) Tt - Queet, it (= N) =1 Qret, i (= 1)

(1 - 1) Tt Que (— 1) =0 (k=2.3,... .1
On a en particulier pour 2=17, en tenant compte de (21)
{54) Tppt == (1— {’w) T

11. 1t ef ¢ exprimés en fonclion de 1, et §, -~ Les équations

{52—53) permettent d'exprimer toutes les fonctions © et & au moyen de
7, et 9, On a tout d'abord

(1) 7y ==y <[ g 2204,
on bien, avec les notations du chapitre précédent

(L -pa) my =y Py (=N by Qi (1),
On trouve pareillement
(L) (= po) vy = Pry (=N Qs (
On peut donc présumer qu'en général
(55) (L) o (1) Tt = by Que (= N =5 Py (- 2).

En remplagant 7; et 1 par des expressions analogues dans la formule
{53) on montre que la formule (55) est vérifiée pour 75, On trouve
pareillement

(56) (4w o (@ pr) i = 0 P 0) 1, Que (),

12, Nombre fini de couches — Dans le cas de 7 fini la fonction
Ynp1 est nulle, et 1'équation (56) donne immédiatement une relation
liant les fonctions ¢, et ¢,

7) &y Quu () by Poa (3) =

En remplagant #;, par — =, Qi (\)/P5, (%) dans les équations (55) et (56)
et en tenant compte des propriétés des fonctions P et () on trouve les
formules
P (1)
(58) ()=, ()AL ()L (1
1 Puy ()‘) ) ( Pt
(k==1,2,... .0

(59) b0 =—10) f,f g] (=) o (L= pi)

réduisant tout le probléme A la recherche d'une seule fonction .
44
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13. Nombre infini de couches -~ Dans le cas de 7 infini on doit
admettre la convergence du produit infini

= (L) (U=} - (1 T0]) -

Nous avons vu que dans ces conditions les limites Pp{}) et Q; (}) exi-
stent, Les équations (58) et (59) deviennent

(60) Sw0)= = )ﬁ"{)’m ) (= pa) . (1 — )
(61) B0) = —s, () g’f%; () (= ) . (L —pi).

Du point de vue physique la convergence du produit M signifie que la
différence relative entre les deux couches consécutives tend rapide-
ment vers zéro pour /I croissant indéfiniment,

Le probléme se réduit une fois de plus & la recherche d’une seule
fonction <, .

IV Recherche des fonctions tmi ()

14. Refour au probléme général — Nous avons donné & la solu-
tion de 1'équation (12) la forme

[#0e]

18 floya=> j S (6,5, 1) [k 0 €7 g () €] 2
(g1 < 1213}

Sa (%, y,1) étant une solution particuliére de I'équation (6). Les équa-
tions (60) et (61) nous donnent toutes les fonctions tnr et ¢mp exprimées
au moyen de Tm:

)

(60bis) ()= () %Eg (=) .o (1 — )
in
n (A

(61-bis) Dot (R) == — 01 (M) «g’:u(()])[l =) e (1 — Pai)

Douc la formule (18) devient pour ;<2<

(62) Fley)=[0—pgd...(1 =) X

Y ('O Pn )\ —/E___ " ) pN2
Z’ (.90 W) e 0 wn () € Pl,,[k]Qk Me 4y
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On a en particulier dans la premiére couche pour <=1ty

(63) f(x,y,u):f Pu) ﬁ;,w—()\)Q“’ B 33 8,59 1500 (0

0 m
Les fonctions Pix et Qi sont connues. Il s’agit de déterminer les fon-
ctions Tmi (1) en se servant des conditions limites.

15. Transformation des coordonnées (x,y) -~ Remplagons les coor-
données (%,y) par x=rcosf, y=rsinl. L'équation {6) devient

0°*S () S, 108 .
| - e 2 S =0,
(64) 7} /’~+ ror | rogn |

S=R(r)O ().

Posons

Les fonctions R et © vérifient les équations suivantes

(65) R4 R’+R(>' ~»~>_—=0
(66) 0"+ m2 0 =0

On peut donc ecrire

67) R=J.(07)

(68) O=a,(N) cosm0+b,(N)sinm0,

en designant par . (\) et b, ()) les fonctions désignées precedemment par
1m (1), La formule (63) prend la forme

[ . 61 }\'
lf[x,y,u)=2‘cosmo fj Or) @n () Pr(e. —»4-»—(‘21” (R)¢ ‘“-"|"

m o Py ())
(69) | \
- ) P L ok
|l > sinmo [0 bty P 0()) Q01
+ 1/I
m [

(0 < u=my).

16. Fonctions cylindriqgues — Nous allons nous servir par la suite
de quelques formules de la théorie des fonctions cylindriques qu'il est
utile de rappeler ici.

46
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On a tout vd'abord I'équation intégrale analogue a celle de Fourier

(10) f(x}:fjo (kx)kdkfjo (k) s/ (s) ds.
o 0

et 'équation plus générale

{11) Fle) = ff (kx) kdk ] (ks) sf(s)ds

0

On a ensuite un groupe de formules établissant la multiplication inté-
grale des fonctions cylindriques par les fonctions trigonométriques

o lfw— Lﬁ— r<u
{72) j Jotri)sinhudn= ) Ve—r
o 0 r>u
oo 0 r<u
13) J Jr1) cos radr={__1
b jre—u® r>u
e . I‘E" r<u
(74) f TSR =17
Y 2 Arc sinT r>u

et la formule inverse

(75) IJ‘](,L)]L)‘”= sin Az
y 2t —rt IS

1l nous faut encore calculer les intégrales plus générales

[
i

(&)
(16) Ca (r. 1) = { Jo(F) sin 2add, Dy (ro1e) = f Ju (01) cos Wit dh.

.
Ces fonctions vérifient les relations récurrentes suivantes

"\Il‘—C 41"!“2-I%Dm, Dm_“_Dm l_giLC

(m=1)

417


GUEST


16 V. A, Kostitzin,

D'autre part "

1
=Dy D=

Ces relations et les formules (72), (73) suffisent pour calculer effective~
ment les fonctions C et D. Supposons d'abord

u , -
ez gin el 1L
’

Alors l
sin k¢ i cos kg
(77) Cpo== o0 t2., Dy== ,
recose r cos
Supposons ensuite que
L sho™-
,

dans ce cas
(__ 1)k e

lCZk:‘ v Cop1==0

rche

(78) (- 1)/ 10 (’M 1)9

lDZIe =0, D= rohy

17. Probléme de Dirichlet — Supposons que la fonction f vérilie la
condition (16) et que la fonction ¢ (x,y)==P (rcosl, rsin () est dévelop-
pable en série de Fourier

cOo ()
v N Y ) o ’
D (7 cos b, rsin 0) = 3 Ap (r) cosm - \/7 B, () sin m0,
m=:0 mz=1

D’autre part, pour 2=0 la formule (69) donne

[}

[als)
0 rsi =\ )  Nufd)
f{rcost, rsin0, 0) }0 cosm()) Ju(01) @ (V) pe) dn
mee 0

(=) 0
+ > sinm0 [Jar) b ) N‘"(()“ .,
‘";T P P \

Dans ces conditions I'équation (16) donne lieu 4 un systéme d'équations
intégrales
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Nua(M)

Am == A m A m 1) s -
(r OJJ[ r) an (¥) ) dx
(19) ] ,
Nu())
Bu(r)= | Ju(Ar)0s () -0
0‘ ) lrz()-]

L'inversion de ces intégrales est immédiate:

[ AP ()
a, () =~ JA NJIn 2 r)rdr
Nu (M) J
(80} !
lbm( 2Pl J Bulr)Jn(hr)rdr.
Nln
{ o
Ou a d'autre part
rid
An(r)= L J P (rcosb, rsinb) cosm0db
T .
0

g

Bm(")=‘>1~' [ P (rcosl, rsinb)sinm6do,
P

.
Donc -
A Pi(}) ~ -
n() =00 | cosmoedy ((I’ (reose, rsing)J.(Ar)rdr
Tlen ()~] .
0 [}
\Pu() [ ¢
b =_L...‘.”..~-[ in mlpd: f(.b reos®, rsing) Ju(rjrar
M= N ) ’O-U (reoss reine) fn (1)

Remplagons @ (}) et &, (M) par ces expressions dans la formule (69):

(K}

I [+ 1 if’l[ln (Me W Qun ()‘] el f
X, ¥y, U)=— A XN dd b da [ d
J o yow) 27:.‘ Noa 0) J (Scos®, s sin 0)s ds.

0

m=1

Sy (r) Jy (2 9) +2Zcosm(e—w (1) I s)}

4, Prace Matematyczno-Fizyczne, T. 43, 49


GUEST


18 V. A, Kost'{tﬁnjk

Or, on a d'aprés la formule d’addition des fonctions cylindriques

(81) J, O 1/F§:{:§212r300m_-——'9) =

— 1.1}y 0:5) 42" “cos m{I—0)Jn((s) Ju (17)

m==1

On obtient donc la solution cherchée sous la forme suivante:

- Q“Jk]pﬂl\

[Pm[)\ p D1t

1
(82) 'f (g i)= | Nu(2)
0.
X[ [ @ 0 E ) 8 dno<n <)

On trouve de méme la fonction f(X, y, #) dans la ™ couche

(1 - (Jq] P (1 - ["‘k—-l] le [)‘ e M Q/"()\ (” INAN \*<
(83) [f (e g, ) == Of Nun)
X j | f ® &) S0V F v — ) dd oy (e T )

—00 =00

Le probléme de Dirichlet se trouve ainsi entiérement résolu.

18, Probléme de Neumann — Supposons que la fonction f vérifie
la condition (17) et que la fonction F(x, y)=F(rcosf, rsin0) est déve-
loppable en série de Fourier

= B
F(rcos9, rsinf)= 2 Gn(r)cos mb —\~Z Hoy(r) sinm0,
m==0

LB

D’autre part, pour #=0 les formules (17) et (69) donnent

[ee] N
—F(rcost, rsin0)=">" cosm j Ju 00 1) @ ()
m==0 9

0

Du 0,

LA -
pIn ()‘)

—I—Zsmm@ff 0116w ))Qﬂi"zun

m==l
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On a par ¢onséquent un systéme d'équations

r Dy, ()
e Oy = | Ja(21) @ O rd)
.(r’ b( ) an 50
{84) .
e) Dl” ()}
—Hp ()= | Ju (A )b L ad.
") of 015 0) S

L'inversion est facile:

Pin(2)
m (A) = — G () ©ryrd
@n () Dm)‘)j NI ryrdr
(85)
Pln())
bm . m
0) = ~ 500 .[H ) In(r)rdr

Ou peut écrire immédiatement les formules analogues a (82) et (83) et
résolvant entiérement le probléme de Neumann:

— i ¢ Ql/z ()~] e — Pln [)\] et .
(86) fee, yo =L ( D drx
x| [ Fenno/G—FFi—dian 0<uln)

dr

(87) ‘{f (,y, ) = L) - fl — i) ( Qru(2) elg gk) (e
w 1\

LDt

X [ [ PG 0 VG 4 d e < <)

Remarquons qu'en établissant les formules (82— 83), (86 —87) nous
nous sommes mis sur un terrain purement formel sans nous soucier de
la légitimité de nos opérations et transformations. Nous espérons com-
bler cette lacune dans une publication ultérieure.
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V. Un cas particulier du probléme mixte.

19. Nous allons donner ici la solution générale d'un probléme
géophysique dont les cas particuliers de n=3 et de n:z'4 ?nt été ré-
solus par MM Schlumberger et Stefanesco®. Il s'agit de trou-
ver le potentiel électrique dans un sol stratifié. L'atmosphére est con-
cidérée comme isolant, Une électrode ponctuelle située a la surface du
sol débite un courant d'intensité 1. Le potentiel vérifie 1'équation (‘6)
ou aprés l'introduction de la variable « 'équation de Laplace' (12). En
tenant compte de la symétrie axiale on peut remplacer (12) par 1'équation

f 10 Pf

(88) ror ou’

Les conditions I, I, IIl ne sont pas modifiées, Quant aux conditions
limites, la dérivée normale du potentiel s'annule a la surface

(89) et

et le potentiel poﬁr‘ R=yx*Fy*F u* — 0 devient infini comme 27:§ R
1

Dans ces conditions on peut exprimer f sous forme suivante

co [}

1 J e (0 o (hr) e d - { “be 00, (0 r) e d
2ns | . .
0 0

(90) f(r,u)=

(-1 < <),

Il est facile de voir que les fonctions % et f, vérifient les é&quations
(19), (20) et (21) et qu'en outre

(91) 7y = -1

Les équations (57) et (91) permettent de déterminer immédiatement ©, et §;:

92) =Dl g

- _ Qu)
" Dy (V)

Din (1)’

‘) Stefanesco S, et Schlumberger C, et M, Etudes théoriques sur la
prospection électrique du sous — sol I, Il Bucuresti 1929 — 1932,
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ainsi que toutes les fonctions Tr et Uz

_ (1 —pa) . (1 — ) Prn (4)

i T (M ,
{93) £ () D)
0o () L=0) e (=) Qun () ()
be (M) Do) (k=1,2.....,n)

L'équation (54) donne d'autre part

(t—p),
T, () = 1t
( ) Din( .

(1) (L) o M0

Dy (3)

=)y )= —

(1—p)... (1 —pa)

D (})

{94)
l s ) =

Le probléeme de 7 couches se trouve par conséquent entiérement résolu.

Les fonctions t: et ¢» possédent une curieuse particularité. Sup-
posons que V=711, c'est-d-dire que la £ 1™ couche est un isolant
ou un conducteur parfait. Or, précisement nous avons vu que dans
ces conditions pour m=*k les fonctions 7, et ¢, deviennent

(1 =)o (1 —pon1) P (M)

(95 ™ (M) = ‘
3) ® Dui ()
(1—pa)... (1 —pm—i) Qmz (%)
Om W)= -— . -
om (1) Dy ()

Elles ne dépendent donc pas de 1'état électrique des couches situées
au - dessous d'une couche isolante ou conductrice parfaite. Par con-
séquent, les mesures électriques faites au-—dessus d'une telle couche
ne peuvent donner aucune idée de 1'état électrique des couches situées
au-—dessous du niveau ;. On peut en conclure que les couches
a conductibilité trop grande ou trop petite forment un écran pratique-
ment infranchissable pour la prospection électrique.

20. Problémes inverses — Il est nécessaire d'élucider un autre
point important, On pose souvent le probléme inverse, autrement dit
on cherche une distribution de la matiére qui expliquerait le potentiel
observé a la surface. On oublie volontiers que dans la plupart des cas
c’est un probléme indéterminé, et ainsi de temps en temps les vieilles
erreurs sont remises en circulation. On a vu recemment cette contro-
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verse ressuscitée a propos de mesures magnétiques, on la voit actuel-
lement en pleine action & propos de mesures électriques. Est-il possible
de déterminer sans ambiguité la conductibilité d'un sol stratifié en se
basant sur les mesures extérieures de potentiel et de courant tangentiel?
Le présent mémoire donne a cette question une réponse négative. En
effet, dans le cas particulier de conductibilités liées par la relation (8)
le potentiel extérieur, ainsi que le courant tangentiel ne dépendent pas
de la fonction o (2), mais exclusivement des constantes $x Cet exem-
ple est bien suffisant pour notre but.
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f(?) gehort.

Uber die asymptotische Verteillung von fast-

periodischen Funktionen mit linear

- unabhanginen Exponenten.
Von
Aurel Wintner in Baltimore.

Vor einigen Jahren habe ich gezeigt !), dass jede reelle fastperio-
dische Funktion f(f) eine asymptotische Verteilungsfunktion o (x) besitzt,
Letztere ist eine fiir alle reellen x erklirte monoton nicht abnehmende
Funktion derart, dass an jeder Stetigkeitsstelle von o(x) die Grenzglei-
chung )

ar (x)— o (x)

(T — o)

gilt, wobei o7(x) den durch 2T dividierten Inhalt der Menge derjenigen
Punkte ¢ des Intervalles — T<{¢=T bezeichnet, fiir welche f{{i=x
ausfillt, In Verallgemeinerung des Bolzano-Weierstrassschen Zwischen-
wertsatzes iiber stetige (periodische) Funktionen gilt der Satz ?), dass
die Funktion o{x) in der Umgebung der Stelle x= X, nicht konstant
sein kann, wenn X, zu dem Wertevorrat der fastperiodischen Funktion
Endlich gilt )

400 r
‘x"tic(x]:]im L /(f(t))nd,t (=0, 1,2 ..)
( oot

D) -7

) A, Wintner, Math, Ztschr, 30 (1929), S, 312—316.
%) ibid,, S, 315316,
9 ibid., S. 316.
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