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Sur une fonction parfaitement discontinue et

cependant partout partiellement continue
Par

W. Sierpiaski

Dans le Mémoire précédent!) M, I, Maximoifi, aprés avoir in-
troduit la notion de la continuité partielle d'une fonction f(x) d'une
variable réelle au point %2, a démontré, en utilisant lI'hypothése du
continu, le théoréme suivant:

Il existe une fonction d'une variable réelle partiellement continue en
chaque point de la droite et néanmoins discontinue sur tout ensemble
parfait,

Le but de cette Note est de démontrer ce théoréme sans faire
appel & U'hypothése du contini (en utilisant seulement le théoréme de
M. Zermelo (Wohlordnungssatz).

Lemme. Soit

Ly Iy Igy. Un=E[a, < x< b, pour n==1, 2, 3, ...)

une suite infinle formée de tous les intervalles aux extrémités rationnel-
les. 1l existe une suite double d'ensembles parfaits deux & deux disjoints

Pn.k(n=1. 2, 3,...; k=1, 2, 3,...],

telle que
Poy CI, pour n=1,2,3,...: k=1,2,3,...

) ce volume, p. 241 et suivantes.

) La fonction f(x) est dite partiellement continue au point X, s'il existe un
ensemble parfait P ayant x, pour point d'accumulation de deux cétés et tel que la
fonction f(x) est continue au point x, relativement a I'ensemble P.
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2 W. Sierpinski.

Démonstration. Il existe, comme on sait, une suite infinie P,
(#=1, 2, 3,...) d'ensembles parfaits non denses disjoints et contenus
dans l'intervalle /.

Soit maintenant 7 un nombre naturel donné ~>1 et supposons que
nous avons déja défini tous les ensembles parfaits non denses Py, on

A1 oD
i<netk=1,2 3,..,

Leur somme S,= X £

{1 =l
un ensemble de premiére catégorie. L'ensemble /,— S, (en tant que
complémentaire d'un ensemble de 17 catégorie), contient un sous-ensem-
ble parfait, donc aussi une suite infinie d'ensembles disjoints parfaits
non denses P, (kR=1, 2, 3,...).

La suite double Py (=1, 2, 3,...; k=1, 2, 3,...) est ainsi dé-
finie par l'induction et on voit sans peine qu'elle satisfait aux conditions
de notre lemme qui est ainsi démontré. .

Soit ¢ le plus petit nombre ordinal de puissance 2%, La famille de

tous les ensembles linéaires parfaits étant de puissance 2%, il existe une
suite transfinie du type ¢

1) Qu Qi Qsvtv Que Qups -

Py est évidemment

Qe G

formée de tous les ensembles linéaires parfaits.

Nous ferons maintenant par l'induction transfinie correspondre
& tout nombre ordinal §<(? deux suites infinies de nombres réels xé
et y} (i=1, 2, 3,...) comme il suit.

Soit @ un nombre ordinal donné << et SUppPOSONS que nous avons
déja défini toutes les suites .xiE et y? (=1, 2,3,...), ott é&<Ca. Llen-
. est de
puissance < R,. o< 2%, puisque e<9 (Pour «=1, on a T, =0), L'en-
semble Q,, en tant que parfait, étant de puissance 2™, I'ensemble Qu—T,

est donc également de puissance 2%,

semble 7, de tous les nombres xf‘, ou E<a et i=1, 2, 3,..

Si l'ensemble Q,— 7, a une iufinité non dénombrable de points
communs avec un au moins des ensembles P,,,_/, (pour n et %k naturels),
soit Pnr un d'entre eux, L'ensemble (Qu-—T,) Py étant

dénombrable, nous pouvons prendre comme X% un point de cet ensem-

ainsi non
ble qui est son point d'accumulation, et comme x} (i=2, 3, 4,,..) une

suite infinie de points de cet ensembles distincts entre eux et de X
268

icm°®

Sur une fonction parfaitement discontinue ete 3

. [+ 2 22— f —
qui converge vers X, et nous poserons ¥; =b, et yi=a, pour [=2
3, 4,...

Si les ensembles (Q,— T, Pur(n=1, 2 3,...; k=1, 2, 3,..)
oo 0o
sont tous au plus dénombrables, I'ensemble R,=(Q,—Ty)— ”21 k‘iiPn,k

est évidemment non dénombrable et nous pouvons prendre comme
x% un point de R, qui est un point d'accumulation de R, et comme
x% (i=2, 3, 4,...) une suite infinie de points de R, distincts entre eux
et de x* qui converge vers X}, et nous poserons y;=1 et y¥=0 pour
i=2,34,...
3 Y N

Les nombres réels x? et y7, ou §<g et i=1,23, ...
définis par l'induction transfinie, et on voit sans peine que les nombres
xt (E<g; i=1, 2, 3,...) sont tous distincts: soit T leur ensemble.
L

, sont ainsi

Or. il résulte de la définition des nombres x] que

() x%eQ, pour a<l¢; i=1,2, 3,...
Posons maintenant:
ff) =y} pour £<p; i=1,2,3,...

La fonction f (x) est ainsi définie sur l'ensemble T.
Posons encore pour 7 et k naturels

f(x)=aw pour xePyp—T

et posons f (¥) =0 pour tous les autres X réels (c'est-a-dire pour X non

C\:J C_?
eT-+ X X P )

n=1 k=1

La fonction f (¥) est ainsi définie pour tous les X réels.

Soit % un nombre ordinal donné quelcongue <¢.
1l résulte de la définition des nombres xf? et y& qu'on a

lim x} = x%
=00 !

et

lim f (68 =lim yf<y{ =71 (%)
(=00 i=C0
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4 W. Sierpinski.

(puisque @r<bx pour k=1, 2, 3,..., et 0<_1).

Ces formules prouvent, d'aprés (2), que la fonction f (X) est discontinue
sur l'ensemble Q,. Le nombre ordinal «< ¢ pouvant étre quelconque,
et la suite (1) contenant tous les ensembles linéaires parfaits, nous con-
cluons que la fonction f(x) est discontinue sur tout ensemble parfait.

Soit maintenant X, un nombre réel donné quelconque. Soit r;
(=1, 2, 3,...) une suite infinie croissante de nombres rationnels qui
converge vers X, et soit §; (j==1, 2, 3,.,..) une suite infinie croissante
de nombres rationnels qui converge vers f (x,). Soit, pour j=1,2,3,.,.,
(ryy ripay=1Iy; et (s;, Sjpt) = Iy, On a (d'aprés les coditions de notre lemme)
Pup; Tly pour j=1, 2, 3,... Soit P l'ensemble qu'on obtient en ajou-

oo
tant 4 l'ensemble % Py ¢y le point x,.
=t

Comme on voit sans peine, P sera un ensemble parfait. Je dis

que la fonction f(x) est continue au point X, relativement i l'ensem-
ble P.

En effet, soit ¢ un nombre positif donné quelconque. D'aprés
}Lr&s;=f[xn] il existe un nombre naturel g, tel que

(3) J o) — 54

Or, d'aprés la définition de la fonction f(X), on a, pour xe Py,
e < f (%) < bz, done (d'aprés (s;, i) = Iy, == (ay;, bxy))

pour XePy p: 8=y, < f (%) T by = 544 S (),

d'otr il résulte que

co
pour X Ezpnjlkj: Sq < f ) <f (%),
j=q

ce qui donne, d'aprés (3):
o)

“ Flee) =& <f (9 <F (ko). pour x> Py .
J=q

Or, d'aprés Poy b Cly et d'aprés la définition de l'ensemble P, on
a évidemment PI,,j“—=Pnj %

o) oo )
donc P,Z Py yy=P 2 Inj=P, vElr,,<.>€<xo]. D'apres
j=q =g .

{4) on a donc
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5) F (%) — < F (%) <S () pour xeP, rg<lx< X,

Nous avons ainsi démontré qu'il existe pour tout nombre positif
£ un nombre 7,< %, tel qu'on a la formule (5). Cela prouve que la
fonction f(X) est continue au point X, relativement & I'ensemble par-
fait P,

Pareillement on peut démontrer qu'il existe un ensemble parfait
P* ayant le point X, comme point d'accumulation du c6té droit et tel
que la fonction f (x) est continue au point X, relativement & l'ensemble
P*. La fonction f (x) est donc continue au point X, relativement 2 l'en-
semble parfait P-4 P* ayant X, pour point d’accumulation de deux co-
tés, La fonction f(X) est ainsi partiellement continue au point X,

Le point x, pouvant étre tout a fait arbitraire, la fonction f (X) est
partiellement continue en chaque point de la droite.

Notre assertion est ainsi démontrée.
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