16 __Vojtéch Jarnik

1+"’1 (1"[_[32[01 I/ ERER y()s]):[u

N

fiir jedes ganze 7 >0, also auch

L Bl ) SMax [ ROIEE S

(s—1) 8 (o) 25 —1" s

fir B, (1) < oo, bzw,
1 +i" (LBa(6rv B2 vne s 0s)) = 5 q.l fur By (0)) == oo

Daraus folgt aber . ]
fo(ga)—s-1 . .

2 v D20 v re SSM e e e -",0 f 3, <,

Bals, 0 0s) = Max ([s B0 25 1 ) e By (g) <~

Balbrs Bov o 08I far By (gy) ==~

5—1

nach dem ersten Teil dieses Paragraphen kann aber hier das Zeichen
< nicht gelten, Damit ist also auch die Behauptung 2b des Satzes 2
bewiesen.
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Sur deux connexions affines généralisées*)

{O dwédch uogélnieniach koneksii afinalnej.)
Par

W. Slebodzinski.

En 1915 M. Zorawski a publié deux Mémoires consacrés aux
invariants différentiels du systéme suivant

a2 X
ae?

[ dx d x,)
= [t X, e, K2, L, —2
( ! " dt dt

(i=12,...n (a)

qu'on peut encore remplacer par le systéme équivalent du premier
ordre ’
dx; ay; .
L S 5 S ) CN

Dans le premier!) de ces Mémoires il est question des invariants du
systéme (a) vis-a-vis des transformations

}i=;éi(x1v sy xn)
du groupe général & 7 variables, le deuxiéme?) a pour objet les in-

variants simultanés du systéme (a) et de la forme différentielle

n
/; aij(t, Xy .00, Xa) 0% 8 X7

i=j

") Un résumé de ce travail a été objet d'une communication faite le 15 sepiem-
bre 1933, au XIVéme Congrés des naturalistes et médecins polonais & Poznan, 1) [7] Les
chiffres entre crochets se rapportent a l'index bibliographique placé a la fin du Mé-
moire, 2) [8},
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par rapport aux transformations de la forme
X =% (t, Xy e uey Xl t=t (c)

Dans l'un et dans l'autre cas les invariants dont il était question ont
été appliqués au probléme d'équivalence correspondant, C'est sur le
premier de ces Mémoires que nous voudrions attirer ici l'attention
particuliére. son objet étant intimement 1ié aux recherches récentes dans
le domaine de la géométrie différentielle. Il est en effet évident que
le systéme (a) contient comme un cas spécial celui d'équations différen-
tielles des géodésiques d'un espace a connexion affine sans torsion, I
suffirait, pour obtenir ce cas particulier, de supposer que les fonctions

v; soient des polynomes homogénes du second degré enii—;;f a coeffi-
al

cients indépendants de la variable . On congoit donc bien que dans
les recherches de M. Zorawski interviennent des grandeurs, désignées

par les symboles 4, ., qui généralisent les coefficients 1’ du dépla-
cement paralléele et que l'on y rencontre une opération analogue a la
différentiation covariante. Il est presque inutile d'ajouter que parmi
les covariants du systéme (a) on trouve une grandeur, de composantes
Bi., analogue au tenseur de courbure d'un espace a connexion affine,
La théorie de M. Zorawski contenant ainsi implicitement celle du
déplacement paralléle, I'idée s'impose d'imaginer une connexion plus
générale ayant pour point de départ les équations (a) dans leur forme
générale au lieu des équations spéciales des géodésiques d'une con-
nexion affine proprement dite. Or, le développement de cette idée est
le but principal du Mémoire présent. Pour l'atteindre il fallait modifier

les caleuls de M. Zorawski, en les adoptant convenablement i notre
probléme actuel.

Le Mémoire est divisé en deux Chapitres. Dans le premier
nous traitons la connexion liée au systéme (b) et aux transformations
!c); elle est fondée sur la notion de I'élément lindaire de coefficients i,
issu du point (x;) et regardé au moment £ Aprés avoir donné quel-
ques définitions (22 1), nous introduisons dans le n2 2 trois opérations
covariantes (trois espéces de différentiation covariante) et nous calculons
lles parenthéses de Poisson relatives 4 celles-ci. Ceci nous permet
de trouver les courbures de la connexion, parmi lesquelles deux, dési-
gn_ées respectivement par les symboles V,* et By” jouiront dans la
suite un réle prépondérant. En terminant ce n° nous définissons la

différentielle absolue d'un tenseur. Le neo suivant contient les équations
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de structure de la connexion et les identités généralisées de Bianchi.

Le n° 4 est consacré aux applications de la théorie précédente a l'inté-

gration du systéme (a). Nous y supposons que certaines courbures de

la connexion sont nulles et nous montrons quel parti on en peut tirer

pour simplifier le procédé d'intégration. Nous prouvons ainsi que, si

la courbure fondamentale V," est nulle, l'intégration du systéme (a)-
revient 4 l'intégration successive de deux systémes du premier ordre

dont chacun est & n inconnues, Nous terminons ce 72 en donnant la

proposition suivante: pour que le systéme ({a) puisse étre transformé

dans le systéme particulier suivant R

il faut el il suffit que les courbures V." et Bii soient nulles. Dans
le 72 5 nous traitons le probléme d'équivalence de deux systémes de
la forme (a) vis-a-vis des transiormations (¢} et nous le réduisons a celui
de deux systémes dont chacun se compose de 21741 formes pfaffien-
nes 4 2n-+1 variables et d'une fonction finie. Or, il est bien connu
que ce dernier probléme se résout au moyen d'une méthode générale
que I'on doit & M. Cartan. Le dernier 72 du Chapitre I contient
quelques remarques concernant les équations aux variations du systéme
{b) et d'autres questions de méme genre qui s'y rattachent.

Dans le Chapitre II nous développons une théorie analogue, en
prenant pour point de départ le systéme d'équations suivantes

d? x; dx, d x,
e T I e e
d? dt dt
et les transformations o
Xi= )C,'()Cl, RN xn]

du groupe général & 72 variables.

Le Mémoire a été rédigé il y a deux ans. Depuis M. D. D. Ko-
sambi a publié¢ un travail suivi d'une Note de M, Cartan. La théo-
rie développée dans ces articles et en particuler dans celui de M. Car-
tan est au fond identique avec l'objet de mon Mémoire. Je pense
néanmoins qu'il ne sera peut-étre pas inutile de le publier, eu égard
4 la différence de la méthode et aux applications 4 l'intégration et au

probléme d'équivalence qu'il contient.
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Dans tout le Mémoire nous nous servons des notations adoptées
par M. Schouten (v. son livre bien connu sur le Calcul de Ricci).
Chapitre .

1. Preéliminaires. Soit donné le systéme d'équations

ax . d x? d x"

— ] * 1 e T T ) 5

i 21l (t,x,...,,w, a!t""'cit) 0, % (1)
[ étant des fonctions analytiques réelles, réguliéres, si le point (!, .., , %)

reste dans un domaine (®), si la variable # appartient 4 un intervalle
"

; . dx .
(2, %,) et si les valeurs des dérivées e sont finies et non toutes nul-

les. Le systéme (1) peut étre remplacé par le systéme équivalent

d x* . ay* -
Sy =0, %+2l (4 %y)=0 @)

a 2n inconnues x*,y*. Supposons que l'on effectue sur le systéme (1)
une transformation quelconque de la forme suivante

D, ... "xm)

xh==lxh(t XY, L. xY), f=y, ST —— %0
. D (x, x") # G)
et soient
d*'x” R S , o d X! d'xn
TF—'—ZI <t, xl,,...x",wf»,...,»ﬂ == (1’)

les équations du systéme transformé.
tions équivalentes du premier ordre

Si on les remplace par les équa-

d'x* , .‘ d'y o
@ Y =0 2w ) =0, @)
on aura des relations 4)
. d'xh o' x+
9 A" e 9
Y=y + " (4)

8 -
) Dans tout ce qui suit nous supposons que les indices de l'alphabet grec par-
courent les valeurs 1, 2, .., ,n,

9 [1] n° 3
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PP

02 'x*

:_2 . 02’x7.
Y Otdx’y

T

! sl
2 — d x, A
d x*

Les 3n-F1 équations (3)., (4), (5) définissent un groupe infini (G) de
transformations sur les variables Z, x*, ¥, I et il est évident que la dé-
termination des invariants du systéme (1) pour les transformations (3)
se raméne & celle des invariants différentiels du groupe (G), si I'on y

regarde les variables I comme fonctions des variables ¢, x* y*

Avant d'aborder cette derniére question nous allons établir quel-
ques relations qui nous seront utiles dans la suite. Posons pour ce but

or i 0

oy T 9y oy

(6)

s
l-' =

on aura donc
=1y . (7

Différentions maintenant les équations (5) successivement par rapport

aux variables " et ¥; si l'on tient compte de la relation

'y 0'xh
0y ox ®

qui est une conséquence de 1'équation (4), on sera conduit aux équa-
tions suivantes

CL’;’C_{_ 71‘7- . 0 Ik o 02 'x- g 02/ xn
dxt " dx " 0xox dtax"’
0'x" 0'x7, I — d'x* @ "xt
Ix" dx ° ax - d0x"0x

On voit bien que les équations (5) et les deux derniéres relations peu-

92 " R Bl
vent étre résolues par rapport aux dérivées — T
par rapp dx0x’ 0tox ' oP
l'on trouve pour ces dérivées les expressions suivantes
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0kt 0 0%, “l‘ gx l‘r‘
0x'dx 0x" dx "
_OTx 00N ¥ — 9" o 97X | y+§’xi I
dtax'  dx" ox © oxt " 9xt ax "
9
5 9)
3 F2l
A 1 4l
205
d x*

Telles sont les relations annoncées.

Avant terminer ces préliminaires nous allons donner encore quel-
ques définitions. A tout systéme de valeurs des variables x", 3" nous
donnerons le nom de [l'élément linéaire issu du point (x*) et nous allons
regarder les quantités y* comme les coefficients de direction de cet

élément. L'ensemble de tous les systémes de valeurs (X",y") constitue
ainsi une variété d'éléments. La variable f va jouer dans les considéra-
tions suivantes le réle du femps. Nous désignerons par le symbole (¢)
la variété d'éléments (x*, y*) considérés a divers moments 7. Ceci posé,
considérons une grandeur définie au moyen de 7 coefficients A* fon-
ctions de variables 7, x*, ¥*; nous dirons que cette grandeur est un ve-
cleur confravariant appuyé au moyent t sur I'élément (%", ") si les coor-

données A" se transforment suivant les formules

-~ (10)

quand on passe des variables £, X', y* aux variables %, X", "Y" au mo-
yen des formules (3) et (4). Nous dirons de méme que les coordonnées
B, définissent un veclenr covariant attaché i 1'élément (x*%¥") au mo-
ment Z, quand on a, dans les mémes conditions,

d’x,"
B, = —"='B,

ox (1)
On définit d'une maniére analogue les tenseurs d'ordres supérieurs

ayant (¥, ¥) comme élément d'appui au moment 7.
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urs proprement dits nous rencontrerons aussi des grandeurs définies

au moyen de 71 coordonnées M", MY, 'se transformant suivant la lo}

) 0'x" 0'x"
M = M Mo, MO = MO, (12)
o0 x° + dt

un exemple de cette grandeur nous est fourni par le symbole d'une

0
transformation infinitésimale Df=M" —= 3 e of S e ()]; M° = 1; nous obte-
1, c'est ce qu'on vérifie
A la grandeur
{Q)E“, 90} ainsi définie se rattache une autre dont les coordonnées.
M., M, se transforment par les formules suivantes

nons un autre exemple en posant M*=y*, P =
immédiatement au moyen des relations (3) et (4).

0'x" ’ d'x"
N, = "h Ny = "Ny +—"X%, 13)
9% ¢ o dat | (13)

On vérifie aisément que la forme de Pfaff
a=W, dx" -+ N, d¢

donne naissance a une grandeur de cette espéce. Observons aussi que
Iexpression M* N, - M* N, est une fonction scalaire (invariante). A des
grandeurs définies plus haut nous donnerons le nom de pseudo-vecteurs
{contravariants ou covariants) et nous les distinguerons par les caracté-
res gothiques ?).

2. Dérivées covariantes, Connexion affine généralisee Z,. Soit

donné un vecteur contravariant {4"}. On a par définition

en différentiant cette équation par rapport & x*, on cbtient

PE O OX O 00
0'x" ox* a2’y dx dx" 0x 0x" 0 x"

%) Les deux espéces des grandeurs dont il était question plus haut interviennent
pour la premiére fois dans un Mémoire de M, Wundheiler v. [6] p. 101,
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Mais on a (v. équ, (4))

oy o L o
dx  dxox | otox

En rapprochant les deux derniéres relations et en éliminant les dérivées

62 Ix"- ()? Ix." a‘_’. 'xf‘
Ixox’ 0t dx"

- e
0x"0x°

au moyen des équations (9), on sera conduit A la relation suivante

3 - A A =1 0
(.9& [0A e 4 _,], 0 'x* (0 Ar A QArl;
x| 0'x d’ 3G f 0y |0 X d3yf
elle montre que les expressions
W 04, w0 A
v("ALzm—%‘ Iy, A"“““T_\F (14 a)
sont les composantes d'un tenseur mixte du deuxiéme ordre. On éta-
blit de la méme fagon la covariance des expressions
&) B
J B, - v 0B,
V“Bw—a»;—l B,— I} “d g {14 b)
)
df v 0
Vof =N 07]; (14 ¢)

ot f est une fonction scalaire des variables #, x*, y* et oii B, sont les
(1

L'opération V, s'étend facilement

On a par exemple

composantes d'un vecteur covariant.
aux tenseurs d'ordres supérieurs,

m 3 Pl cy’
ooy =S

e ¢ JC)

]‘fm C:,‘)fv"— [1!” Cx.p.u + I\‘u‘:‘ O {)y, .

wh

G5 étant les composantes d'un tenseur du troisiéme ordre, A l'opéra-
)

tion désignée par le symbole V. nous donnerons le nom de dérivation

-covariante de premiére espéce.

Diiférentions maintenant I'équation
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7y
TAx = 0% Ae
0 x¢

par rapport a la variable y il viendra

0’4 d'yr
d 'y (9)17‘

0w 04
0xt 0yr '

En ayant égard & la relation (8), on peut mettre cette relation sous
la forme suivante

0" x 0" A

0x o'y

_d'x 0 A

T ox 0)1’
Elle met en évidence le caractére tensoriel des expressions

@ oA

Vo dr="" 15
A= (15a)

Dans le cas d'un vecteur covariant {B.] ou d'une fonction scalaire

f cette opération prend la méme forme

2) 0 B,

V. B, = , (15b)
dy»

@ :

V. f= of . (15¢)
oy

Aux expressions ainsi délinies nous donnerons le nom de dérivées co-
variantes de deuxiéme espéce.

On trouve une troisiéme opération covariante, si 1'on différentie les
' x
d x¢

équations 'A* = A+ par rapport & la variable £ et si l'on élimine

ensuite les dérivées secondes des variables 'x*, en se servant des re-
lations {9). En appliquant le méme procédé & un vecteur covariant |B;}
et 4 une fonction scalaire f, on vérifie facilement que les expresions

@) ) Ax
0A e s 70‘A o ()A (16 )
x° 61/
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c)B;
dyf’

® 0 B,

1Y B, + 95 210 (16 b)
. R N — F.;,.___———
VB,= 57 y

H ’
sont respectivement les composantes d'un vecteur contravariant et d’un
vecteur covariant et que l'expression

mf —’r bl 9

(16 ¢}
J xr

est une fonction scalaire. Dans le cas d'un {%3} cette opération
(dérivation covarianie de troisiéme espéce) prend la forme
5] 9w, & do

. . i VY P
L P SN R S S S

ot 0 x¢ dye

On remarquera que dans les expressions des dérivées covariantes
de différentes espéces interviennent trois systémes de coefficients
| A
Ij. sont symétriques en deux indices inférieurs (équ. (7)).

Maintenant nous nous proposons de calculer les

[%., liegs par les relations (6); nous rappellerons aussi que les

différences

1) {2 (2
Vo Vi Ar— VLV, An

1) @ @M 2) (3) (3) (2)
V.V At —VV, A et uvV A — V V, A,

En employant les formules (14a), (15a) et {16a), on trouve successi-
vement

1 am

@
vV, A,

V. Vo A=WV, Ar=— Ry, ArH K" (17)
[ORE] 2) 1
V. Vi Ar — VoV, Ar=— B, " As, (18}
[SYE)] (3) ()
V.VA—VV, Ar=— W," A('—}— Viry, /fl'L (19)
21 3) @ @ (UK
V.VA* —V V, Ar=1V, A, (20}
ot l'on a posé
00 l” d [ w- p ar
VA.A vi Fi l;‘_z e l‘{,‘, P “d:{’ 2
Gt Zam T oy 0 xe @)
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Kt =200y, 22)

W =%‘ii+l [ — DT, 2T %+ v% (23)
R =Sk 0l v, %~ iy 3; 4
By %1;-=5—U-f;—y'/a~; (25)

Les égalités m-dessus montrent immédiatement que les quantités désig-
nées par les symboles V', Ki'", Wi'", Ri.” et Bj.” représentent les
composantes des fenseurs covarianis du systéme (1) vis-d-vis du groupe de
transformations (3). On vérifie aussi facilement sur les formules (21) —

(25) que le tenseur B,,” est symétriqgue en trois indices inférieurs et

que les affineurs Ki'" et Ri.” jouissent des propiétés qui s’expriment
par les relations suivantes .
Kyt + K" =0,
(26}
R 4+ Riw” =0, R+ Rin"+ Rai” =0.
Une autre conséquence immédiate des équations mentionnées plus haut
sont les égalités

0K
Rii" = 7;'-—1;— , ‘ 27
y
Kot = Wit — Wi, Wit kst =9V (28)
#h wh L7 g wh wh - ay} .

Nous obtiendrons dans le 7° suivant d’autres relations entre les cova-
riants du systéme (1).

En vue des applications ultérieures nous donnerons ici encore quel-
ques relations entre les dérivées covariantes d'une fonction scalaire f.
Pour simplifier I'écriture posons.

]

Vif="V.f, @9

177
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En partant des formules (14¢), (15¢) et (16¢c), on établit sans peine
les relations suivantes

X X)=Ki" Y., XDN=—U0Xf+ViV [/ (hT)=
=X [TV [ (30)

Telles sont les égalités que nous avions en vue. Remarquons que les
expresions (X, T) et (Vs T) ne jouissent pas du caractére tensoriel.

Considérons maintenant une fonction quelconque [ des variables
¢, x*, y; on démontrera facilement, en se servapnt des formules (14¢),
{15¢) et (16¢), l'identité ci-dessous

w W @ @ ®
df =V, f+ oV, fdiV] (31)
ot l'on a posé

(23— dxe —yedt, m9=dyr 42lrdt+(dx —y di). (32)

1y (@

On en conclut que les formes pfaffiennes (a])f', [oif’ sont les composantes
de deux vecteurs infinitésimaux contravariants, c’est ce qu'on peut
d'ailleurs vérifier par un calcul direct,’ en s'aidant des relations (3),
(4) et (9). Cela nous conduit & une extension a la variété () de la
notion de différentielle absolue d'un vecteur; en la désignant par le symbole
3, on aura par définition

W O ®
G Ar= u)VA+wFVA‘—1~dtVA‘

(33)
mm @ @ (3)
8B,=wV,B,~+ v V,B. +ditV B,
ou, en explicitant les formules,
FA = d AT At (d e —y d i) + 1T Av d i,
(34)

8B, =dB,— 5B, (dx—ydf) 1% B,dt,

Nous pouvons donc dire que les formules (33), qui s'étendent d'une
maniére évidente aux tenseurs quelconques, établissent dans la variété (¢)
une connexion affine généralisée que nous désignerons dans la suite par le
symbole Z,; les coefficients T I}, I porteront le nom de composantes
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de la connexion Z,. Rappelons que les relations {(9) donnent les lois de
la transformation de ces composantes. La connexion Z, est douée de
cinq courbures dont les composantes nous avons désignées plus haut
par les symboles Vol Kat, W™ Ris”, B Remarquons que, si la
courbure V. “est nulle, il en est de méme pour les courbures Kii'" Wy ™"
et R;. cela est une conséquence immédiate des identités (27) et (28).

3. Les équations de structure de la connexion Z, Revenons aux

m @ .
formes ©* et w*, délinies par les équations (32} et posons encore

of =5 d¢ 417 (dxe—yedi), (35)
En différentiant extérieurement les équations (32) et (35), on trouve
successivement
(1) , (1} 2
(@09 4[] 0] = —[w* d 1], (36)
2) (2 L1 L
(@ [ o] = — Vi [ d ] — § K o o] (37)
et
(n {1) Pt ) (2)
(@) [0} of]=— £ Ri™ [0t 0] — B ™ [0f 0] 4 W3 dtm] (38)

Telles sont les équations de structure de la connexion Z,. .
La différentiation extérieure des équations (36) conduit aux relations

Ry Ry ™M Ry =0, K" =W, — W,

d'aprés une remarque antérieure (72 2) ces relations résultent aussi
immédiatement des équations de définition (22), (23) et (24), De méme,
les équations {37) donnent naissance aux relations

2

R =v. K", (39)
) ) 12) :
K"+ Wi =1, V., (40)
(1 y
v K =0, (41)
@ w
v K =—2v. Vi (42)
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Si enfin on différentie extérieurement les équations (38), on obtient les

identités suivantes "

Ry + Kisf By =0, (42)
1)
V Ry’ 2Vu By =0, (43)
(3)
VR + 2 V[, Wiy — 2 VL' B =0, (44)
[©)] (2) )
V B — V. Wi =0, (45)

Toutes ces identités trouvées plus haut généralisent celles de Bianchi.

4, Cas particuliers. a) Supposons la courbure Vi" nulle; on au-

ra donc aussi K" =0 (v. la remarque faite a la fin du #° 2). Nous al-
lons montrer que, dans cette hypothése, le probléme d'intégration du
systéme (1) peut étre simplifié, en se ramenant i l'intégration successive
de deux systémes différentiels:dont chacun est formé de n équations du
premier ordre & 7 inconnues. Remarquons en premier lieu que nous
pouvons remplacer le systéme susdit par les équations

dt o _der dy o dy (46)
yl )/” — — )

Ce dernier systéme, dont l'intégration exige en général des opératicns
d'ordres 21, 2n—1,,..,1, est équivalent & I'équation

T f P =< 2 I of
L —0,
1=y L o
Or, dans le cas actuel, les équations
X.f=0, Tf=0 (47)

constituent, en vertu des relations (30), un systéme complet.
D'aprés l'identité (cf. n° 2, équ. (31) et (29))

(1) (2)
df =t X, f+ ot Y, f+dt Tf
au systéme complet (47) correspond le systéme complétement intégrable

formé d'équations
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@
w? =0, (48)

Cela résulte aussi des équations de structure (37).
stéme (47) ou, ce qui est la méme chose, du systeme (48), exige des
opérations d'ordres 7, n—1, ... ,1. Si on égale les 7 intégrales indé-
pendantes du systéme (47) a des constantes arbitraires, les systéme (46)
se réduit & n équations différentielles du premier ordre & n inconnues;

lmtegratmn de ce dernier systéme exige des opérations d'ordres
nn—1,...,1.

L'intégration du sy-

Il résulte de cela la conséquence suivante: si la courbure V% est
nulle, l'intégration du systéme (1) peut étre effectuée au moyen des opéra-
tions successives d'ordres n, n—1,...,1, n,n—1, 1 au lien des
opérations d'ordres 2n, 2n—1, ... ,1 qui sonf nécessaires dans le cas
général. c

Appliquons ce résultat au cas 7 =1,
pose d'une seule équation

£ parfun ) <o

Ici le systéme (1} se com-

qui est équivalente au systéme

dy

—— —y=0, —+2I'({, x,y)=0.

TR 4 T2lxy)

- . o ar
Les composantes 1%, I, se réduisent 4 deux seulement: I} = 5

Yy
; 0:r i
T) = e et les courbures K", Rj,” sontidentiquement nulles.La cour-
32
bure V" a une seule composante V;' qui peut étre mise sous la for
me suivante 7 i} o
vV 0% 1 __2dl+ 0[)-___ l,d-l_;_ 2
otoy dx \dy dy? Ox dy

et qui est une fonction scalaire (invariante).
ici & I'équation unique

Le systéme (48) se réduit

dyq'—zl‘dt—{—g]

ydip=o. (50)

D'aprés le théoréme précédent, si V==0, cette équation est compléte-
ment intégrable et son intégrale générale peut étre présentée sous la
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forme y=1 (£, x,C), C étant une constante arbitraire. En comparant

. . dx )
cette relation a l'equation 1 =y, on obtient

dx
— = t.’CC
77 ? ( ).

On voit donc que, si l'on a V=0, l'intégration de l'équation (49) se
réduit & l'intégration successive de deux équations différentielles ordinai-
res du premier ordre a4 une inconnnue.

b) Maintenant nous nous proposons d'étudier un cas plus spécial,
en supposant
Vit=0, By =0. (51)

Nous allons démontrer que, les hypothéses ci-dessus étant admises, le
systéme (1) peut étre transformé, au moyen d'une transformation de la
forme (3), en le systéme suivant

a?’xr
d’t?

Remarquons pour ce but que, d'aprésla definition (25) du tenseur B.”
et d'aprés la deuxiéme des hypothéses (51), les fonctions I' (£, x, ) sont
des polynomes du second degré en y*. On peut donc poser

2= AL yry" -2 By yr + C, (52}
Al =A%, B;, C étant des fonctions des variables £, x*, 1 s'en suit que
I'on a
I = ar_ A,y B . [53]A
A ay e VP ht A)\ == A

Donc, en tenant compte de la formule (22), l'équation K;"=0, qui est

une conséquence de 1'hypothése Vi" =0, prend ici la forme

5A" dA‘,L Bn aB‘/L L o ’l
ad x» £y +0x“ W+A%‘P(A;:)/‘+B;)

— Al (Al - B)==0,
“d'on l'on déduit les deux identités suivantes

AL dA4L . .
o ”“W+Afu Al — AL AL =0, {54 a)
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- It
95 9B | B Ay B—o.

(54 b)

De méme, en tenant compt‘e de la définition (21) la premiére des hypo-
théses (51) peut s’écrire comme il suit

9AL . ,0B; 04 L 0B, oC*
gt v dx dt‘y" dt  dx
+ (AL y -+ B) (ALy Ay Yy +2By + C)

. . [0Ak | 0B
¥ dxrfy‘—'"ﬂ? =0.

Cette derniére relation conduit 4 son tour aux trois identités

J A}, d Ax
0x* + o% 2 ox

4 A5 AL £ AL AL —2 A

A,=0,

AL, 0B 0B,
SRS S L AL B+ AL Bi— 2 AL B =0,  (55)

0B, o0cC" P~
ot 0w TBB—

A, Cf=0.

Il est facile de vérifier que les relations (54) et (55) se réduisent aux

suivantes 7
N VW R )
0an OB\ 4B — =0, (55)
0B, oJdcC* - P
95 e T BB AC=0

qui sont indépendantes. .

Rappelons maintenant que, d'aprés les résultats obtenus dans la
premiére partie de ce #° le systéme d'équations

(1)

o= dyr 2T di 41T (dxr — 3 df) = 0 (57)

est complétement intégrable, les conditions d'intégrabilite V=0 étant
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par hypothése satisfaites. En portant les expressions (52) et (53) dans
les équations (57), on trouve

o = dyt 4 (Al y - BY) dxe - (Bly -+ C) dt = 0. (58)

Il est évident, d'aprés la forme des équations (58), que l'intégrale géné-
rale de ce systéme peut étre mise sous la forme suivante

M.y + N =, (59)

ot I'on a désigné par les symboles M, N* des fonctions des variables
t, x* et par les symboles ¢* des constantes arbitraires. Pour que les
relations ci-dessus représentent l'intégrale générale du systéme (58),
il faut et il suffit que I'on ait

a1 0 (60)
et que les égalités d(M:y+ + N =0 soient des conséquences des équa-
tions (58). En développant ces derniéres relations et en y portant les
expressions des différentielles dy* tirées des équations (58), on est con-
duit aux équations

oM . ON'

d_.‘(‘:‘_yl + Jx - M?; (A\pun A —|—— BS] ==,

oM N ,
SVt M; (Biyr+C)=0.

qui de son coté donnent naissance aux quatre relations nouvelles

oM _ . M,
S~ S —pm,
{61)
aNl i o 2
dx"zB:Mé‘ ?%:CPM;'

On véritie facilement que les conditions d'intégrabilité des équations
(61) sont identiquement satisfaites en vertu des relations (56) et que la
détermination des inconnues M}, N* exige 1 {n -+ 1) quadratures. Remar-
quons aussi que les fonctions M} peuvent étre déterminées de fagon
que l'inégalité (60) soit satisfaite pour un systéme arbitrairement choisi
des valeurs x*=x* f==1 et, par conséquent, dans un voisinage con-
venable de ces valeurs.
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Ceci étant, on s'apergoit immédiatement que les équations (61) entra-
inent les relations suivantes

a N

oM _dM: M, )
T ox!

dx 0x ' 0t

il existe donc 7 fonctions ®* des variables 7, x* telles que 1'on ait

L
Jat

0 @
dxe"

M= : (62)
leur détermination exigeant n nouvelles quadratures. En rapprochant
les équations (59) et (62), on peut présenter l'intégrale générale du sy-
stéme (58) sous la forme suivante

o o+ a P+

,5;)1\» _i— —5—; = ¢}, (63)

Remarquons aussi que, d’aprés ce qui précéde et d'aprés les relations

{60) et (62), le déterminant %‘EL‘I est différent de zéro dans un voi-

X

sinage des valeurs x*, £. Done, si l'on pose

=0k (4 XL, L., XY =1, (64)

on obtient une transformation de la forme (3), qui, prolongée aux varia-
bles y*, conduit aux formules

_ow

a (I)?.
0 x+

a2t

’os

y/.

¥+ (65)
Si I'on assujettit le systéme (1) & la transformation (64), l'intégrale gé-
nérale du systéme d'équations, transformé du systéme (58), prendra la
forme 'y* = ¢*; cette remarque est une conséquence immédiate des équa-
tions (63) et (65), On en conclut que le systéme (58} lui-méme sera
changé en le systéme suivant

(2)
"ot =d'yr =0,

2)
Eu égard a la définition (32) des formes ®*, on en déduira les identités
T — 0.

Ceci prouve que les équations (1) prendront la forme
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—— == (),
d't

c'est ce qu’il fallait démontrer. On voit en outre que l'intégrale géné.
rale du systéme (1) peut étre écrite de la fagon suivante

Bt x, ..., x) =c £ db,

c- et d* étant des constantes arbitraires; comme on a vu, on obtient
cette intégrale au moyen des 7(n--2) quadratures.

On peut donc, en résumant, énoncer la proposition suivante:

Pour que le systéme d'équations

at x» dx
e 2 I, ) =0
at ™ ( fit)

puisse élre transformé, au moyen d'une transformation de la forme

Ixr="x (¢, x', ..., x"), ‘t=1{¢,
en le systéme suivant
42 xx

ae

g

il faul ef il suffit que l'on ait
Vit = 0, Bo.: = 0

si ces conditions sont satistailes, I'intégrale générale du systéme donné s ob-
tient par n (n -+ 2) quadratures.

5. Probleme d’équivalence.

Abordons maintenant le probléme
d'équivalence de deux systémes

a* x» dx
+2 0|t x, =)= ]
as - «&dJ 0 M
et
Fx e, dl
e T2 (t- x, ;;,7)=0 (1)

vis-d-vis d'un changement de variables de la forme suivante

Txte=xr(t, XY L., XY, = L (3)
Comme auparavant nous allons remplacer les systemes ci-dessus par les
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systémes du premier ordre
dxr—3rdt =0, dy 4 2T(t, x,y) dt =0, )
d'xt—"y*d't=0, d'y-+4-2'T(t,’x,'y)d't =0, (2
et le groupe (3) par le groupe prolongé

Txr="x*(f, X}, ... ,x"), 't=1,

=Ty (66)

Ceci posé, rappelons en premier lieu que parmi les tenseurs cova-

riants au systéme (2) vis-a-vis du groupe infini (66) il se trouve plusie-
{1) (2}
urs vecteurs covariants comme K., W', VI K, V7 Wi, v, Vv, Vi
3

de plus, l'opération V permet de déduire de chacun de ces vecteurs
une suite illimitée de nouveaux vecteurs covariants, le vecteur K;.
par exemple, donnant naissance aux grandeurs suivantes

@ eE
VK VYK,

(3)3)(3)
VYVKy, ...

dont chacune est un vecteur covariant (cf. p. 10). Or, dans la suite nous
nous bornerons au cas assez général, ot parmi les vecteurs ainsi trou-
vés il y a n indépendants que nous désignerons par les symboles

a (=1,2,... 1)

I'indice latin placé en haut sert ici pour distinguer les vecteurs, l'indice
grec placé en bas désignant comme d'habitude les composantes d'un
méme vecteur, Nous conviendrons aussi, pour éviter toute confusion.

que les indices latins parcourent les valeurs 1,2, ...,
Posons maintenant

) ) (2)
Q= a, or, [Ii=aq,wr;

nous avons ainsi formé 27 invariants du systéme (2) auxquels nous ad-
joindrons l'invariant fini £. Cela veut dire que, si les systémes (2) ef {2'}
sont équivalents vis-a-vis d'un changement de variables de la forme (66) ce
méme changement transforme chacune G chacune les expressions &, I, £

‘correspondant au systéme (2) dans les expressions 'Q%, ', 't correspondant

au systéme (2'); on aura donc
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Qi=rQ ="', f="'¢ 67)

Réciproquement, supposons que, élant donnés deux systémes (2) ef
(2), il existe une {iransformation des variables f, X', y* aux variables
¢, 'x%, 'y réalisani les égalités (67); nous allons montrer que cette iransfor-
mation est de la forme (66) et gu'elle iransforme le systéme (2) dans le
systéme (2).

Remarquons en effet que, d'aprés les formules (32) et d'aprés la
définition des formes @, les équations '¥ = peuvent s'écrire comme
il suit

‘gl (d'xe—"yrd't) = al(d x —yr d 1), (68)

On voit donc, en égard 4 'équation £="f, que dans le changement de
variables réalisant les égalités (67) les variables ‘x* ne dépendent que
des x* et de £, On aura donc

Txr="x* (£, X', ..., X")
et, par suite,
g 'x 0 "x+
d'x»="""-dx 4 22 dt,
0 xr + at

En portant ces expressions dans les équations (68), on trouve

(, ;0 'x?
a;

0 xe

— a;) d x — {Ia;: (’yn»da F) — a,éy."} dit=0,

Les variables £, x* etant indépendantes, on en déduit

i I o " 0'xr i

Si l'on élimine entre ces équations les quantités aj, on obtient

v i 0 xe 0'xe
a P T Y T e
? (_y dxﬂy ot ) 0
et, par suite,
, 0'xe 0'xe
P == 3 ~
Y= T

’

les vecteurs ’a: étant, par hypothése, indépendants.

Revenons maintenant aux équations (67); en tenant compte de la
premiére de relations (69) et des formules (32), celles-ci peuvent étre
remplacées par les équations suivantes
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dre—ye it = 0% gy dp,
dx°

d'ye 2 'Te 't T (d e — "y d )

%"” (dy +21°dt+2T5 (@dx —y: ) |
X

En résumé, nous avons montré 1° que tout changement de variables
transformant les expressions @, I, ¢ dans les expressions '@, ‘Il 't est
une transformation appartenant au groupe infini (66) et 2° que les deux
systémes d'équations

dxt—ydt=0, dy-+2Tdi=0
et
d’x?.__"}l‘/.d’tzov dlyx_l_zrrzdrt:o

sont équivalents par rapport & ce changement de variables. Nous avons
ainst réduit le probléme d'équivalence des systémes (1) et (1) vis-a-vis
de la transformation (3) au probléme d'équivalence de deux systémes
de formes pfaffiennes; or, & ce dernier probléme on peut appliquer la
méthode générale de M. Cartan 9,

Nos raisonnements tombent manifestement en défaut, lorsque parmi
les covariants du systdme (1) il n'existe pas un ensemble de 7 vec-
teurs covariants linéairement indépendants; chaque cas de cette nature
exige évidemment une étude spéciale; dans le n° précédent nous avons
traité directement un cas de ce genre, olt I'on a supposé que toutes les
courbures de la connexion Z, sont nulles, et nous avons montré que
deux systémes d'équations jouissant de cette propriété sont équivalents
par rapport a la transformation de la forme (3).

6. Applications diverses. a) Equations aux variations. Soit x*(f),
v*(f) une solution particuliére du systéme
d x+ d

. Yo —
=0, Yt xy)=0. 2
a7 i (t x.y) (2)

Considérons une solution infiniment voisine
x(f) e, y () Ferr, {(70)
oit ¢ est une constante infiniment petite et les &% 7* des fonctions des

9 [
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t, ¥, y. Les expressions (70) satisfaisant par hypothése aux équations
(2), on aura

d[xkdtszl)—(y“—Fsﬂ“]:O .,Vd[*y’dﬂ;n] 2t x el y-en) =0

en négligeant les infiniment petits du second ordre et d'ordres supé-
rieurs, on en déduit
Ex r

20 2T 428 Sy g2ty =0, (1)

Mais on a

EENNE
dt +5} +dy dt

on encore, en tenant compte des équations (2),
dg _ o8 0,8 ()E"'

e TR |

it o0t  odx oy

Si l'on porte cette expression dans la premiére des équations (71) et
3)
que I'on se sert de l'opérateur V (équ. (16a)), on obtient

@ _
o=V — [,

En transformant d'une maniére analogue la deuxiéme des équations (71),
con trouve

‘”‘4—67‘ -2l +z ;r—|—21“v 0.

En éliminant entre les deux derniéres relations les quantités 7#, il. vient

© ]
Vve=V;"%, (72)

Il résulte de ce qui précéde qu'a chaque solution des équations (72)
{(équations généralisées de Jacobi) correspond une solution infiniment voi-
sine d'une solution particuliére du systéme (2).

b) Transformations infinitésimales. Maintenant nous nous propo-
sons de trouver les conditions pour qu'une transformation infinitésimale
Uf en t, x*, y* laisse invariant le systéme (2), Celui-ci étant équivalent
A l'équation :

190

icm

Sur deux connexions affines généralisées. 25

TF— 6f+’,r)f ,21‘?ﬂ

=0,
0 x¢ d x?

la condition cherchée est notamment lexistence d'une identité de la
forme

(TO)y=mTH, (73)

ol m est un coefficient convenablement choisi. Observons aussi que,
les transformations 7f, X.f et Y,f étant indépendantes (cf. p. 7). la
transformation Uf peut éire présentée sous la forme suivante

Uf=AX,f+BY.f+CTJ,

ot |Ar} et {B} sont deux vecteurs contravariants et C une fontion sca-
laire. On peut méme supposer C=0, c'est ce que nous ferons dans
la suite,

Ceci posé, la condition (73) prend alors la forme

@
(VA — By X. [+ ( VB — VIB)\Y.f=mTf.

Les transformations 7/, X.f Y.f étant indépendantes, il en résulte

m=90 et
(3)
VA= B, VB = V,’ A-,

L'élimination des composantes B° entre les relations ci-dessus conduit
aux équations

® 6) .

VVA = V" & (74)

On voit donc que la recherche des transformations infinitésimales lais-
sant invariantes les équations (2) se raméne a l'intégration du systéme
(74) qui est identique avec le systéme (72).

c) Invariant intégral lindaire. Aux questions traitées plus haut
se rattache d'une fagon naturelle le probléme suivant: trouver les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que la forme différentielle linéare

2
o = M, w’ + N, o

soit invariante pour le systéme (2). Les symboles Al et N, sont ici les
8] v]
composantes de deux vecteurs covariants, o* et ®* ayant la significa-

tion donnée plus haut (équ. (32)). En différentiant extérieurement la
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forme o et en tenant compte des équations de structure (36) et (37) de
la connexion Z,, on aura

3 O] (3) ()
of = (V M, + Vit M) [dE o] + (VN M) [d 2ol ...

(1) (1} (1) 2
les termes non écrits ne dépendant que des mondmes [0*w!], [0 w'] et
0 @ B
[o* ], Le systéme associé 7} de la forme o’
équations de la forme

3)
VM, 4 Vi*N) di-+ ... =0,

se compose donc des

3)
VN4 M)dt+ ... =0,
(1) (2)
les termes non écrits étant linéaires et homogénes en w* et w”. Pour
que la forme o soit invariante pour le systéme (2), il faut et il suffit %)
que les équations ci-dessus soient des conséquences des équations

(1 @
w* =0, o*==0,

celles-ci étant évidemment équivalentes aux équations (2). Ceci en trai-

ne les relations
(3) 3)

VMi=—V;*N,, VN,=—M,, (15)

d'oti 'on déduit immédiatement les équations suivantes

(3)3)
VVUN,=V.'N,.

A chaque solution de ce systéme correspond donc une forme différentielle
demandée.

Dans la deuxiéme partie de ce 7° nous avons vu que, si la trans-
formation infinitésimale Uf= A?X,f- B Y,f laisse invariant le systé-
me (2), les coefficients A° et B satisfont aux équations

(3) (3
VA=B* VB'= V," 4.

En les rapprochant des équations (75), on en déduit la relation
) [3] p. 58.

9 [3] p. 74
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(3)
V (A* M, B*N,) =0

@) ‘
les deux symboles Vf et Tf ayant la méme signification (cf, p. 7), on
peut aussi l'écrire de la maniére suivante

T(A* M, B*N,) =0,
L. o . ) o (1} (2)
Nous sommes ainsi arrivés ala conclusion suivante: si o = M, 0" -~ N, o™ est
une forme invariante pour le systéme (2) et que celui-ci admet la transfor-

mation infinitésimale Uf=A*X, f- B*Y,f, l'expression A* M, B*N, est
son intégrale premiére.

Chapitre 1I.

1. La connexion affine généralisée Z,*.

Considérons le syste-
me d'équations différentielles

dg; x%__ T 1 1, ,dx_l Ei.:\':’,l —

P T I dz....,dz)_o. 1)
les symboles I désignant des fonctions analytiques réelles, réguliéres
pour tous les systémes de valeurs (x',.,.,x") appartenant & un do-
maine (R) et pour toutes les valeurs finies non toutes nulles des déri-

L ax S
vées TR Comme auparavant nous remplagons le systéme (1) par le

systéme différentiel du premier ordre

d x* dy
— — =0, —=2I"(x,y)=0.
2 V=0 o r2lxy)=0 @)

Si I'on assujettit les variables x* & une transformation quelconque
’x’i=’x“(x‘, Lo XY, (3)

du groupe général G a n variables, les transformés des systémes (1) et
(2) pourront étre présentés sous une forme analogue

' d'x! d’xn
e o] 2’]";, ’xll L, ,'x", el , — =0‘ 11
i H2 i) w
=0 e =0 @)
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et on aura des relations I

g e Ty (4)
y=—y
arle ai!’xu
M= 2 = e 2y (5)
ph=2 P axvraﬂyy

qui, associées aux équations (3), formeront un groupe infini G* de 'trf:\ns-
formations sur les variables x*, y* I*. Or, nous mous proposons d'étu-
dier les invariants différentiels du groupe G*, en regardant, bien enten-
du, les I* comme fonctions des variables x* et y*. En poursuivant ce
but, nous emploirons encore ici un langage géométrique calqué sur celui
du Chapitre précédent. En particulier nous nous servirons des notions
de I'élément linéaire (x*, y?) issu du point (x*) et des vecteurs appuyés sur
an élément linéaire, en adoptant les définitions données dans le n° 1 du
Ch. I La seule différence consiste en ce que nous nous bornerons ici
exclusivement aux grandeurs indépendantes de la variable 7.

Ceci posé, la différentiation des équations (4) et (5) par rapport
aux variables ¥* nous conduit succesivement aux relations

0 1yt
oy _9'x )
a'yr  dx*
O'xt, .  0'xr 0% xt
A = 22 Ty, (7)
ox F d xr dx7-dx-'fy
Par Al !y 32 o
ACOC AV \ S @)
dx* 0x 0x 0 x* 0 x*
les symboles I} et 1% étant définis par les formules
=20 ey = S0 ©)
ay»\ dyA dyl

Les équations (4), (5), (7). (8) et celles qui s'en déduisent au moyen de
la différentiation par rapport aux variables y* nous font connaitre pres-
que immédiatement plusieurs grandeurs covariantes du systéme (2) vis-

0%

a-vis du groupe G'. En effet, en éliminant les dérivées P

e entre
d x* o X

les relations (5) et (8), et en tenant compte de 1'équation (4), on est con-
duit & l'identité suivante ‘
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3’5
- (

7.

l‘l

Iyt 2 e Lyryr—2 )

qui exprime que les quantités

St = l‘?‘-’yp y—21% (10]

sont les composantes d'un vecteur contravariant. Le méme procédé,
appliqué respectivement aux relations (5), (7) et (7), (8), met aisément
en évidence le caractére tensoriel des grandeurs

= I,’ Y2 1 (11)
et

U=, y—1I. (12)
Remarquons encore que, en vertu des équations (4), les coefficients y* se
comportent aussi comme les composantes d'un vecteur contravariant.
On veérifie d'ailleurs facilement que les grandeurs trouvées plus haut
satisfont a l'identité

Sh=— T + U:,' B Ve,

Si enfin on différentie la relation (8) par rapport a la variable 3’ et
que l'on tient compte des équations (6) et {9), on rencontre un nouve-

au tenseur du quatriéme ordre de composantes

o

B = S dvidn
yray-ay

(13)
Pour trouver d'antres grandeurs covariantes du systéme (1) il est pré-
ferable d'introduire trois opérations covarianies analogues aux opérations
données dans le n° 2 du Chapitre I. Si l'on se donne un vecteur con-
travariant {4*}, un vecteur covariant {B.) et une fonction scalaire f des
variables x* y*, les opérations que nous avons en vue prennent la forme

“J dAT | 04 U 0B, . +0 B,
VA= ~+ Ui Ar = I oy ViBi=51— o B,— I Ty
" (14)
T Y,
V.= T I "dy7'
(2) 0 A 2) 9 B% (2) df
\_').A”'=—d*"j;, V. Bx=—d'j‘}‘»;, V'/.f':‘g}‘fi (15)
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@ 0 A oA ., B, 9B, 9B
VA= — 2l DA VBi=y gy — 21y — LB
(16)
(3) df . 5f .
Vf=y T ZI.PW

Nous donnerons rapidement la démonstration du caractére tenso-
riel de la premiére des opérations (14), les calculs étant tout sembla-
bles a ceux employés dans le Chapitre L. Or, on a par définition

0'x
T = —= Ap
A=
en différentiant cette équation par rapport a la variables x*, il vient
d'ye 07 A d'xr 0 Ar

0 x* d'y°_ax’-0xr’ T 0x 0%

027 5+

d'x 0'A*

0% d'x

D'autre part, la relation (4) nous donne

a'yc_— ()2’x5
dxr Jdx'0xk

]

en portant cette expression dans l'équation précédente, ‘on trouve

0'x 04 | 0w 0'Ar B 0% 0AY
dxt d'x  dx+dx” Ofys Ox+ 0 dxr dx'
T slimine | . O 'x 0% s
si l'on y élimine les expressions ——— =" Taigm U moyen des

équations (7) et (8) et que l'on tient compte de l'équation (4), on sera
conduit finalement & 1'équation suivante

0% [0'A* | ywrg, e0/AY _ 'x DA _— w 0 A
W{—a'x=+ ot =" | = G |7 T A g [
ce qui achéve la démonstration, — Pour montrer le caractére covariant

() (1)
des grandeurs V. B, et V. f, il suffit d'observer que l'on peut les défi-
nir au moyen des identités

W ) 0
Vi(fA)=A*Vif+FV A

(1) 1 1)
Vi (A*B,) = A*V, B, - B,V, A*

et
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qui doivent étre vraies pour tout vecteur contravariant {4},

La démonstration de la covariance des opérations (15) étant iden-
tique & celle donnée dans le #° 2 du Ch. I, nous passons maintenant

aux opérateurs {16). Leur caractére covariant est une conséquence im-
médiate des identités

(3) 1) 2)
V Ar =3V, Ar — U;* A T° Y, A,

(3 [&)] (2) .
VB,=y"V. B, U;” B.+ T*V.B., (17)

(3) (1) 2)

Vi=yVf+TV/
que l'on vérifie aisément, en tenant compte des formules (11), (12), (14},
(15) et (16).

En calculant les parenthéses de Poisson des dérivées covariantes

" deéfinies plus haut, on est conduit aux relations

) (1) m (2

V. Vi At — Y, V, Ar= — Ri3," Ar - K3V, A, (18)
(1) (2) (2) (1)
V'V At — Ty W, Ar = — Bi3," Ar, (19)
1 @© @) _ @
V.VA* —V V, At = W3" A - V7V, A, (20)
ofi I'on a posé
e 0T 0T e e L 0Tk
Rux.h=-d—z’l——— ax'u I8, — T L 4 1 dy’l,, ——1»,_73—)—}‘0—, (21)
e o ary -
Kit= 0o 00 L rroy— v 1y, (22)
oy | e w 01 ary,
Wi = Gon A L= 2 R by (29)
J lw'/. . a 1‘1
s Y ek Wk ) e lix,
V= —25 =D — 217 Iy -y (24)

Les tenseurs Vi Ki', Wi' et Rj, satisfont ‘aux identités évidentes
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Riv 4 R =0, R+ R R/ =0,
K+ Kit =0, Wi'— Wi'= K,

(2) (2)
Rir=V.K3, WitKil=WV.

On vérifie aisément sur ces relations que, si la courbure Vit est
nulle, il en de méme de courbures K, Wiyl et Rijy

Maintenant nous pouvons -définir une connexion dans 'espace d'é-
léments linéaires (x*, y¥. Posons pour ce but

wb = dyr I dix; (25)

si f est une fonction quelconque des variables x* et %, on aura identi-

quement
@

1
4= A, f 0 V.
On vérifie facilement cette identité, en tenant compte des formules
(14), (15) et (25). Elle montre que les formes w* sont les composantes
d'un vecteur infinitésimal contravariant; il en est de méme pour les
différentielles dx?, Ceci étant, on définit la différentielle absolue d'un
vecteur {A"} d'élément d’appui (¥4, 3*) au moyen de la formule
6] (2}
3A* = dwr V, A+ wrV, A",

une expression analogue étant valable dans le cas d'un vecteur cova-
riant {Bx} La variété d'éléments (x*, y*) est ainsi douée d'une conme-
xion que nous désignerons dans la suite par le symbole Z,"

Posons encore .

of = I3, dx; (26)

en différentiant extérieurement les relations (25) et (26), on obtient les

équations de structure de la connexion Z," que l'on peut écrire de la fa-
¢on suivante

1
(0 - o 0] = — = K [dxr dx] (27}
N % 1 %
(03) + [o; of] = — Py Ry [dxe dx?]— B [dxr o], (28)

Une nouvelle différentiation de ces équations nous conduit aux identités
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généralisées de Bianchi

(1) (1) (1 ’ (2
Vi R+ Ki! Binw'=0, VuKiig=0, 2V Buii” + Vi Ri’=0,

La connexion Z,* ne différe pas essentiellement du déplacement
paralléle de M, Berwald; en effet, si l'on suppose que le systéme (1)
est formé d'équations différentielles des extrémales d'une intégrale
‘/'F-[x’, ..., x% dx', ... ,dx"), on obtient la théorie de M. Berwald °).

1) () (2)

2. Cas particuliers. Au lieu des symboles V.f, V. f, V/, délinis
plus haut par les formules (14), (15) et (16}, nous emploierons dans ce
n® des notations habituelles, en posant

X f= Q,[__Fnaf Y-,f——d—f

0 9 - of _,pm9f,
0 x* oy’ ) dy

TF == yr ——
f=y J x» 0 x¢

En caleulant les parenthéses (X, X)) et (X, T), on obtient
(X X)=Ki'YV.f, (X=X, f—VIY.fi (29)

on vérifie ces identités, en se reportant aux formules (22), (24) et en
tenant compte des relations (9).

Ceci posé, nous allons examiner deux cas spéciaux de la conne-
xion Z,".

a) Supposons en premier lieu que 'on ait

Vi=o0 (30)
et, par conséquent (v. p. 29), '

Ki'=0 (31)
On en conclut, d'aprés les relations (29), que les équations

X, f=0, Tf=0 (32)

forment un systéme complet. Si l'on porte les expressions des dérivées
Y. P P P

97 , tirées des équations X,f=0, dans I'équation 7f==0, celle-ci prend

la forme suivante
(ry 21 2L —o
J ye
9 V., op.oe [1]
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ou encore

TeY,f=0,

{77} étant le vecteur défini au moyen de la formule (11). Par consé-
quent le systéme (32) peut étre remplacé par le systéme suivant

X f=0, TtY,f=0. (33)

‘Revenons maintenant au systéme (1) dont l'intégration se réduit évidem-
ment & l'intégration du systéme d'équations

dxt
3! e yn

_dx_ 4y

— 211

dyﬂ
== —— 2]‘” V

(34)

suivie d'une quadrature, et remarquons que l'intégration du systéme (34)
est équivalente a celle de 'équation )

Tf=0.

Or on'a vu plus haut que, dans I'hypothése (30), le systéme (32) est un
systéme complet. Nous allons montrer quel parti peut on en tirer pour
le probléme d'intégration du systéme (1), en distiguant dans la suite

deux cas suivant que le vecteur {77} est différent de zéro ou non.

Placons nous d'abord dans la premiére hypothése, Les équations
du systéme (32) étant, dans ce cas, indépendantes, il admet n—1 inté-
grales distinctes, Or, pour intégrer le systéme (34), on détermine
d'abord ces intégrales, c'est ce qui exige des opérations d'ordres n—1,
n—2,...,1, et on les égale ensuite & des constantes arbitraires. On
aura ainsi 7 —1 relations entre les variables X*, ¥4 si on les résout
a n— 1 de ces variables et que l'on porte les expressions obtenues
dans les équations du systéme (34), il se réduit & 7 équations du premier
ordre. L'intégration de ce dernier systéme exige notamment des opé-
rations d'ordres 7, n—1,....,1.

Examinons maintenant le second cas, en supposant que l'on ait
Tr=0. Le systéme (32) étant équivalent au systéme (33), il se réduit
maintenant aux équations

X.f=0

qui admettent 7 intégrales distinctes; on les détermine au moyen des
opérations d'ordres 7, n—1,.,.,1. En égalant ces intégrales a des
constantes arbitraires, on réduit le systéme (34) & n—1 équations. On

achéve donc le procédé d'intégration pas les opérations d'ordres n—1,
n—2,...,1
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Done, nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Si la courbure V' est nulle, l'intégration du systéme (1) se fait par
les opérations successives d'ordres n—1, n—2,...,1, 5, n—1,...,10
ou par les opérations d'ordres n, n—1....,1, n—1, n—2,...,1,0 sui-
vant que le vecteur {T"} est différent de zéro ou nul.

Rappelons que dans le cas général l'intégrale du systéme (1) peut.

étre obtenue au moyen des opérations d'ordres 22 —1, 2122, ...,1.0,

b) Maintenant nous allons examiner un autre cas spécial, en sup-

posant que l'on ait .

By=0, Vi=o. (35)

D'aprés la définition (13) du tenseur B, il en résulte que les fonc-

tions 2I* sont des polynomes du second degré en y* on peut donc poser

2= Al y yr + 2B v+ C.

les coefficients Aly= A%,, B} et C" ne dépendant que des variables x*,
On aura parsuite (v. équ. (9)) :

(36)

M= Al y* 4 Bl Ta= A 87

Remarquons encore que, d'aprés les relations précédentes, la formule
{11) devient ici

Th=—(B; y» + C1). (38)

Passons maintenant & la deuxiéme des hypothéses, (35). D'aprés
une remiarque antérieure (p. 32) elle entraine l'égalité suivante

Kt =0. (39)

En y portant les expressions (36) et (37), on obtient une relation qui
doit stre veérifice identiquement quelles que soient les valeurs des va-
riables x* et y*. En écrivant que cette relation est indépendante des
variables y* on trouve

0 A3, A . v
d()/;}c)"l a %}ckl‘ + Al A — AL An =0,
(40)
0B 0B .
00 Coh A Bl ALBL=0.

Eu raisonnant de la méme fagon sur 1'équation V:} =0, on obtient les
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conditions suivantes

0 B} och

ox*

Ceci étant, envisageons maintenant le systéme plaffien formé d's-
quations

ot =dy+ I} dxr =0, (42)

En vertu des équations de structure (37) et de la relation (39) le sy-
stéme ci-dessus est complétement intégrable; pour déterminer son inté-
grale générale nous le transformerons, en se servant des formules (37).
Il devient ainsi

dy + (AL y + B dsr=0 (43)

et il est évident que son intégrale générale peut étre présentée sous la
forme suivante .

M}y Nk =¢h, (44)
ott 'on a désigné par les symboles Mt et N* des fonctions ne dépen-
dant que des variables x* et par les symboles ¢* des constantes arbi-
traires. Pour déterminer les coefficients M* et N* on exprime que les
relations

dMry - Ny=o0

sont des conséquences des équations (43), En développant les calculs
et en écrivant que les conditions ainsi trouvées doivent étre indépen-
dantes des variables y* on arrive aux égalités suivantes

oM
Jx

IN*

=AfuM§v a}CT:M;Bf

{45)

On vérifie aisément que les conditions d'intégrabilité des équations (45)
sont identiquement satisfaites en vertu des relations (40). Les équa-
tions (45) conduisant aux conséquences suivantes

9M; _ 9 M
ox* dx'
on voit bien que l'on peut trouver 7 fonctions P (! ... x") telles
qu'il soit
T
M, = T (46)
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En rapprochant les formules (46) des relations (44}, celles-ci peuvent
s'écrire de la fagon suivante

%
3 :IC’ gk N o, (47)
Ceci étant, posons
o
Tgr = D (xh, L. x1), Y ——:‘g—i—;yf’ (48)

et effectuons sur le systéme (2) la transformation définie par les formu-
les précédentes; il devient
da'x torn d'y PR (P gn P e )
e yt=10, —— 2 T ('x, ] =0
a7y ok A

et les équations (36), (43) et (44) prendront respectivement la forme

2 ll"l‘ j— ,A?/.Ll "yz 'J}'L + 2 ’B’: ’-y). _l_ ’Cl' [49]
d'y* -+ (AL 'y +'B)) d'x =0 (50)
ot 5 TN = P, (51)

les symboles ‘Al , "B}, 'C* et 'N* désignant des fonctions des variables
'x*, Les expressions "y'==c"—'N* devant satisfaire aux équations (50),
quelles que soient les valeurs des constantes ¢, il s'en suit

'A% =0, (52)

Reprenons maintenant les identités (41); celles-ci étant équivalentes
aux équations invariantes V*= 0, elles se changeront en des relations
de méme forme, quand on prend pour nouvelles variables 'x* et ‘y* au
lieu de x*, y*. Si encore on tient compte des équations (52), on aura

g’ ' rpe 1Rk
= 0, g‘,’;x':; = B“ B(,.
On en déduit
/Bli — ﬁI/L , 'C"’ — {31; [3{; X° %_ -{u
et, par conséquent (v. équ. (49) et (52)).
2 =2 ye - (8 B X 1), (53)

@}f et 7 étant des constantes arbitraires.
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En définitive le systéme (1) prendra la forme

d?'x WA x s
?F+ﬁ&g;+%pﬁ+ﬂ=- (54)

‘On peut donc énoncer la proposition suivante:

Si les courbures Byi,' ‘et V' sont nulles, le systéme peut étre changé
.au moyen d'une transformation ponctuelle en le systéme (54), ot les coeffi-

cients B et v* ont des valeurs consiantes.

¢) Disons encore quelques mots sur le cas plus spécial caracté-
risé par les hypothéses

By’ =0, V}=0, T'=0.

D'aprés la proposition précédente il résulte de deux premiéres hypothe-
ses que le systéme (1) peut étre transformé en le systéme (54). En te-
nant compte des formules (38) et (53), la troisiéme hypothése devient

B Tyr - 8L B e Ayt = 0,

Pour que cette condition soit identiquement satisfaite, il faut et il suffit
-que l'on ait

o =0, 1 =0
le systéme (54) prendra donc la forme suivante
a2 5
=0 (55)
Nous sommes ainsi arrivés au théoréme suivant:

; P.our que le systeme (1) puisse éire transformsé, au moyen d’'une trans-
,‘c;r;natlon poncluelle, en le systeme (55), il faut et il suffit que I'on ait T" =0
v =0, Bl '
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Streszczenie.

Praca niniejsza sklada sie z dwéch czeéci: pierwsza z nich po-
§wiecona jest geometryzacji ukladu réwnas rézniczkowych

a* x;
et 71 (7F TR

dx, dxy
— 1=1,2, ....,7 :
dr? it ) ( L

T dt

ze wzgledu na grupe przeksztalcen postaci

. X, 7: ti

trescia drugiei czesci jest analogiczne zagadnienie 'w przypadku, gdy
funkcje ©; nie zaleza od zmiennej £, a grupa podstawowa jest ogélna
grupa przeksztalcen punktowych, W obu przypadkach geometryzacja
zostala dokonana za pomoca koneksji, bedacej uogélnieniem zwyklej
koneksji afinalnej bez skrecenia, a jako element tworzacy w tych ko-
neksjach przyjeto element linjowy. Nadmienié nalezy, ze praca ta, ze
wzgledu na swéj przedmiot a czesciowo i metode, pozostaje w bliskim
zwiazku z dwiema rozprawami prof. K, Zorawskiego, poswieconemi
piezmiennikom rézniczkowym ukladéw réwnan postaci (a).
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