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Powierzchnia krzywolinjowa 5-go rzedu
z podwojna krzywa skosna rzedu 3-go
(Flache 5. Ordnung mit einer doppelten kubischen Raumkurve)

przez

A. Plamitzera.

W pierwszej rozprawie !) o ogélnej powierzchni krzywolinjowej
5-go rzedu WP z podwéjna krzywa skoéna 3-go rzedu, nie posiadajacej
zadnych dalszych punktéw wielokrotnych, — podatem nastepujace kon-
strukecje rzutowe: Skoro ustanowimy przeksztalcenia kwadratowe (kre-
monjanskie 2-go stopnia) pomigdzy plaszczyznami wiazki (W) oraz pla-
szczyznami kazdej z dwéch kolineacyjnych wiazek (W)) i (W), to po-
wierzchnia U% moze byé utworem tych trzech wiazek, albo tez utworem
odpowiednioéci [1,1]-znacznei, zachodzacej pomiedzy: a) plaszczyzna-
mi wiazki (W) oraz prostemi kongruencji K, 1-go rzedu i 3-ej klasy,
powstalej z przecigcia sie homologicznych plaszczyzn kolineacyjnych
wiazek (W) i (W,); lub b) plaszczyznami wiazki (W,) oraz pro-
stemi kongruenciji 2-go rzedu i 4-ej klasy, powstalej z przeciecia si¢ ho-
mologicznych plaszezyzn wiazek (W) i (W)

W niniejszej rozprawie, korzystajac ze znanego odwzorowania
(ust, 1) plaszczyzn stycznych do powierzchni 2-go stopmia ©* na pla-
szezyzny wiazki (W), ustalam — za poérednictwem kolineacyjnych wia-
zek (W), (W,) i (W:) — odwzorowania pomiedzy plaszczyznami wigzek
(9 i (Wr), dla v==1,2, Homologiczne plaszczyzny tych wiazek (2%
i (W) przecinaja si¢ w prostych, ktére tworza (ust, 2} kongruencj¢ bez

) A Plamitzer, Powierzchnia krzywolinjowa 5-go rzedu z podwéjng krzy-
wa skosng rzedu 3-go, Prace Matematyczno-Fizyczne, T, 38, Warszawa 1931 .
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linij osobliwych Ky rzedu 2-go i klasy 5-ej. Nastepnie wykazuje, iz ba_
dana powierzchnia W' moze byé utworem trzech wiazek (2), (W)
i (W), albo tez utworem odpowiedniogci [1,1]-znacznej zachodzacej
pomiedzy: a) prostemi kongruencji np. Ky; rzedu 2-go i klasy 5-ej oraz
plaszezyznami wiazki (W.), wzgl. b} prostemi kongruencji K, rzedu
1-go i klasy 3-ej oraz plaszezyznami wiazki (€2, Wyznaczam 11 pro-
stych i 55 stozkowych powierzchni W%, oraz badam takie zaleznosci
pomiedzy temi stozkowemi, ktére pozwalaja mi uzyskaé 165 punktéw
pojedyriczych osobliwych powierzchni W% Przez kazdy z owych 165-u
punktéw przechodza trzy plaszczyzny o tej wlasnosci, iz kazda z nich
przecina W* w stozkowej i ogélnej krzywej rzedu 3-go. Postuguiac sie
twierdzeniem podstawowem (ust. 9), dochodze wreszcie do wyznaczenia
powierzchni W* za posrednictwem trzech wiazek (W), (W) i (W)
w spos6b, oméwiony w mojej pierwszej rozprawie, Poniewaz tam do-
kladnie byly przeprowadzone badania krzywych .skosnych wyzszych
rzgedéw, przynaleznych do powierzchni W%, przeto obecnie pominalem
catkowicie analogiczne rozwazania. ‘

1. Symbolem &% («, B 1,..., %,...) lub (%?) oznacza¢ bedziemy
wiqzke 2-go stopnia, kiérej podstaws jest powierzchnia 2-go stopnia —
nieznieksztalcona i nie bedaca pow. rozwijalng — 9% a elementami s
plaszezyzny styczne o B, v,... ... do tej kwadryki, Dowolna pla-
szezyzna b wigzki (%), uwazana za element staly, niechaj przecina
poszczegblne plaszezyzny tej wiazki odpow. w prostych a==Xa, b=1§,...
Skoro W jest dowolnym punktem, nie lezacym na plaszczyznie ), to
rzucajac owe proste 2, b,... z punktu W', ctrzymamy plaszezyzny
w'=Wa, f'= Wb, ..., nalezace do wiazki srodkowej (W) o wierz-
cholku (§rodku) W, Za posrednictwem plaszczyzny * ustanowili§my
tedy odpowiedniosé [1,1]-znaczna pomiedzy plaszezyznami « i o,
Bif.... wiazek (29 i (W), przyczem pary homologicznych plaszczyzn
przecinaja sie¢ w prostych a==a o/, b==8§,..., przynaleinych do statej
plaszezyzny A Skonstruowane w ten sposéb odwzorcwanie [1.1]-znacz-
ne wiazki 2-go stopnia (2%) na wiazke $rodkowa (W) oznaczaé bedzie-
my symbolem

Q3 By b ) W WL FL L) ()

albo tez w skréceniu

(Q2) 9" (W, (1a)
‘Niechaj stala plaszezyzna ), ktéra jest styczng w punkcie L do kwa-
110

Powizrzchnia krzywolinjowa 5-go {zedu e .ff

dryki 9%, przecina tg powierzchnig w dwéch tworzacych (rzef:?:ywistych
lub urojonych sprzezonych) m i n. Z latwoscia zauyvaiymy,. iz: a) 2pla'
szezyznie pf = W' m wiazki (W) podporzadkowany 1.est w wiazce (2 ‘) -
w my$l relacji (1} — pek plaszezyzn m (8, ¢,...) o osi m; b) plaszezyznie
v = W'n wiazki (W) podporzadkowany jest w wiazce (%) pek ;?la-
szczyzn (1) o osi #; c) plasczyinie ) wiazki (22) podporzadkowany jest
w wigzce (W) pek plaszezyzn (/) o osi //'=p’Vv. Owe trzy p?aszczy~
zny X ¢/ i v nazywamy !) plaszezyznami gléwnemi odwzorowania, wy-
mienionego pod (1).

Dowolna tworzaca ¢ kwadryki 92 niechaj przebija plaszczyzne gléwna A w punk-
cie T = th, ktéry lezy na tworzacej np. m, Skoro pek ¢ (8 =..., tm....) plaszczyzn

. stycznych do 8 przetniemy plaszczyzna  a otrzymany pek prostych 7' (d, e,..., m....)

rzucimy z wierzchotka WY, to z laicucha utworéw perspektywicznych () A (T) A ()
wynika perspektywicznodé:

U

F@oa tmo) Al B ) (2)

pomiedzy pekami plaszczyzn o osiach ¢ i ', przyczem prosta lf = P’/’ T lezy na pia-
szezyZnie gtownej p’ = W' m zwiazki (W’), Plaszczyznom wiazki (89, przechodza,cyn:r}
przez dowolna tworzaca ¢ kwadryki @* podporzadkowane sy zatem - w mysél r'elacu
(1) — w wiazce (W’) ptaszezyzny, przynaleine do prostej t, 1 nawza|em,‘ pekowi Pla:
szezyzn (M), nalezacemu do wiazki (W'), ktérego o t’ lezy na plssz‘czyz’me glé‘)wne| B
{wzgl. V') tej wiazki, podporzadkowany jest w wigzce (829 pers?ektywxc’an do n':egc pek
plaszezyzn (£), a osia tego peku jest tworzaca t kwadryki @2, przecinajaca su': (:r;utwo-
rzaca m (wzgl. 1) w punkcie 7'=t'h Wnosimy stad, iz tworzaca ¢ kwadryki @* od-
wzorowala si¢ na prosta ¢ wiazki (W),

7 dowolnego punktu D, nie lezacego na plaszczyinie gléwnej A, opiszmy na kava-
dryce U* stozek A* i przetnijmy go plaszezyzna L w stozkowej D% Rzucajac te stozko-
wa D¥ z punktu W', otrzymamy stozek A"% Z relacji (1) wynika, iz poszczﬂegélnym pla-
szezyznom £, M, .i ., B Doy e == Dony ., wigzki (2), styeznym do stozka AY, podporz_qd—
kowane sa w wigzce (W) odpow. plaszezyzny & ' ... 1) Yoo, styezne do stoz'ka
A”, Z tafcucha otrzymanych utwecréw perspektywicznych (A%) A (D% A (A3 wynika
perspeklywicznoéé:

A (e Doy D) AN e v ) (3)

pomiedzy pekami plaszezyzn styeznych do stozkéw A* i A2,

Skoro zatozymy, iz wicerzcholek [0 stozka A2 lezy na pla.szczyznie glownej 1, ale
nie praynalezy do ¥% to clement & praetnie pek A% (€ M., .y hovd W peku‘ pr(‘:stygh
D (x, y ) Poszezegdlnym plaszezyznom g 1.0 peku (A%, naleif‘cym do wiazki (%),
podporzadkowane sy w wigzee (W) plaszezyzny & = W x, o o W y ceia kl()'re tworzg
pek plaszcayzn d/ (&' v, .. ) o osid' o W’ 1), Poniewaz plaszczyZnie giéx'nc]’ X p’odpm
rzadkowany jest pek plaszezyzn (/) przelo w rozwazanym przy‘padkuf pek L} (? ,"q e
w’, V.., rozpadt sie na dwa peki plaszezyzn W) i (') o osiach d"== W D i/ ==pv

) p. R, Sturm, Die Lehre von den geametrischen Verwandtschaften (G. V.

Leipzig u, Berlin 1909, Bd, IV. Nr. 906, »
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Zamiast relacji (3), otrzymamy wéwczas perspekliywicznoéé:
A e M)A E 1) (4)
w ktérej elementami homologicznemi sa plaszczyzna gtéwna X i plaszezyzua v/ = d’ /',
Pomiedzy wiazka (W’) oraz wiazkami (W) i (W},), ktérych wierz-

chotkami sa dowolne i rézne od siebie punkty W’, W, i W,, ustanéw-
my ogélne kolineacje za posrednictwem laficucha ogniw

(W) = (W) = (Wo), (5)

Podporzadkowane sobie plaszczyzny w tych wiqzkach oznaczaé¢ bedzie-

my przez &', %, %y B By Bui..., 2 homologiczne proste przez ¢, ¢, ¢y
d" dlv d'};"'

Z zaleinoéci geometrycznych (1) i (5) wynikajg bezposérednio od-

wzorowania [1,1]-znaczne pomiedzy plaszczyznami wiazki (@%) i pla-
szezyznami kazdej z zwigzek (W) i (W.), ktére oznaczaé bedziemy
symbolami:

Q2 (o, B, Yeiens )\n---] & Wl ('/'1.“(31‘. 'h.---).

Q (o B Toeeon Mot} D W (o, Bus ) (6}
lub tez w formie skréconej:

@3 0 (W), (@) ¥ (W), (62)

Plaszczyznami  gléwnemi tych odwzorowan sa elementy A, |, v,, oraz
N, [, Vo, przyczem plaszczyzny |/, 1y, W4, oraz Vv, v, vV, sa elementami
homologicznemi kolineacyjnych wiazek pod (5), W szczegélnoséci: a) pla-
szczyinie giéwnej p. (wzgl. w) wiazki (W:), dla 1 =1,2, podporzadko-
wany jest wigzce (Q%) pek plaszezyzn m (3, ¢,...) o osi m (wzgl. pek
plaszczyzn (7) o osi n); b) plaszezyZnie gléwnej A wiazki (2%) podpo-
rzadkowany jest w wigzce (W.) pek plaszczyzn (L) o osi L==p.vi, przy-

czem proste I, /; i l, sa elementami homologicznemi wiazek kolineacyj- -

nych pod (5).
Uwzgledniajac zaleznosci (5) i (6), otrzymamy obecnie dla t==1,2, —
zamiast relacyj (2), (3) i (4) — nastepujace rzutowosci:

't (3, S,...,tﬂl,,.,]-f\tc (aL,EL,...,!M,u-] (22\)
B2 ..., Dm, Da, o) A A% (g, ey ey ny..) (3a)
A2 [E. 'ﬂ.»..,)\,...)ML {E‘L,'ﬂL,,..,’E!_":[iV.ln,,..]. [4{1}

2. Niechaj pomiedzy wigzka 2-go stopnia (2% i wiazka $rodko-
wa (W2), dla v=12, zachodzi zaleznoé§é geometryczna, wymieniona
pod (6). Dowiedzilemy ') prawdziwosci nastepujgcego twierdzenia:

) p. R Sturm, L c. GV, Bd IV. Nr, 844,
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Ogél prostych ap=oa =2, byp=Fp:,..., przeciecia si¢ homologicznych
plaszezyzn o i ou, B i, ... danych wigzek () & (W.) utworzy kongruen-
cje Ky rzedu 2-go i klasy 5-ej.

Celem wyznaczenia rzedu tej kongruencji, uwazajmy dowolny punkt
D za wierzchotek stozka A® opisanego na kwadryce 22 Pekowi pla-
szezyzn A? (g, 7,...) nalezgcemu do wiazki (2%, podporzadkowany jest—
w myél relacji (3a) — w wigzce (W) rzutowy do niego pek plaszczyzn
A% (&, 7e,...) stycznych do stozka A% o wierzchotku W.. Poniewaz
przez wierzcholek D przechodza dwie plaszczyzny styczne e i ¢ do
stozka A%, wiec przez dowclnie przyjety punkt D przechodza dwie pro-
ste ep==¢e i fpu=0 9 kongruencji K, ktdéra jest zatem 2-go rzedu. —
Rzad tej kongruencji mozemy tez wyznaczy¢ przy pomocy peku pla-
szezyzn (&) o osi dv=D W. i podporzadkowanego mu w mys$l relacji
(4a) peku plaszczyzn (A%). Przez punkt D przechodza dwie plaszczyzny
¢ i @ styczne do stozka A% a zarazem dwie proste ep=c¢¢e i fou=12% kon-
gruencji Ky, c. b, d. w.

Celem wyznaczenia klasy kongruencji Ky, przetnijmy wiazki (2°)
¥ (W.) dowolng plaszezyzna ®, ktéra nie jest elementem tych wigzek.
Przez dowolna prosta @ ukladu plaskiego (©) przechodzi jedna pla-
szezyzna oo= W.a. wiazki (W.); homologiczna plaszczyzna o wiazki (2%
wyznacza prosta a@==c o, ktéra podporzadkujemy prostej a:. Poniewaz
przez prosta @ przechodza dwie plaszezyzny « i B wiazki (2%, przeto
prostej @ podporzadkowane s3 dwie proste &i=w. 0 i bi=[.0, Skoro
utwory rzutowe, spelniajace relacje (4a), przetniemy plaszczyzna o, to
pekowi prostych D (x. y.,...) podporzadkowany jest pek prostych
D? (x, y,...) stycznych do stozkowej D* Skonstruowana w ten sposéb
odpowiednio§¢ pomiedzy prostemi & i & plaszczyzny o jest 1) odpo-
wiednioécia [1, 2]-znaczna stopnia 2-go, ktéra posiada 1-}2-4-2=5
prostych zjednoczonych. Poniewaz przez kazda prosta zjednoczona np.
@ = a: przechodza dwie homologiczne plaszczyzny 2 i o wigzek (22) 9 (W1),
przeto owa prosta @ =a:==c.0.=a, jest elementem kongruencji Ky Na
dowolnej plaszczyznie © lezy 5 prostych kongruencji Ky, jest wiec ona
kongruencjg klasy 5-ej, ¢. b. d. w.

Dla kongruencji K, podaje Caporali (Napoli Acc. Rend, 1879, Mem. di Geom.
Napoli 1888) *) nastepujgcs konstukcije:

Pomiedzy sfozkami A, ktére (relacja (3a)) naleza do wiazki (W) i sa
styczne do plaszezyzn gléwnych pe, w tej wiazki, a punktami D przestrzeni

?) R, Sturm, Die Gebilde ersten u. zweiten Grades der Liniengeometrie in syn-
thetischer Behandlung (L. G,) Leipzig 1892 — 1896, Bd. I, Nr, 453, Nr. 456,

8 Prace Malemalyczno-Fizyczne. T. 42. 113
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(2) niechaj zachodzi rzutowos¢, w ktérej kazdemu pekowi (wzgl, wiazce)
stozkéw A2 podporzadkowane punkty D w przestrzeni (¥) tworzg szereg
punktéw (wzgl. uklad plaski). Skoro «, jest dowolna plaszczyzna wiazki
(WY, to stozkom At stycznym do o, podporzadkowane punkty D nalezg do
uktadu plaskiego («). Wykazaé mozna ), ze dla poszczegélnych plaszczyzn
... wigzki (W) otrzymane w ten sposéb plaszczyzny «.... przestrzeni (¥)
utworza wiazke 2-do stopnia (R%), Wéwcezas proste ap = a %y, ...
kongruencji Kp, rzedu 2-go i klasy 5-ej.

Zauwazyé nalezy, iz Caporali przeprowadzil wlasciwie konstrukcje — (ktéra

w myél zasady dwoistoéci odpowiada podanej powyzej konstrukcji) — dla kongruencji -

klasy 2-ej i rzedu 5-go, przyczem poslugiwal sie ') krzywemi plaskiemi rzedu n-go.
Inng konstrukcje kongruencji klasy 2-ej i rzedu 5-go podaje ®) Reye:

Dla dowolnie przyjetego punktu P wyznaczamy plaszczyzny bieguno-
we 71, 0,,... ze wzgledu na poszczegélne kwadryki I, A% .,, danego ukla-
du linjowego 3-go gatunku (£). Skoro poszczegéloym kwadrykom 1%, A?,,,,
uktadu (%) podporzadkujemy odpow. plaszczyzny 7y, 8,...,, przestrzeni (%),
to otrzymamy rzutowo$é, wiérej kazdemu pekowi kwadryk (wzgl, jego pod-
stawowej krzywej skoénej 4-go rzedu) ukladu (I) odpowiada w przestrzeni
(Z,) pek ptaszczyzn (wzgl. of tego peku), oraz kazdej wiazce kwadryk (wzgl.
jego 8-u punktom podstawowym) ukladu (£) odpowiada w przestrzeni (Y,)
wiazka plaszczyzn (wzgl, wierzcholek tej wiazki). — Oznaczmy przez g,
takq kaida prosts przestrzeni (I,), dla ktérej podporzadkowana w uktadzie
(%) krzywa skoéna 4-go rzedu rozpada sie na krzywa skoéng rzedu 3-go
i na prosta g, Element g nazywamy wéwezas prosta gléwna uklade
(%), Skoro weimiemy pod uwage taki szczegélny uklad (¥). ze wszystkie

jego kwadryki przechodza przez trzy stale punkty A, B i C (nie przynalez- .

ne do jednej prostej), to woéwczas: wszystkie proste wigzki np. (4) sa pro-
stemi gléwnemi g, a odpowiadajace im proste g, przestrzeni (¥;) utworza
kongruencje 2-ej klasy i 5-go rzedu,

Kongruencja Ky rzedu 2 i klasy 5 posiada ?) jeden punkt osobliwy
4-go stopnia, trzy punkty osobliwe 3-go stopuia, sze§é punktow osobli-
wych 2-go stopnia, trzy punkty osobliwe 1-go stopnia i trzy proste po-
dwdjne. Owe elementy osobliwe wyznaczyé mozemy w sposéb naste-
pujacy:

Skoro z wierzchotka W. wiazki ( W.) opiszemy stoiek A? na kwa-
dryce @, to utworem pekéw rzutowych (4?) 7 (A%), spelniajacych rela-
cjg (3a), jest stozek A! rzedu 4-go, z trzema prostemi podwéjnemi 4.
Tworzace Xp==¢f, ypu="1"7,.., stozka A* s prostemi kongruencji K.
tworzace podwéjne ¢==rmm==pp. tego stozka sa prostemi podwéjnemi

) R, Sturm, L. ¢, L. G. Bd, IL. Nr. 453,

¥ Th. Reye, Ueber Strahlensysteme zweiter Klasse u, die Kummersche Fliiche
vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten. (Crelles Journal fiir Mathematik Bd, 86.
1879, — Die Geometrie der Lage, Bd. 3 (1910), Vortrag 19 u 20.

) R Sturm, L, G, Bd. II. Nr, 444,
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kongruencji Ky, a jego Wierzcholek W: jest punktem osobliwym 4-go
stopnia. Skoro prosta ¢=d: uwazaé bedziemy za 0§ peku (d:), a z pun-
ktu Q=g opiszemy na kwadryce 9® stozek A?, to utworem pekéw
rzutowych (8%) A (4.). spelniajacych relacje {4a), jest stozek A® rzedu
3-go, z jedna prosta podwdjna g. Wnosimy stad, iz wierzcholek Q stoz-
ka A%, t.j. punkt Q=g przebicia sie prostej podwéinej g z plaszczy-
zna gléwna ), jest punktem osobliwym 3-go stopnia kongruéncji K.

Wiadomo nam ) z relacji (2a), iz dowolnej tworzacej ¢ kwadryki
@2, ktéra niechaj przecina tworzaca m, podporzadkowana jest w wiazce
( W.) prosta £ leigca na plaszezyznie gléwnej p..
sposdb proste homologiczne £ i t.,.
Q2 (¢4,..}) A W (t,..). Jezeli plaszczyzna | przetnie kwadryke «°
w stozkowej 5% a tworzace f,... w punktach 7,..., to otrzymany
szereg punktéw S® (7, ...) jest rzutowy do peku prostych Wi (f,...),
przyczem istniejg w tej rzutowosci takie trzy punkty U, z ktérych kas-
dy lezy na podporzadkowanej mu prostej u.. Otrzymalismy zatem ta-
kie trzy pary homologicznych prostych # i u., z ktérych kazda para
przecina si¢ w punkcie Uy=uu., Utworem pekéw plaszczyzn (2) A (u1),
spelniajacych relacje (2a), jest stozek 2-go stopnia o wierzcholtku U,
ktérego tworzacemi sa proste dp=2=586.,.,. kongruencji Ky, Wnosimy
stad, iz na plaszczyinie gléwnej p. lezace trzy punkty U, sa punktami
osobliwemi 2-go stopnia kongruencji Ky. — W analogiczny sposéb,
uwzgledniajac tworzace kwadryki @2, ktére przecinaja tworzaca n, wy-
kaza¢ mozemy, iz na plaszczyznie gléwnej v leza trzy punkty osobliwe
2-go stopnia V), kongruencji K.

Z uwagi na to, iz plaszczyznie gldwnej A podporzadkowany jest
pek plaszczyzn (L) o osi L=p.v, przeto punkt L:=Xl jest punktem
osobliwym 1-go stopnia kongruencji Ky Z tych samych wzgledéw pun-
kty Mi=mp. i No=nv. sq réwniez punktami osobliwemi 1-go stopnia
badanej kongruencji Ky

Otrzymane w ten
naleza do utworéw rzutowych

3. Pomiedzy plaszczyznami wiazek (2%), (W) i (W:) niechaj
zachodza zaleznoéci geometryczne

(W) » (W), (9% O (W), (47
wymienione w ust, 1-ym pod (5) i (6a).

Ogél prostych @y ==a, 2, b,=0 s ..., przeciecia sie homolo-
gicznych plaszczyzn «, i 9y, B, i By, .., kolineacyjnych wiazek (W,)i(W,)
tworzy kongruencje Kj, rzedu pierwszego i klasy 3-ej. Proste tej kon-
gruencii sa dwusiecznemi krzywej skosnej 3-go rzedu S%,, ktéra jest

(7

Y R, Sturm, L. G, Bd. II, Nr, 456,
115


GUEST


8 A. Plamitzer

miejscem geometrycznem punktéw przeciecia sig homologicznych pro-
stych owych wiazek (W) % (W,). Kazdy punkt krzywej S%. ktora
przechodzi przez wierzcholki W, i W, jest punktem .osobliwym 2-go
stopnia dla kongruenciji K.

Ogot prostych 4y =a2,, by, =pBy ..., przeciecia sie¢ homologicz-

nych plaszezyzn o i e, B i By, ... danych wigzek (%) 9 (W)), vtworzy
(ust, 2) kongruencje Ky rzedu 2-go i klasy 5-ej.
Ogét prostych =1y, boy=0B,, ..., przecigcia sig homologicz-

aych plaszezyzn 2 i oz, f i By, ... wiazel (2% & (W), utworzy kongru-
encje Ko rzedu 2-go i klasy 5-ef.

Skoro wezmiemy pod uwage tréjke homologicznych plaszezyzn o,
o, i % wiazek, spelniajacych relacje (7). to wéwczas przez punkt A=
== a4, 0, przechodza: prosta @, = a, oy kongruencji Kiy, prosta @, ==0s,
kongruencji Ko i prosta @, =04, kongruencji Ky . Wiadomo, iz przez
dowolny punkt D krzywej skosnej S%, przechodza dwie homologiczne
proste d; i dp kolineacyjnych wiazek (W)= (W,). Rzutowym pekom
plaszezyzn dy (&, M, vv s &l ) Ay (ea e, oo o doly, .. .), ktbrych
elementami sa homologiczne plaszczyzny wiazek (W,) = (Ws), podporzad-
kowany jest w wiazce (@%-- w mysl relacji (4a) — pek plaszezyzn
A2(g, #, ..., h,...) stycznych do stoika 2-go stopnia A%, Poniewaz przez
punkt D=d, d, przechodza dwie plaszczyzny ¢ i ¢ styczne do stozka A®
przeto przez D przechodza dwie tréjki plaszczyzn ¢, e, &, oraz 9, 9y, ¢,
A zatem:

Przez kazdy punkt krzywej skosnej 3-go rzeduS®, — ktéra jest miej-
scem geometrycznem punktéw przecigcia sie homologicznych prostych
wiazek kolineacyjnych (W) % (W,) — przechodzq dwie irojki homologicz-
nych plaszczyzn badanych wiqzek (2%), (W) i (W),

Zajmiemy sig teraz wyznaczeniem liezby takich prostych, ktore
réwnoczes$nie nalezg do trzech kongruencyj Ko, Koy 1 Koo W iym
celu ustanéwmy — korzystajac z relacji (7) — pomocnicza odpowiedniosé
pomiedzy plaszezyznami wiazki np. (W;). Na dowolnej plaszczyénie 2,
tej wiazki lezy prosta @y,==o;a,, przez kiéra przechodza dwie pla-
e i ¢ styczne do kwadryki 2%, Homologiczne plaszczyzny & 1 ¢, wiaz-
ki (W,) podporzadkujmy elementowi ¢, , Natomiast plaszczyZnie & od-
powiadajaca plaszczyzna ¢ wiazki (2?) niechaj przetnie krzywa skoéng
8%, w trzech dwusiecznych ay,. b4, 1 ¢y, t. zn, prostych @y ==, 1,,
bia=BBs 1 Ca=="y"s- Rzucajqé owe dwusieczne z wierzchotka W,
otrzymamy trzy plaszczyzny o, B, i 7y, ktére podporzadkujmy plaszezy-
znie 5,. W skonstruowanej w ten sposéb odpowiednioéci [3,2]-znacz-
nej pomiedzy plaszczyznami ¢y i 5, wiazki (W)), kazdy element zjedno-
czony ¢, =¢; przechodzi przez prosta e,,==¢ &, ktéra przynalezy tez
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do plaszczyzny e, Owa prosta spelnia zatem warunki ¢,,=7¢¢,=¢;, =
=ce =g ==¢¢, i jest wspblna prosta dla trzech kongruencyj K., K
i Ky2. Pekowi plaszczyzn dy (o4, ...), kitérego osia jest dowolna prosta
d, wiazki (W), podporzadkowany jest w wiazce (W,) rzutowy do niego
pek plaszczyz d, (%,...). Przez proste a;,=1, a,,,.., ktére sa zatem
tworzacemi kwadryki skosnej A%, poprowadzone plaszezyzny =i ¢,...,
styczne do kwadryki ©* utworza (jako pl. styczne do A2 powierzchnie
rozwijalng 4-ej klasy ®!. Wykazemy, iz homologiczne plaszczyzny ¢,
i 9,... wiazki (W]) utworza stozek 4-ej klasy ®,% Przez dowolny punkt
Q. lezacy na plaszczyZnie gléwnej h wiazki (Q?), przechodza cztery pla-
szezyzny &, 7.5, i © styczne do PL Z rozwazar ust. 1. wiadomo nam,
iz w wigzce (W’) podporzadkowane sa im plaszezyzny &= W'x, v/ =
=Wy, ¢'!=W2zi<=WIL przechodzace przez prosta ¢= W' Q i od-
pow. przez proste x=DXAg, y=0XLv, z==%¢ i =xt. Z relacji (5) wynika
jednak, iz w wiazce (W)) przez homologiczna prosta ¢, przechodza
cztery plaszezyzny &, 7y, & i 7. styczne do stozka ®,*, Wnosimy stad,
ze ten stozek jest 4-ej klasy, ¢ b. d. 0.— Skonstruowana odpowied-
nio$¢ [3,2] —znaczna w wiazce (W) pomiedzy plaszczyznami o, i & jest
zatem stopnia 4-go. Poniewaz odpowiednio$é ta posiadal) 342 -}+4=9
elementéw zjednoczonych, przeto dowiedlismy prawdziwosci twierdzenia:

Badane kongruencje K5, K, i Ky, posiadajq dziewieé wspélnych
prostych s, =a0prar, (L=1,2,..., 9).

Powyzszy zwigzek wypisaé tez mozemy w nastepujacej formie :

Skoro pomiedzy plaszczyznami wiazki 2-go stopnia (2%) oraz pla-
szczyznami kaidej z dwéch kolineacyjnych wiaqzek (W) i (W,) ustanowimy
wymienione od (7) odwzorowanie [1,1)-znaczne, to isinieje dziewie¢
takich tréjek homologicznych plaszezyzn o+, o i o (1==1,2,...,9) tych
wiqzek, e kaida tréjka przecina sie w jednej prostej St =0tGta,t,

4. Dowiedziemy teraz prawdziwosci nastepujacego twierdzenia:

Skoro dane sq wiqzki (R%), (W) i (W,), ktére spelniaja relacje (7).
to wéwezas na dowolnej prostej p, lezy pieé takich punkiéw, zZe przez
kazdy z nich przechodzq trzy homologiczne plaszczyzny fych wiqzek.

Na prostej p, obierzmy dowolny punkt A i uwazajmy go za wierz-
chotek stozka A? opisanego na kwadryce @* Pekowi plaszczyzn (47
podporzadkowane sa— wmysél relacji (3a) ust. 1-go — w wigzkach (W)=
(W2 dwa rzutowe peki (4,%) A (4,%) plaszezyzn stycznych do stozkéw
2-go stopnia A? i A% Owe peki utworza powierzchnie skosna 4-go
stopnia A%, a cztery punkty A’ przebicia si¢ prostej p, z ta powierzch-
nia podporzadkujmy punktowi A. — Przez kazdy otrzymany punkt 4’

) R, Sturm, G, V, Bd, IV, Nr. 839,
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przechodzi tworzgca €,o=1%,7, powierzchni AY, przyczem ¢, jest (ust. 3),
prosta kongruencji K, rzedu 1-go i klasy 3-ej. Poniewaz przez punkt
A’ przechodzi tylko jedna prosta ¢, =177, tej kongruencji, przeto ele-
mentom 7, i 72 wiazek (W;) # (W,) podporzadkowana jest tylko jedna
plaszczyzna 7 w wiazce (2%), a temsamem punktowi A" podporzadkowa-
ny jest na prostej p, tylko jeden punkt A=71p, - Ze skonstruowanej
w ten sposéb odpowiedniosci [1,4]-znacznej pomiedzy punktami A
i A’ prostej p, wynika, iz przez kazdy z pieciu punktéw zjednoczonych
A= A’ tej odpowiedniosci przechodzi tréjka homologicznych plaszczyzn
1, 1. i 7, badanych wiazek (2%), (W) i (W), c. b. d. o.

Prawdziwo§é wypisanego powyzej twierdzenia mozemy tez dowiesé,
ustanawiajac odpowiednio$é [2.3] — znaczna pomiedzy punktami pro-
stej po. Przez dowolny punkt A prostej p, poprowadimy pek pla-
szezyzn (d,), ktérego osia jest prosta d, =A W wiazki (W,). Z relacyj
(4a) 1 (5) ust. 1-go wynika, iz pekowi (d;) podporzadkowane sa w wigz
kach (2% i (W,) dwa rzutowe peki plaszezyzn (8%) A (d,). ktérych pod-
stawami sg stozek 2-go stopnia A® i prosta d,, Owe peki utworza po-
wierzchnie skosna A stopnia 3-go, a trzy punkty A’ przebicia sie pro-
stej po z A% podporzadkujemy punktowi A. — Przez kazdy punkt A
przechodzi tworzaca ¢y ==77, powierzchni A% Poniewaz ogél prostych
bos =8B, ... tworzy (ust. 2) kongruencje Ky, rzedu 2-go i klasy 5-ej,
przeto przez punkt A’ przechodza dwie proste ¢p==77: i ¢u==¢cc, tej
kongruencji. Plaszezyznom 7 i & wiazki (23), wagl, 1, i &, wiazki (W),
podporzadkowane sa w wigzce (W,) plaszczyzny 7y i &, ktére niechaj
przecinaja prosta po w dwéch punktach A=1,p, A"=¢ p, odpowia-
dajacych punktowi 4’. Ze skonstruowanej odpowiedniosci [2,3]-znacz-
nej wynika prawdziwo§é twierdzenia, wypisanego na poczatku tego
ustepu,

Zalézmy teraz, iz prosta p, przecina krzywa skoéna S%. w punk-
cie A. Wéwczas prostej d, = A W, wiazki (W) podporzadkowana jest
w wiazce, (W,) prosta dy=A W, ktéra dla powierzchni skosnej A® jest
prosta (kierownica) podwéjna, Punktowi A podporzadkowane sz zatem
trzy punkty A’ przebicia sig p, z A% przyczem dwa z nich zjednoczyly
sie z punktem A. Poza tem dowéd o odpowiedniosci [2,3] -~ znacznej
nie ulega zadnej zmisnie. Na prostej p, wystepuje réwniez i w tym
przypadku 5 ;punktéw, z ktérych kazdy zawiera po trzy homologiczne
plaszezyzny wigzek (27), (W)) { (W), — ale dwa z tych pieciu punktéw
zjednoczy sie¢ z punktem A, gdyz przez 6w punkt A lezacy na krzywej
S%, przechodza (ust. 3) dwie tréjki homologicznych plaszczyzn ¢, =, &
i9 9 9

W analogiczny spos6b wykazaé mozemy, iz dla prostej p, przeci-
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najacej sie z krzywa skosna S%*, w dwéch punktach A4 i B, z omawia-
nych pieciu punktéw dwa zjednocza sie z punktem A, a dwa dalsze
zjednocza sie z punktem B.

5. Skoro dla danych (ust. 3) wiazek

(W) » (W), ()3 (W), (93 & (W), 0

ktére spelniaja relacie (5) i (6a) ust. 1-go, wezmiemy pod uwage po-
szczegblne troéjki homologicznych plaszezyzn: o, o dyy B, By, Boj.... tO
og6! punktéw A = oy oy, B=0F ..., przecigcia sie owych poszczegél-
nych tréjek plaszezyzn, utworzy pewna powierzchnie krzywolinjowa v,

Powierzchnia ta jest rzedu 5-go W%, gdyz na dowolnej prostej p,
lezy (ust. 4) pie¢ takich punktéw, z ktérych kazdy jest przecigciem sig
trzech homologicznych plaszczyzn danych wiazek, a temsamem jest
punktem powierzchni W?, Jezeli prosta p, przechodzi przez dowolny
punkt A=d, d, krzywej skosnej S, w ktérym przecinaja sig (ust. 3)
dwie homologiczne proste d, i d, kolineacyjnych wiazek (W}) i (W}, -
to z owych pieciu punktéw przebicia si¢ prostej p, z powierzchnia e
dwa punkty zjednoczyly sie (ust. 4) z punktem A. Poniewaz te wia-
snosé posiada kazda prosta p, przechodzaca przez punkt A, przeto:
dowolny punkt A4 krzywej S%, jest punktem podwéjnym powierzchni T,

Z rozwazaii ust, 3-go wynika bezpogrednio, iz dziewfeé prostych
Stya=0'a" 6%, t=1.2,...,9, lezy na badanej powierzchni U5, Wiado-
mo nam jednak (ust, 1), ze plaszczyznom gléwnym v, i py wiazek A
i (W,) podporzadkowany jest w wiazce (%) pek plaszczyzn m (¢, e...).
ktérego osia jest tworzaca m kwadryki ©% Poniewaz na prostej my,=
1 1y lezace punkty D=28my, E=cm,, ... sa punktami powierzchni
W, przeto prosta iy, =4 Py lezy na tej powierzchni, Z tych samych
powodéw prosta #;, ==V, Vs, przecigcia sie plaszeczyzn gléwnych vy i v,
przynalezy do powierzchni W9 Powierzchnia ta posiada zatem 92=
11 prostych, a kazda z nich — jako krawedZ homologicznych plaszczyzn
wiazek kolineacyjnych (W)) i (W,) -~ jest (ust. 3) dwusieczna krzy-
wej skoénej S%, A zatem:

Skoro pomiedzy plaszczyznami wiazki 2-go stopnia (2% oraz plaszczy-
znami kaidej z dwéch kolineacyjnych wiqzek (Wy) i (W:) ustanowimy wy-
mienione pod (7) odwzorowauie |1,1]-znoczne, to wbwezas: ogél punk-
6w, z Horych kaidy jest punktem przecigcia sig trzech homologicznych
plaszczyzn tych wigzek, utworzy powierzchnie krzywolinjowq 5-go rzedu.
Krzywa skoéna 3-go rzedu S%, — bedaca miejscem geometrycznem punk-
téw przeciecia si¢ homologicznych prostych kolineacyjnych wigzek (W)
i (W) — jest krzywq podwdijnq tej powierzchni.
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Powierzchnia ta posiada 11 prostych, kidre sq dwusiecznemi krzywej
podwoéjnej S%,. Duwie z posréd nich myy == o i Ny ==V, Y, sq krawedzia-
mi przeciecia sie plaszezyzn glownych wiqzek (W) i (W), dalsze zas$ sq
prostemi sy, ==oc'c' oy (t=12,...,9), z ktérych kaida lezyna irzech ho-
mologicznych piaszczyznach s* o i o'y danych wiazek.

6. Trzy homologiczne plaszczyzny np. @, 2, i ¢, danych wiazek:

(W) = (W), (@9 & (W), (@) 9 (W), (7)
ktére spelniaja relacje (5) i (6a) ust. 1-go, wyznaczaja punkt A== 0.0, 0,
badanej powierzchni ¥, Przez punkt A przechodza: prosta a,y==a, 1,
kongruencji Ki» (ust. 3), prosta @, =a4, kongruencji Ky i prosta =
%, kongruencji Ky Punkt A=a2, oy powierzchni U™ uwazaé¢ mozemy
tedy: za punkt A=a,% przebicia sie prostej @, z plaszczyzna 2, wzgl.
za punkt A =a, o, przebicia sie prostej a4, z plaszczyzna ¢, lub tez za
punkt 4 = a,, @, przebicia si¢ prostej &,y z plaszczyzna a,.

Za posrednictwem relacji (7) ustanowi¢ mozemy np. pomiedzy pla-
szczyznami ¢, By,... wiazki (W) 1 prostemi @g,==cidy bpy==Bfs...
kongruencji Ky, rzedu 2-go i klasy 5-ej odpowiednios¢ [1,1]-znaczna,
Jezeli plaszczyzny oy, B;,... naleza do peku (d;) o dowolnej osi d;, to
zgodnie z relacja (4a) ust. 1-go podporzadkowane im plaszczyzny w wigz-
kach (9% 9 (W,) utworza rzutowe peki A® (o, B,...) A dy (e Bor...)
ktére wyznaczaja jednobieizna powierzchnie skoéna A%, stopmia 3-go
i porzadku 4-go z podwéjna kierownica ds. Plaszczyznom oy, Bi....,
peku (d,) podporzadkowane sa zatem w kongruencji K,, proste @,
bys,..., ktére sa tworzacemi jednobieinej powierzchni skosnej A%,
Jezeli osi d; =1, wiazki (W;) podporzadkowana jest (ust. 1) tworzgca
kwadryki Q2% to zgodnie z relacja (2a) peki plaszczyzn 1 (2, B,...) A
t, (2, By ...) utworza kwadryke skoséna A% Wowezas plaszczyznom
- ay, By,... peku (4) podporzadkowane proste dg, by, ... kongruencii Ky,
sa tworzacemi kwadryki A%,. —Natomiast plaszczyznom o, B, ... wigz-
ki (W}) stycznym do dowolnego stozka 2-go stopnia A% odpowiadajace
im plaszezyzny w wiazkach (2%) ¥ (W,) utworza zgodnie z relacjg (3a)
ust, 1-go rzutowe peki A% (o, B,...) A A% (o By ...), ktbre wyznaczaja
jednobieina powierzchnie skosna A%y, stopnia 4-go i porzgdku 6-go z po-
dwéjna krzywa skosna 3-go rzedu. Plaszczyznom «, B, ... styczoym
do stozka A% podporzadkowane sa zatem w kongruencji K, proste @y,
bys ..., bedace tworzacemi jednobieznej powierzchni skosnej Aty

W podobny sposéb ustanowi¢ mozemy analogiczna odpowiedniosé
[1,1]-znaczna pomiedzy plaszezyznami o, B,... danej wiazki (W)
120 ~
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a prostemi @y =oaay, by =08 ...
5-ej. A zatem:

kongruencii Ky, rzedu 2-go i klasy

Skoro pomiedzy plaszczyznami o; i B, ... danej wigzki (W), =12
a prostemi Qu=vs0, bup=0f,... (t=21) kongruencji Ky rzedu 2-go
i klasy 5-ej — bedacej utworem danych wiazek (2%) ¥ (W.) ustanowimy
powyiszq odpowiedniosé [1,1]-znaczng, to woéwczas: ogél punktow A=
9y, B=0iby, ..., prezeciecia sie homologicznych elemeniéw tej odpowie-
dniosci, ulworzy powierzchnie krzywolinjowq 5-go rzedu W’ z podwéjng
krzywaq skosng 3-go rzedu S3%,,

Za posrednictwem relacji (7) ustanowié mozemy odpowiedniosé
[1,1]-znaczna pomiedzy plaszczyznami ¢, B,... wiazki (2%) a prostemi
Qo= 0y, b,=BPBs ... kongruencji K,,. Skoro plaszczyzny 2, §,...
naleza do peku (f), ktérego osia jest tworzaca kwadryki ©% to w mysl
relacji (2a) ust. 1-go podporzadkowane plaszczyzny w wiazkach (W)) =
(W,) utworza dwa rzutowe peki 4, (%, By,...) i Z (% Ba...). Owe peki
wyznaczaja kwadryke 4%, a jej tworzace @y, = oy, by =0y, ... s3a
prostemi kongruencji Ky, odpowiadajacemi plaszczyznom peku (£). Stoz-
kowi A% opisanemu z dowolnego punktu plaszczyzny gléwnej A na kwa-
dryce 92, podporzadkowane sa (relacja (4a)) dwa rzutowe peki pla-
szezyzn (d,) A (dy), ktérych utworem jest kwadryka skoéna A%, Pla-
szezyznom ¢, fB,... stycznym do stozka A’ podporzadkowane sa zatem
w kongruenciji Ky, proste a5, bye, ..., bedace tworzacemi kwadryki A%.,.
Jezeli wierzcholek D stozka A? nie lezy na plaszczyznie X, to z relaciji
(3a) wynika, iz podporzadkowane peki (A%) A (4%) utworza jednobiezna
powierzchnig skosna AY), stopnia 4-go i porzadku 6-go z podwéjng krzy-
wa skosna 3-go rzedu S%, Wowezas plaszczyznom ¢, fi,... stycznym
do stozka A? odpowiadaja w kongruencji K, proste @;u b5, ..., bedace
tworzacemi powierzchni A4, — A zatem:

Skoro pomiedzy plaszczyznami o, B,... danej wiqzki (2%) a prostemi
Q== Uy, by =P By ... Rongruencji K, rzedu I-go i klasy 3-¢j — be-
dacej utworem danych wiazek kolineacyjnych (W)) i (W,) — ustanowi-
my powyzszqg odpowiedniosé [1,1]-znacznq, to woéwczas: ogol punkiéw
A =uva, B=Bb.,..., przeciecia si¢ homologicznych elemeniéw tej odpo-
wiednio$ci, utworzy powierzchnie krzywolinjowq 5-go rzedn W* z podwdjng
krzywq skosng 3-go rzedu S%,.

Skoro poszczegélne proste @y, by, ... kongruencii K, rzucimy
odpow. z dowolnych punktéw W*, i W*, kraywej skognej S%., to otrzy-
mamy — jak wiadomo -— homologiczne plaszczyzny o', == W a, i a'y=
Way,, BY%=W"b, i B2=W"by,... kolineacyjnych wiazek
(W*) i (W*,). Ogél wiazek kolineacyjnych, ktérych wierzchotki W7,
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W, W*, W*,... leza na dowolnej krzywej skosnej 3-go rzedu S*,,
a plaszczyzny homologiczne oy, o, %, o, ... przecinajg sie w jednej
i tej samej dwusiecznej @, krzywej S%,, t. zn. ogél wiazek kolineacyj-
nych, wyznaczajacych wspélna kongruencje K, rzedu 1-go i klasy 3-ej
prostych dwusiecznych krzywej S%., nazywa ') Th. Reye ,szeregiem
kolineacyjnych wiazek”. Z relacji (7) i przyjecia szeregu kolineacyj-

nych wigzek:
(W) % W) = (W) = (W) (8)

wynikaja bezpoérednio {ust. 1) odwzorowania [1,1]-znaczne
(@) & (W), (2% & (W (9)

pomiedzy plaszczyznami wypisanych wigzek. Plaszezyzny p* ==n1, W*,
phy = My, W, v =1, W 1 V' ==n,, W, sa plaszezyznami gléwnemi wig-
zek (W) i (W),

Poniewaz dowolny punkt A powierzchni W% uwazaé mozemy za
punkt A=wua;,, a prosta a;, kongruencji K, jest elementem a, ==
o, ug = a* a",, przeto trzy homologiczne plaszezyzny «, " i ", wigzek
(29, (W*) i (W) przecinaja sie¢ w punkcie A == a.a" o*, powierzchni U,
Z rozwazad tych i ust. 5 wynika prawdziwo$é nastepujacego twier-
dzenia podstawowego:

Skoro pomiedzy plaszczyznami wiqzki drugiego stopnia (2%) oraz pla-
szczyznami kaidej z dwéch kolineacyjnych wiazek (W*) i (W*,) — nale-~
zacych do szeregu wiazek kolineacyjnych i posiadajacych wspélna kon-
gruencje prostych dwusiecznych krzywej skoénej 3-go rzedu S3, —
ustanowimy wymienione pod (9) odwzorowanie [1,1]-znaczne, to woéw-
czas: ogol punkiéw przeciecia sie poszczegélnych iréjek homologicznych
plaszczyzn owych trzech wiqzek utworzy powierzchnie krzywolinjowa 5-go
rzedu WP z krzywq podwéjng S* ..

Przyjecie relacyj (8) i (9) powoduje wystapienie, obok kongruencyj
Ky 1Koy (ust. 2), jeszcze dalszych kongruencyj 2-go rzedu i 5-ej klasy

K%, K*oa0.. .. ktérych elementami sa proste a%, =uo*, a*,==00"y, ...
By =BB%y 8% =08 .. ) Kongruencje Ky, Ky, Ky, Ky ... posiadajg
te charakterystyczna wlasnosé¢, ze proste np, @y, g @'y, Q... leig

na plaszezyznie 2 wiazki (2%) i przecinaja sie w punkcie A==aa,, ha-
danej powierzchni ',

7. Zajmiemy sie teraz konstukcjg 55-u stozkowych, przynaleznych
do badanej powierzchni V¥, Plaszezyznie gléwnej X wiazki (£%) podpo-
rzadkowane sa (ust. 1) w wigzkach (W) » (W,) dwa rzutowe peki

1) Journal fiir Mathematik, 1847, Bd. 10., S, 207,
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plaszczyzn
TV | (10}

20 RV ‘TR SR P JA L (o B

ktérych utworem jest kwadryka skosna A® o tworzacych ;= o,
Dio=31 3.0y My == o, Hpp=VYys ... Poniewaz owe tworzace naleza
do kongruencji K, i sa dwusiecznemi krzywej S%,, przeto owa krzywa
S3,4 lezy na kwadryce A% Plaszczyzna gléwna ) przecina t¢ kwadryke
w stozkowej L%, kiéra przynalezy do powierzchni V?, gdyz kaidy
punkt A=Xra, B=Xb,, ..., My=kmy Ny=Xxn,,... owej stozkowej
L* jest przecieciem trzech homologicznych plaszezyzn danych wiazek
(22), (W) i (W,). Skonstruowana w ten sposéb stozkowa L? powierzchni
I przecina sie zatem w punktach M, i N, odpow. z prostemi 7, i 15
powierzchni W* oraz przechodzi przez trzy punkty przeciecia sie pla-
szczyzny gléwnej ) z krzywa skosng S%.,.

W rozwazanym przez nas przypadku ogélnym powierzchni ¥® —
plaszezyzny o' wiazki (W) nie naleza do peku (/) a temsamem proste
Sty =04 o (t=1.2,...9) powierzchni I® nie s3 tworzacemi kwadryki A>
Whnosimy stad, iz punkty S' = ks%;, nie leza w ogdlnosci na stozkowej
L2, — Gdybyémy przypuscili, iz punkt St zjednoczyl sie z punktem np.
A =ha,, stozkowej L%, to 6w punkt, przez ktéry przechodza dwie pro-
ste S, i @y, kongruencji 1-go rzedu K., musiatby przynaleze¢ (ust. 3)
do krzywej S%». Plaszczyzna gléwna ) mialaby wéwczas szczegélne
polozenie, gdyz przecinalaby si¢ z prosta §'4;» w punkeie, lezacym na
krzywej skosnej S%,.

Celem wyznaczenia dalszych 18-u stozkowych powierzchni W7#,
wezmy pod uwage plaszeczyzny ot (t=1,2,... 9) wiazki (¥*), z ktérych
kazda przechodzi (ust. 3 i 5) odpow, przez prosta s, powierzchni ¥°,
Plaszczyzna o jest styczna w punkcie S' do kwadryki R2 i przecina ja
w dwbéch tworzacych #, ¢, z ktérych pierwsza niechaj przecina tworza-
ca m, druga za$ tworzaca 7. (Owe proste m i n, lezq na plaszczyZnie
A). Proste # i ©* uwazajmy za osie pekéw plaszezyzn (#) i (v). W mysl
relacyj (2a) i (5) ust. 1 otrzymamy woéwczas rzutowe peki plaszczyzn:

£@ e tmodt, L) R Bl by ) A B (Ba B Ba oy, ..) (1)
u (iv un o n, Oly-»-) /\ 'ULI (Eh Niv Vi ﬁLlr-—-] /\ 7)‘3 (Eﬂv Tor Vay 0‘2,,,,] (12)

Utworem pekow (11) jest krzywa skosna 3-go rzedu T3, ktéra rozpada
sie na prosta S, =0c'cY 5"y i na stotkowq T2 o punktach D =139 8,
E==ce e, My==tm, ... Peki (£) A (f's) utworza kwadryke skos-
ng ? o tworzacych dyy==3, 3, €1y ==&y My ==y Py, Sop==050% ...,
na ktérej oczywiscie (podobnie jak na kwadryce A%) lezy krzywa skos-
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na S%, Poniewaz poszczegélne punkty D, E, M, ... stozkowej T2,
ktérej ptaszczyzna podstawowa niechaj bedzie ., uwazaé mozemy za punk-
tyy D=2086,8,=0dd,=d,n, E=ceg e==ce,=e,n, My=tm.pp,=
=M%, S==52%,... przebicia sie poszczegélnych tworzacych kwa-
dryki I z plaszczyzng 1, przeto:

Stozkowa T przecina w trzech punktach krzywa skosng S*, oraz
przecina odpow. w punktach M‘, i S, proste m; i %y, powierzchni U™,

Korzystajac z relacji (12), analogicznie wykazaé mozemy, iz utwo-
rem tych pgkéw jest krzywa skosna 3-go rzedu V3, ktéra rozpada sie
na prosta 84, =0"0%, o', i na sfozkowg V% . Stozkowa ta,lezaca na pla-
szczyznie o, przecina w trzech punktach krzywa sko$ng 5%, w punkcie
NYy=ny,. vun=n;on prosta #; i w punkcie S' ==8,w prosta &,
powierzchni W',

Skoro jedna z 9-u plaszczyzn ot nalezy réwnoczesnie do pekéw (1)
i (7t), spelniajacych relacje (11) i (12), to zadna z 8-u dalszych pla-
szczyzn o nie moze naleze¢ ani do peku (%), ani do peku (v.). Wno-
simy stad, iz zadna ze stozkowych T2 wzgl. V% nie przecina si¢ wcale
z zadng z owych oémiu dalszych prostych s',, powierzchni U, Z uwa-
gi na to, iz plaszczyzna gléwna v, wigzki (W)) nie moze nalezeé do pe-
ku (%), a plaszczyzna p, nie moze nalezeé do peku (¢'), przeto: stozko-
wa T% nie przecina wcale prostej n,,==v, v, a stozkowa V2 nie przeci-
na prostej 7y = P |o.

Wykazemy teraz, iz powierzchnia W' posiada jeszcze 36 dalszych
stozkowych, Z posréd 9-u plaszczyzn ot wigzki (2°) wezmy pod uwage
dwie dowolne plaszeczyzny np. o' i 6%, a nastepnie z punktu D= kc'c®
plaszczyzny gléwnej A opiszmy stozek A’ na kwadryce 2 W myél re-
lacyj (4a} i (5) ust. 1-go otrzymamy rzutowe peki:

A2 ("(----r 01,52,)_’_“] 7{ d[ [Y|.-.v. 511|521,d|l1v--')
A dolia .o 0h 0% dyly, L) (13)

ktérych utworem jest krzywa skoéna 4-go rzedu D*, rozpadajaca sie na
proste sy, ==olol ol i s%,=0"0% o%, oraz na stoztkowq D%, Peki
d) & (da) utworza kwadryke skosna 4%, o tworzacych cio=="1 Yui...,
Styp=olyoly, s%e=0%0%,... Na A%, (podobnie jak na kwadrykach
A% 1 I7) lezy krzywa skoéna S%, Poniewaz poszczegblne punkty C=
=11 %y .. stozkowej D%,, przynaleinej do plaszczyzny &, uwazaé mo-
zemy za punkty: C=7y7s=7Ca==Cy §,..., Sty==clal oty == 8y By,
Sy ==8%30, ... przebicia sie poszczegélnych tworzacych kwadryki A%,
z plaszczyzng 8, przeto:
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Stozkowa D%, przecina w trzech punktach krzywa skosna S%.,
oraz przecina odpow. w punktach S%. i S%, proste slg, i §%;, po-
wierzchni 17,

Poniewaz zadna z 7-u dalszych plaszezyzn % ..., o wiazki (2?) nie
moze nalezeé do peku (1%, ajplaszczyzny gléwne p, i v; wiagzki (W,) nie
moga naleze¢ do peku (d,), przeto: stozkowa D?, nie przecina sie wea-
le z prostemi $%;s,... S%ys, M5y = o P 1 M=, v, powierzchni I,

Takich stozkowych D%z, dla ktérych kazde dwie proste sty, i S%oe

(t=12,..., 9 »=12,..., 9, %) sa siecznemi pojedynczemi, mamy
iy () =220
2 1.2

Z rozwazan tego ustepu wynika prawdziwosé twierdzef:

Na powierzchni krzywolinjowej W* lezy 55 stozkowych, przyczem kaz-
da z tych stotkowych przecina sie w trzech punktach z podwéjng krzywaq
skosng S, tej powierzehni. Kaide dwie proste — z pos§réd 11-u prostych
powierzchni W — sq siecznemi pojedyriczemi jednej stozkowej powierzchni
U, przyczem owa sfozkowa nie przecina wecale 9-u dalszych prostych tej
powierzchni.

8. Dowolna prosta powierzchni W% oraz kazda z 10-u dalszych
prostych tej powierzchni wyznacza 10 par prostych. Poniewaz proste
kazdej pary (ust. 7) sa siecznemi pojedyriczemi tylko jednej stoikowej
powierzchni I, przeto:

Kaida prosta powierzchni 1™ przecina 10 stoikowych tej powierzchni,
a nie przecina wcale 45-u dalszych stozkowych powierzchni U,

W szczegélnosci prosta my, = b Wy powierzchni W' — p, relacje
(10), (11) i (12) ust. 7. — przecina stozkowe L? i T2, (1=1.2,..., 9)
odpow. w punkach: My=m,} i My,=m,,.tvm, natomiast prosta 7,,=—
=V, V; przecina stozkowe L* i V% odpow.w punktach Ny=rn,, 1 i N\, =
==f;,.0'n. Poniewaz proste m i n plaszczyzny gléwnej A=mn, oraz
proste 7y i 712 (ust. 1) sa w ogblnosci prostemi sko§nemi, przeto
prosta my, przebija plaszezyzny A, t'm, £2m,..., £*m peku (m) w dzie-
sieciu réznych od siebie punktach M, M, ..., M%, prosta za$ 1, prze-
bija plaszczyzny X, v'n, v*n,.... v'n peku (1) w dziesieciu réznych od
siebie punktach N, N, ..., N'%, — Wnosimy stad, ze w ogélnym przy-
padku stozkowe L* i V% nie moga przecinaé sie na prostej 7.

Z rozwazah ust. 1-go wiadomo jednak, iz w szczegblnym przypadku proste m
i my, wzgl, n i n, moga sie przecinaé, Woéwezas w punkeie m,my, zjednocza sie
wszystkie punkty M, i My', wzgl. w punkcie 1.1, 2jednocza sig wszystkie punkty N,
i Ny, W pierwszym przypadku stoikowe L* i T% przecinaja sie w punkcie M,== M,
prostej m, w drugim zaé przypadku stozkowe L* i V* przecinaja sie w punkeie N, ==
== Ny, prostej £y

125


GUEST


18 A, Plamitzer B

Skoro weimiemy pod uwage jedna z prostych Sty ==00,5 (L'.:
—=12,..., 9) powierzchni W3, np. prosta 8%y, to — p. relacje !{11], (12)
i (13) ust, 7 — owa prosta S'y, przeciua jedna stozkowa 7%, jedna

stozkowa V%, oraz oém takich stozkowych D%; (z_poéréd.36-u stozko-
wych D%). dla ktérych siecznemi sa proste S'o 1§ dla i=2,3,...,9.
Prosta 'y, przecina te stozkowe odpow. w réznych od siebie punktach:
SlOI Siu' 5113' 3113""' Sll!!‘

Teraz dowiedziemy prawdziwoéci nastepujacego twierdzenia:

Kaide dwie stozkowe powierzchni W*, dla ktérych tadna z 11-u pro-
stych tej powierzchni nie jest wspélng siecznq, przecinajq si¢ w jednym
punkcie. :

Z poéréd 36-u stozkowych D% wezmy pod uwage np. stozkowa
D, ktérej siecznemi sa proste Slgy i 5% oraz stozkowa np. D%,
ktorej siecznemi sa dwie dowolne proste s%;, i S%,, z poéréd siedmiu
dalszych prostych stgy (=3,4,..., 9) powierzchni ¥, Takich stozko-

7 7.6
2
pekéw (4% 7 (d;) A (4y), spelniajacych relacje (13) ust. 7-go, stozkowa
za§ D%, niechaj bedzie utworem pekéw rzutowych:’

wych D%, mamy tedy ( Stozkowa D?, jest utworem

Ayt et )R A (e 9t st dl )

A d".! ("{’2...” 6%y, oly, a, l-,n:--)v (14)
ktére naleza odpow. do badanych wiazek (29), (W;) i (W,). Peki (d,)
i (d,) wiazki (W;) posiadaja wspélna plaszezyzne 4 dy=¢9,, W mysl

relacji (7) elementowi ¢, podporzadkowana jest w wiazce (W,) plasz-
czyzna ¢, =d,d'y, a w wiazce (R7) plaszczyzna ¢, przyczem ¢ jest ele-
mentem wspélnym pekéw (d,) i (d,), a plaszczyzna ¢ jest wspédlnym ele-
mentem pekéw (A%) i (4%). Z relacji (13) wynika, ze punkt F=0¢ ¢ ¢,
jest punktem stozkowej D%, z relacji za§ (14), iz punkt F jest punktem
stozkowej D?%;. Innemi stowy: stozkowe D%, i D%, przecinaja sie
w punkcie F=9¢, @, c. b. d. 0, — Z rozwazan naszych wynika, iz
stozkowa D*. przecina 21 takich stozkowych D%

Przypusémy, ze dowolny punkt C=:7yrv, 7, stozkowej np. D*, i dowolny punkl
E==t¢ ¢, stozkowej np. D%, zjednoczyly sie w punkcie Pr=Cu:F, Poniewaz przez
-punkt P przechodza proste ¢y ==y, 7y i €,==5 ¢ kongruencii 1-go rzedu K, (ust. 3),
przeto P jest punktem osobliwym lej kongruencii i lezy na krzywej skoénej S%,. Wia-
domo nam jednak, ze przez punkt P krzywej S*, przechodza (ust. 3) dwie tr6jki homo-
logicznych plaszezyzn np, £ ks i %' 7, danych wiazek (8%), (W;) i (W,), Tylko w tym
szezegblnym przypadku, gdy zjednocza sie plaszezyzny g:-e i miy, to réwniez zje-
dnocza sie np. plaszczyzny fy=ve, i Byomey M=z, i g0 vy a owe stozkowe Dy, i D,
przetna si¢ w punkcie P, przynaleznym do krzywej skoénej 8%, ~— W rozwaianym jed-
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nak przez nas ogdlnym przypadku powierzchni U stoikowe D%, i D%, (jak wogéle za-
dne dwie stozkowe) nie moga przecinaé si¢ w punkcie P, lezacym na krzywej sko$nej S%,.

Skoro wezmiemy pod uwage stozkowe D%, 1 7% (dla t=3,4,..., 9),
to z relacyj (13) i (11) wynika bezposrednio, iz peki (d,) i (#,) wiazki
(W) posiadaja wsp6lna plaszczyzne d, ¢ =¢';, a peki (dy) i (£s) wiazki
(W) posiadaja wspélng plaszczyzne d, ', = 9',. Homologiczna plaszezy-
zna ¢ wiazki (2*) musi byé zatem wspélnym elementem pekéw (A2)
i (£). Wnosimy stad, ze stozkowe D%, i T% przecinaja sie w punkcie
Fr=0"¢ ¢y, — Z relacyj (13) i (12) wynika analogicznie, iz stozkowa
D?; przecina kazda z siedmiu stozkowych V% (dla 1=34,..., 9).

Z relacyj (13) i (10) wynika, iz peki (4,) i ({) wiazki (W) posiada-
ia wspolng plaszczyzne 4, peki zas (dy) i (L) wiazki (Ws) wspélng pla-
szezyzne d,L; podporzadkowana im plaszezyzna gléwna » w wiazce (2%)
nalezy do peku (4%). Stozkowe D%, i L® przecinaja sie zatem w punk-
cie, przynaleznym do plaszczyzn ), d; L i d, L, c. b. d. o.

Z poéréd 9-u stozkowych T* wezmy jedna np. T2, oraz jedna ze
stozkowych V%, i=23,..., 9. Z relacyj (11) i (12) wnosimy, ze peki
(t4) i (v")) wiazki (W)) posiadaja wspélng plaszezyzne #4v,=1¢,, peki
zaé (%) i (%) wiazki (W.) wspélna plaszczyzne £l, v, =¢,, oraz peki
(Y i () wiazki (2*) maja wspélng plaszczyzne t'vi=¢. Zatem przez
punkt Z=1¢¢, ¢a przechodza obie stozkowe 72 i V2, v

Z posréd 36-u stozkowych D% wyeliminujmy osm stozkowych D2
(i=2,..., 9), ktérych siecznemi sa proste Sly, i S'ys a nastepnie z po-
éréd pozostalych 28-u stozkowych D%: wefmy pod uwage jedna np.
stozkowa D%, - Z relacyj (11) i (14) wynika, ze peki (¢4) i (&) wiazki
(W) posiadaja wspélna plaszezyzne tY d', =), peki zas (fL) i (d'y) wiaz-
ki (W:) maja wspélng plaszczyzne ', @, =t/;. Podporzadkowana im pla-
szczyzna ¢’ wiazki (%) musi byé wspélnym elementem pekéw (£1) i (A").
Stozkowe T* i D%, przecinaja si¢ zatem w punkcie Z' =¢' ¢, ¢/, c. b. d. 0.—

Dowiedziemy teraz prawdziwosci nastepujacego twierdzenia:

Kaide dwie stotkowe powierzchni W, dla ktérych jedna prosta
z poérdd 11-u prostych powierzchni W — jest wspélng sieczng pojedyn-
cza, nie przecingjqcq sie wcale.

7

Stozkowe np. L

i 7% (=12,...,9) posiadaja wspélna sieczna

ny plaszezyzne gléwna . a peki (&) i (#%) wiazki (W,) maja wspélna
plaszczyzne gtéwna .. Poniewaz jednak podporzadkowane im w wiazce
(©%) plaszezyzna gléwna ) i plaszczyzna #*m peku (#) sa elementami réz-
nemi od siebie, przeto stozkowa L®przechodzi przez punkt M,= hp,; p, =
=Xkmy,, a stozkowa T* przez punkt M'y==1"m.p, ps. Stozkowe [%i T2
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(w og6lnym przypadku!} nie posiadaja zatem zadnego punktu wspélne-
go. — Podobnie, korzystajac z relacyj (10) i (12), wykazaé mozemy, iz
stozkowe L? i V2 posiadaja wprawdzie wspélna sieczna i, ==v,v,, ale
przecinaja #;; w dwéch roznych punktach Ny=2Xn, i Ny=vn.n,,
Stozkowe L? i V2 nie posiadaja zatem zadnego punktu wspélnego,
c. b. d. o. —

Stozkowe T2 i T% ({=2.3,..., 9) posiadaja — p. relacja (11) —
wspblng sieczna 1, == | I, ale przecinaja prosta 7, w réznych punk-
tach MY, =t'm . my i Miy=tim,my, Stoikowe za$§ V* i V¥ posiadaja
(relacja (12)) wspélna sieczna 71, ==V, vy, ale przecinaja ja w punktach

Lo =0tn.n, i Nig=uvin.n, — Stozkowe te nie przecinaja si¢ zatem
weale, c. b. d. o.

Z relacyj (11) i (12) wynika, ze stozkowe 7% i V* posiadaja
wspélna sieczng S ==o'cY oy, Wprawdzie plaszezyzna ot jest wspél-
nym elementem pekéw (£Y) i (¢v"), plaszezyzna vy jest wspélnym elemen-
tem pekéw (%) i (v4), a plaszezyzpa ot takimze elementem pekow ()
i (v) — ale prosta Sy, przecina (ust. 7) stozkowe 7% i V* w dwéch
réznych punktach S, i S, — Z tych samych wzgledéw stozkowe T
i D%, oraz V% i D%, dla i=23,..., 9, posiadaja (p. relacje (11)i (13)}
wspblna sieczng Slyz==olal; 3!y, ale przecinaja sig¢ z prosta stys odpow.
w punktach 8%, i S',, oraz SY, i S'y. Wnosimy stad, ze stozkowe:
T2 i V4, T2 i D%, V3 i D%, nie przecinaja sig weale, c. b, d. 0. —

Z posrod 36-u stozkowych D powierzchni W* weimy pod uwage
np. stozkowa D%, oraz stozkowe D%, i D%, (e=34,..., 9). Z relacji
(13) wnosimy, iz stozkowe D% i D?, posiadaja wspélna sieczna $'y, =
=olol 6%, natomiast stozkowe D%, i D%, posiadaja wspélna sieczna
$%,==0%0% a%. Prosta s!,, przecina dwie pierwsze stozkowe odpow.
w roznych od siebie punktach S'p i S'y, prosta za§ s%,., przecina dwie
ostatnie stozkowe odpow. w réznych od siebie punktach S%, i S%.
Owe stozkowe zatem nie przecinaja sie wecale, c. b. d. o,

Z dotychczasowych rozwazan tego ustepu wynika prawdziwos§é na-
stepujacego twierdzenia: )

Kazda stozkowa, z posréd 55-u stozkowych, powierzchni ¥ przecina
36 stozkowych tej powierzchni, oraz nie przecina weale 18-u pozostatych
stozkowych powierzchni U™,

W istocie bowiem stozkowa np. D%, przecina 21 stozkowych D,
7 stozkowych T% (t=3,4,..., 9), 7 stozkowych V% i stozkowa L*. -
Stozkowa D%, natomiast nie przecina wecale stozkowych: 7%, T4, V*,
V2, siedmiu D%, i siedmiu D%, (=3, 4,.... 9). ~— Stozkowa L* prze-
cina 36 stozkowych D%, natomiast nie przecina wcale dziewieciu stozi-
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kowych T% i tylez stozkowych V%. — Dowolna stozkowa T? przecina
oém stozkowych V?% (i=2, 3,..., 9) oraz 28 stozkowych D%,. Nato-
miast 7% nie przecina wcale stozkowych: L2, V%, osmiu 7% i oémiu
D*i. — Analogicznie stwierdzi¢ mozemy, iz dowolna stozkowa V2
przecina o§m stozkowych 7% i 28 stozkowych D%,; natomiast nie prze-
cina weale stozkowych: L%, 7%, o$émiu V% i o$miu D% —

9. Z jedenastu prostych my, n,5 1 84y, {{==1, 2,..., 9) powierz-

N, 1 .10,

chni W% utworzyé mozemy ( 31) =—1—;-~;9~59— =165 trojek prostych.
$réd owych 165-u mozliwych tréjek wezmy pod uwage jedng dowolng

Z po-

tréjke prostych i oznaczmy te proste symbolami X5, ¥, i 2, Ponie-
waz (ust. 7) kazde dwie proste powierzchni U® s3 siecznemi jednej
i tylko jednej stozkowej, lezacej na W% oprzeto niechaj: proste

Vip 1 212 53 slecznemi stozkowej, kiéra oznaczymy symbolem L%, proste
za$§ 22 1 X5 sa siecznemi stozkowej M?;, a proste X, 3, sa siecznemi
stozkowej N*. = Dla dowolnej tréjki prostych X, V15, 2,2 powierzchni U
otrzymaliémy w ten sposéb — na powierzchni W lezaca tréjke stoike-
wych L%, M3 i N%, przyczem zadne dwie stozkowe owej tréjki, jako
posiadajace wspélne sieczne (ust. 8), nie moga sie¢ wecale przecinaé.
Stozkowe L%, M* i N?% niechaj leza odpow. na plaszczyznach X,
i vy, przecinajacych sie w punkcie W,. — Na danej powierzchni W%,
z podwéjna krzywa skosna 5%, weZmy pod uwage jeszcze jedna z 8-u
dalszych prostych i oznaczmy ja symbolem S, oraz dwa dowolne punk-
ty np. Wi W, krzywej 5%, Woéwczas dowie§é mozna !) prawdziwosci
nastepujgcego twierdzenia podstawowego:

Ustanawiajqc pomiedzy plaszczyznami wiqzki (W,) oraz plaszczyzna-
mi kaidej z dwéch kolineacyjnych wiqzek (W) i (W,) — wyznaczajqcych
kongruencje K, dwusiecznych krzywej sko$nej 3-go rzedu S%, — prze- -
ksztalcenia kwadradowe (kremonjaniskie 2-go stopnia) w fen sposéb, iz
elementy Xy, P Vo i Ge== Wikyy fu==Wiy,, =Wz, (=1, 2) sq pla-
szczyznami glownemi tych wiqzek, a plaszezyzny ¢, =W,s i a.= Wi s sq
elementami homologicznemi tych wiazek, fo ofrzymamy jako utwér tych
trzech wiqzek (Wy), (W) i (W,) dang powierzchnie krzywolinjowa W' z po-
dwéjng krzywq skosnq 3-go rzedu S%,,. .

Kazda z plaszczyzn gléwnych Ay, 4 1 v, wiazki (W)) przecina %)
owg powierzchnie W* odpow. w stozkowej L%, (wzgl. M3, N*%}i w ogél-
nej krzywej 3-go rzedu. Przez wierzcholek W, ktéry jest punktiem po-
jedyficzym powierzehni W? przechodza owe trzy !) ogélne krzywe pla-

) A Plamitzer, 1. ¢ ust 17; str, 123,

4 A, Plamitzer, 1, ¢, ust 10.

9 Prace Matematyczno-Fizycane, T, 42,
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skie 3-go rzedu.
powierzchni W,

Punkt W, jest tedy osobliwym punkiem pojedyrczym

Z uwagi na to, iz z. posréd 11.u prostych powierzchni W* mozna
utworzyé 165 tréjek Xis, Viao 22 przeto 2);

Badana powierzchnia W* posiada 165 takich osobliwych punkiéw po-
jedyriczych, przyczem taden z nich nie lezy na podwéjnej krzywej skosnej
S3,, tej powierzchni U7,

'

Zusammenfassung.

Die Tangentialebenen o, By Tesevy ... einer nichtabwickelbaren
Fliche 2. Grades 92 bilden einen Ebenenbiindel 2, Ordnung @* (o, B,
Teevov A...). Projiziert man die Schnittgeraden a==lo, b=\p, c=
\7,... aus einem beliebigen Punkte W’ so erhilt man eine bekannte

[1,1]-deutige Abbildung

@ (o B M)W WEL R YL {1)

zwischen den Ebenen ¢ und o'==W"a, B u. F=W0b ¥y u. t"=W'c,...
der Biindel (%) und (W’). Sind m und 7 die Erzeugenden der Fldche
Q% welche in der Tangentialebene A liegen, so erkennt man sofort die
Ebenen X, /== W' m und v'=W'n als Hauptebenen dieser Abbildung,

Zwischen drei gegebenen Biindeln (W?), (W) und (W,) stelle man
allgemeine Kollineationen:

(W) = (W) = (W) (5)

her und bezeichne mit o', oy, as; B/, By, Bai.oi B0 by, g V', ¥y, Voi... ho-
mologe Ebenen dieser Biindel. ~— Aus.den Relationen (1) und (5) erge-
ben sich unmittelbar [1,1]-deutige Abbildungen;

Q2 (5’-' B .. .] & u‘71 (‘7'1' By, Tine -)- Q2 (‘Zv ﬁ' va-] W w/u (a.g' BL‘; Toy s -] [6)
zwischen den Ebenenbiindeln (2%, (W;) und (W)

Die Schnittgeraden a;,==0 0, b=B8y, ¢;y="7; %o ... homologer
Ebenen der kollinearen Biindel (W) % (W,) bilden eine Strahlenkongru-

enz K, von der 1. Orgnung u. 3, Klasse und ihre Geraden sind Bise-

kanten einer kubischen Raumkurve S%,. —Ich bestitige folgende Sitze:
®) A. Plamitzer, 1, c. ust 17.
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Die Schnittgeraden agp=0a, be=F8, co=x7u... (t=1,2) homo-
loger Ebenen der Biindel (2%) & (W) erzeugen eine Strahlenkongruenzen
ohne singulére Linien Ky von der 2, Ordnung und’5. Klasse.

Es gibt 9 Geraden, die gleichzeitig zu den drei Strahlenkongruenzen
K, Ky und Ky gehdren. Durch jede von diesen Geraden §%;,,=
=a'c4 3, (t=12,...,. 9) gehen je drei homologe Ebenen ¢', ¢, und ¢,
der betrachteten Biindel (2%, (W), (W).

Es liegen auf irgend einer festen Geraden p, fiinf Schnittpunkte
je dreier homologer Ebenen der betrachteten Biindel.

Die Schnittpunkte simtlicher Tripel entsprechender Ebenen dieser
Biindel erzeugen eine allgemeine Fliche 5-er Ordnung U™ mit einer dop-
pelten kubischen Raumkurve S%, Die 11 Geraden dieser Fliche, nim-
lich die 9 Geraden %, und die zwei Geraden m, =18 Py, Hia=V; Vs,
sind Bisekanten der Doppelkurve S3%,.

Aus den Relationen (1), (5) und (6) ergeben sich:

a) eine [l.1]-deutige Verwandtschaft zwischen den Ebenen o,
By ... des Biindels (W), t=1,2, und den Geraden a,, b,,... der Kon-
gruenz Ky, (e==2,1),

b} eine [1,1]-deutige Verwandtschaft zwischen den Ebenen
%, B,... des Biindels (2% und den Geraden a,,, b,,,... der Kongruenz
K,,. — Homologe Elemente dieser Verwandtschaften schneiden sich in
den Punkten A= a,, B=8b,,..., resp. A=aa,,, B=fh,,,... der
Flache U™,

Sind zwischen dem Ebenenbiindel (2%} und jedem von den kolline-
aren Ebenenbiindeln (W*,), (W*) — die zu einer Reihe kollinearer

Biindel gehéren und eine gemeinsame Bisekantenkongruenz der Raum-
kurve S%, bilden — [1,1]-deutige Abbildungen festgestellt, (die ana-
log den unter (6) angegebenen Abbildungen sind), so erzeugen die
Schnittpunkte sdmtlicher Tripel homologer Ebenen dieser Biindel die
Flache V.

Jeder von den 55 Kegelschnitten der Fliche U'® begegnet 3-mal
die Doppelkurve S%, und je einmal nur zwei Geraden (seine Stiitzgera-
den) dieser Fliche.

Jede von den 11 Geraden der Fliche W? trifft je einmal nur 10
Kegelschitte dieser Fliche, und gar nicht die 45 {ibrigen Kegelschnitte.

Zwei Kegelschuitte der Flache W%, deren Stiitzgeraden eine, bezw.
keine Gerade gemein haben, schneiden sich gar nicht, resp. schneiden
sich in einem Punkte,
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Jeder von den 55 Kegelschitten der Fliche W* trifft 18 Kegelschnit-
te dieser Fliche gar nicht, die 36 iibrigen Kegelschitte einmal.

Die Trigerebenen solcher drei Kegelschnitte, deren Stiitzgeraden
einen und denselben Geradentripel der W® bilden, schneiden sich in
einem einfachen singuldren Punkte der Fliche W9 Diese Fliche besitzt
165 solche einfache singuldre Punkte,

132

icm

Provisional photovisual magnitudes of

260 stars near the North Pole

(Prowizoryczne wielkosci fotowizualne 260 gwiazd
w sgsiedztwie bieguna poélnocnego)

by
E. Rybka

1. Introduction.

The aim of my work, started in 1931 in the Warsaw Astronomical Obser-
vatory, was to form a standard system of photovisual magnitudes of all
stars brighter than 7™50. Such investigations were suggested to me by
Profesor Hertzsprun g in 1930 during mystayatthe Leiden Observatory
with the view mainly, of forming an independent system of photovisual
magnitudes to which all existing visual and photovisual system (especially
Potsdamer Durchmusterung and Harvard Photometries) might be reduced.

I intended in the first part of my work to give photovisual magnitudes
of all stars brighter than 7™.50 within 10° from the north pole. Observations
were executed by me in 1931 and almost performed to the whole extent,
being discontinued at the end of 1931 owing to my departure from the Warsaw
Observatory to Lwéw University in January 1932, A part of the plates only
could be measured with the Schilt microphotometer inthe Warsaw Observato-
ry during 1931 and in the beginning of 1932, Continuation of measurements
in the Warsaw Observatory being afterwards impossible, I decided to publish
provisional results from measures on 19 plates, which form about ¥/, of -the
whole observational material. Final magnitudes will be published as soon
as the remaining plates are measured and reduced.
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