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Mécanique absolue et sa représentation dans
I'espace-temps des configurations

(Mechanika bezwzgledna i jej odwzorowanie w przestrzeni-
czasie konfiguracyj)

par
Z. Horak
" Introduction.

On doit & Hertz l'idée trés utile de représenter la dynamique de
systémes matériels dans l'espace des configurations. L'application du
calcul absolu moderne a apporté beaucoup de perfectionnements & cette
interprétation de sorte qu'au jourd'hui le probléme est complétement
résolu dans le cas de systémes scléronomes (holonomes ounon). Quant
aux systémes rhéonomes, cette question est liée trés étroitement au pro-
bleme de l'interprétation de n'importe quels systémes dans l'espace-
temps des configurations. Ce dernier probléme a été traité pour la pre-
miére fois en 1922 par E. Cartan ') qui a étendu la notion d'espace-
temps, introduite dans la théorie de la relativité par Minko wski,
aux systémes conservatifs et a établi le principe de la conservation de la
quantité de mouvement et de I'énergie, exprimant une loi indépendante
de tout mode particulier de repérage de l'espace-temps, Cela donne
a penser que les équations de Lagrange, pour les systémes conserva-
tifs, demeurent invariables, si l'on effectue un changement de parameé-
tres de configuration et du temps Z, comme l'a démontré B. Hostin-
sky (I), et que par suite les lois du mouvement de tels systémes ad-
mettent une interprétation géométrique dans l'espace-temps des configu-
rations.

1) E, Cartan I, Chapitre I (Voir l'index des travaux cités a la fin du présent
mémoire).
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En effet, L. P. Eisenhart (/) a abordé ce probléme pour les sy-
stémes conservatifs de deux modes différents. En cas d'un systéme
scléronome & n degrés de liberté, il envisage un espace-temps rieman-
nien & 71 dimensions, en cas d'un systéme rhéonome, au contraire,
une variété 4 742 dimensions. Eisenhart suppose la métrique de
'espace-temps sous la forme

do*=g, dxrdxt+ Adn®
o1 5ol L . .
ot 7=;g).yx/‘x“ désigne I'énergie cinétique du systéme, et définit la

fonction A {x%) et la variable # de telle maniére que les équations des
géodésiques se confondent avec celles qui expriment les lois du mouve-
ment et de la force vive, Cela entraine

1 dt
(1) = V4s du=%t
> A +56, du
{V désigne le potentiel, b une constante arbitraire), de sorte que
2) do?=g, dxdx"* _d.lL
ke T3 (V1-b)

'Cette forme est le point de départ de T. Lewis (/) qui arrive & une
interprétation presque identique a celle dEisenhart, tandis que l'au-
teur (Horak 9) a proposé de définir la métrique moyennant la forme

(3) do*=g), dxidxt4-2Vd
ce qui donne ‘

e= TV désignant I'énergie totale, de sorte que les équations du mou-
vement deviennent

(4) e%, =X, (e=0,1,2, ...

0t 3z
ott X°=1%, désigne le vecteur courbure de la courbe représentant

le mouvement du systtme dans !'espace-tepms des configurations,
X 9oV X = — X, %\ av,

= R 0= — )‘x\=—gt— étant des composantes de la ,force
espace-temporelle”. Si I'on se sert de la relation
(5) du=2(V+b)dt,

découlant de' (1), la forme (2) se confond avec (3), car le potentiel V'
peut &tre toujours augmenté de la constante & et par suite la métrique
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(3) est identique 4 celle dEisenhart. Cependant d'aprés Eisenhart
le mouvement du systéme est représenté par une geodésique, tandis que
la courbure de la ligne (4) est, en général, différente de zéro. Cette
discordance s'explique par le fait qu'entre la variable 4, introduite par
Eisenhart, et les paramétres XA f subsiste la relation (5) qui n'est
pas intégrable. Donc les deux systémes de 7--1 paramétres espace-
temporels xA, ¢ et x} & ne peuvent pas étre envisagés simultanément
comme holonomes. Lorsque c'est le premier que l'on regarde comme
holoncme, les géodésiques de l'espace-temps sont définies moyennant les

équations
d X‘g B
(ga‘?- s [ T ]

lesquelles, pour les paramétres x*, #, prennent, & cause de non-holono-
mie du #, une forme plus générale (Hordk 2) de sorte que les équa-
tions des géodésiques différent de celles du mouvement, En se servant,
pour les composantes du vecteur courbure, des expressions généralisées
pour des paramétres non holonomes, les équations du mouvement gar-
dent, bien entendu, encore aprés l'introduction du paramétre z, leur
forme covariante (4).

Le mouvement de systdmes généraux, non conservatifs, a été re-
présenté dans un espace-temps & connexion affine par A; Wundheiler
(1), tandis que lauteur {Hordk 8) a interprété, dans l'espace-temps
riemannien, le mouvement d'un point, supposé soumis & l'action d'une
force quelconque, et en méme temps signalé l'idée fondamentale de la
mécanique absolue. Cette dénomination a été introduite par Wund-
heiler (2) pour la mécanique exprimée d'une maniére invariante vis-
a-vis de transformations cinématiques, laissant invariant le temps £ moi
je donne a ce nom une signification plus étendue pour caractériser la
mécanique formulée indépendamment du choix de paramétres espace-
temporels, résultant des X%, ¢ par une transformation absolument quel-

d

“da

dxPdxt!
ds ds

%

conque.

Dans le présent mémoire, je me propose d'édifier la mécanique
absolue de systémes matériels et d'en donner une représentation dans
I'espace-temps des configurations.

Le premier chapitre est un apercu de quelques notions du calcul
différentiel absolu, indispensables pour l'intelligence de ce qui suit.

Dans le chapitre II, je m'occupe de la représentation du mouve-
ment de systémes dans l'espace des configurations. Ayant déduit les
généralisations des deux axiomes de Newton pour les systémes sclé-
ronomes (théorémes I/, 111}, que j'ai données auparavant (Hordk 4), je
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montre comment on peut étendre pour des tels systémes les équations
de Gauss, connues sous le nom des équations naturelles, Cela me
conduit au théoréme /V qui exprime une relation simple entre le vecteur
courbure de la trajectoire du systéme dans l'espace des configura-
tions et la force transversale. Si l'on désigne la courbure due i la
force de liaison comme courbure de liaison, on prouve aisément que
le mouvement réel d'un systéme, soumis 4 l'action de forces quelconques,
jouit de propriété que sa courbure de liaison est minimum (théore-
me V). Au cas particulier oi il n'y a pas de forces données, il en ré-
sulte le principe d'Hertz (théoréme V)

Dans le chapitre III, traitant la mécanique absolue, je définis les
déplacements virtuels dans l'espace-temps par la seule condition d'étre
compatibles avec les liaisons et cela encore au cas de systémes rhéono-
mes. Ces déplacements jouent, dans la dynamique absolue, le réle des
déplacements virtuels classiques a temps constant. J'arrive ainsi 4 in-
troduire le vecteur espace-temporel force absolue, définie moyennant la
condition qué le travail virtuel au sens classique d'une force soit égal
4 celui de la force absolue. Alors le principede d’Alembert s'énon-
ce en disant ,le travail virtuel de la force absolue de liaison est nul” ce
qui conduit aux équations absolues du mouvement, valables pour n'im-
porte quels paramétres espace-temporels et pour systémes quelconques.
Leur forme ne différe que peu des équations connues lesquelles ont lieu
pour les paramgtres de configuration (spatiaux),

Le dernier chapitre est consacré a l'interprétation de Ja méca-
nique absolue dans l'espace-temps des configurations. Je I'envisage
comme une variété riemannienne dans laquelle je définis une telle mé-
triqgue que ['élément linéaire de la ligne, représentant le mouvement du
systéme, soit égal 4 1'élément du temps absolu de Newton, J'appelle
Univers du systéme 1'espace-temps doué de cette métrique et je désigne
comme ligne d'Univers du systéme la ligne correspondant & son mou-
vement. Cela rend possible d'énoncer la loi suivante: Le pecfeur cour-
bure de la ligne d'Univers est proportionnel & la force absolue qui donne
aux équations absolues du mouvement une signification intrinséque.
Quant & leur forme explicite, les équations absolues peuvent s'écrire
sous trois formes différentes qui représentent des extensions espace-
temporelles des équations de Lagrange, dHamilton, d'Appell,
Dé la loi mentionnée plus haut, je déduis le théoréme XIII, analogue
au principe d'Hertz,: La ligne d Univers d'un systéme, supposé n'éfre
soumis & aucune force, posséde la moindre courbure parmis toutes les’ lignes
d'Univers compatibles avec les licisons el avec I'Slal initial donné.

Il s’en suit que, dans ¢ce cas particulier, la ligne d'Univers est une géo-
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désique, tandis que, au cas général de forces quelconques, on arrive
a une forme absolue du principe de la moindre conirainte de Gauss.
(La derniére quantité étant remplacée par la courbure de liaison de la
ligne d'Univers).

La représentation de la dynamique absolue dans 1'Univers rieman-
nien rend aussi possible de résumer les équations du mouvement dans
un principe intégral X
®) J(098d5+6Pdc]=0
ofi o signifie 'arc de la ligne d'Univers, 8 P le travail virtuel de la for-
ce absolue, ¢® une constante plus grande que la force vive du systéme.
Lorsque la force absolue s'annulle, on aura le principe stationnaire

7 8fd 6=0,

définissant les géodésiques dans 1'Univers, Il importe de remarquer
que les principes (6). (7) sont vrais pour tous les systémes et indépen-
dants du choix de paramétres espace-temporels. Ils sont donc valables
encore pour les systémes non holonomes et admettent aussi I'application
de paramétres non holonomes.. Dans ce cas-1a, bien entendu, la varia-
tion et la différentiation ordinnaires ne peuvent pas étre permu-
tées ce qui tient & l'impossibilité de construire un parallélogramme (fer-
mé) infiniment petit dans un espace non holonome. Néanmoins, si l'on
remplace ces deux opérations par la variation et la différentiation a}?-
solues, correspondant & la connexion riemannienne non. holonome, indui-
te dans I'Univers, on peut. les regarder comme é&changeables et la dé-
duction des équations du mouvement, en partant des principes {6) ou (7),
ne différe pas, en forme, de celle que l'on applique aux systémes et pa-
rameétres holonomes,

En terminant le mémoire, j'ai signalé quelques analogies de mare-
présentation de la mécanique absolue dans I'Univers avec la dynamique
relativiste de Minkowski.

Notations.
Je supprime conséquement les chiffres de sommation et je me sers

des cinque espéces d'indices:

L, 1+, v; ®  prenant les valeurs: 1, 2, . 1
“, B, 7.8, " " " 0,1, 2 n
iyjick, Lir " " 1 2 m
a, b, c,d, e " » " 0,1, 2, . m
K " v 1, 2, ]
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Je désigne par 0y, 0,, 0, les dérivées da 9

' oxe
L 0 0 @ 0
9 _ _9 __pe O . ires
y By ow ' o a5t Par ZA[,\H] la différence

Ay — Ay et de méme pour les autres indices.

ot

dérivées

CHAPITRE L

APERCU DE QUELQUES NOTIONS DU CALCUL DIFFERENTIEL
ABSOLU,

1. Géométrie d’une variété plongée dans un espace de Rije-
mann. — Considérons un espace de Riemann ) Vu a4 n paramétres
indépendants x' (v=1, 2, . . . 1) doué d'une métrique réguliére

(8) ds?= & d X d x*

et d'une connexion définie par les différentielles absolues des vecteurs
v’ et wy:

Dv'=vy, v'd=dx" I {7'}*} vhd x,
9 ;

Dw, =y, w, dx* = dww—{"‘{‘} w, d x¥,

oy, signifie la dérivée covariante (absolue).

Si 'on assujettit les paramétres X’ & n—m conditions indépen-
dantes

(10) @0, K=12 ... n-m,

on obtient une variété a m dimensions V,, dont les points peuvent étre

déterminés par les m paramétres indépendants ¢*(k=1, 2, ., . m).
Posons

(11) x'=B"(g" ¢ ... ¢,

(12) 0:B’=BY,

de sorte que

(13) dx¥=BYdq'.

*) Pour les détails voir Cartan 2,
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Alors 1'élément lindaire de la V;, prend la forme

(14) ds?=g'ndqtdq (g'.r.vz=B;)~; BY g3,).

L2s ¢’ étant indépendants, on tire de (10) les équations

(15) @ B} =0
ol on a écrit
(16) (b;’f =g, X,

La métrique dans la V, supposée réguliere, on démontre aisément que
celle de la Vi, l'est encore (Horak 8, p. 10). On peut donc définir le
tenseur contravariant g'“au moyen de la condition

(17) gug" =By B} g, gt =B ={5i=k.
Désignons

(18) B, = Bi g, 8"

de sorte que

(19) B! B = Bj,

et introduisons les quantités )

(20) B,=B, B,

vérifiant les relations

(21) B/ BL=B:, B!B,_ g,

(22) @ B =0.

Or, la projection d'un vecteur v” sur la V, que je vais appeler compo-
sante fangentielle du vecteur ¢, est définie par les composantes (Schou-
ten I p. 181):
(23) o= B,' o
et, pour un vecteur covariant, on a

(24) v, =B w,

d'od V'on voit que les vecteurs tangents a la V}, remplissent les relations

(25) 2’ = B,’ -‘0)‘, wy = B; w,

La composante tangentielle — considérée comme vecteur de la Vi —
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peut étre exprimée évidemment au moyen des 7 composantes seulement;

(26) v =B,v"=B;v", w;=Bjw)=5Bw,.
D'aprés ces formules, on peut aussi calculer les composantes tangen-
tielles des différentielles absolues des vecteurs ¢, w;, supposés tan-

gents 3 la Vi

(27) D'v=B,Dv', D'w=B:Duw,,
ot 'on a posé
(28) =B 7, Wy == B; w; .

En effectuant les calculs, on obtient

(29) Dvi=dv {8 vidgt, D'wy=dw— Y wdg,

les jf"'}' désignant les symboles de Christoffel rattachésalaforme (14).
On exprime ce résultat, en disant que la connexion riemannienne, défi-
nie dans la V), induit dans la V,; de méme une connexion riemannien-
ne (Schouten 7 p. 182),

Les différences
[30) 1’,,‘I= ,Z,V o ,Z'l‘/
constituent un vecteur dont la composante tangentielle est nulle et je

v 1
vais le désigner comme composante normale du vecteur v”. Si l'on pose

our )-:-‘4
(31) C=A—B), A={ "=
on a
(32) "= v

et I'on peut définir la composante normale d'un vecteur covariant w
comme suit

(33) w = Clw,,

De (22), on tire les relations analogues a (26):

K K npp B Y i e (DR gyt
<1>}.L ot = ((DP- B -+ (I)l* C)‘) yh = ([)IL v

ce qui suggére de déterminer la composante normale du vecteur 7 par
les 71— m quantités (Cf. Hordk 6 no 2):

(34) oK = Xy,
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2. Vecteurs courbures. — Etant donnée une courbe sur laquelle
les x* sont des fonctions dérivables de son arc s, les expressions
dxv
P
ds

sont les composantes du vecfeur unitaire tangent a4 la courbe.
férentiation absolue, nous aurons le vecteur

Par dif-

D Ddx a2 x¢ -0y dxhdxe
35 =" — e il ) L8 AT
(35) as ds? ds? +{"1 ds ds

que l'on appelle vecteur courbure de la courbe (Schouten / p. 176,
182). Ce vecteur est normal & la tandente, puis qu'on a

D{i,i)=2i,Di"=0,

et il est évidemment situé dans le plan osculateur de la courbe, Done
%’ donne la direction de la normale principale et sa grandeur définit
la courbure elle-méme,

Cela étant, imaginons une courbe, situse toute entiére dans la V.
Le vecteur unitaire tangent & la courbe vérifie les conditions

(36)

¥ == B i*
et peut étre aussi défini par les m composantes
il — dl]’ — Bl [.'./',

as "
Au contraire, le vecteur courbure n'est pas tangent, en général, a la
Vi et il peut s'écrire, en vertu de (30), sous la forme
(38) Ry =RV ™,
La composante tangentielle kv peut étre appelée vectenr courbure géodé-
sique (ou relative), car sa grandeur donne la courbure de la courbe con-

sidérée comme tracée dans la V,,. Il est bien déterminé aussi par les
m composantes

s, y; D l,"/~
(39) k= Bll — Bf E:g”
lesquelles deviennet, en raison de (27),
(40) pi— D1
) ds
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Pour le vecteur £™, on adopte le nom de vecteur courbure forcée, en
appelant vecteur courbure absolue le vecieur R’ qui d'aprés (38) est la
somme des vecteurs courbures géodésique et forcée (Schouten !/
p. 182). Pour obtenir une expression de & différentions 'équation (36).

D =B, Di*+*DB;,

ce qui donne par égard de (38) et (39)

. DB;
" ik o
(41) B e
3. Variété non holonome ?), — Remplagons les équations (10)
par un systéme de Pfaff
(42) fdxi=0, K=1,2 ...0—m,

supposé non intégrable et n'admettant pas de combinaisons intégrables,
Alors les fonctions ®F, remplissant les équations (16), n’existent pas et
les valeurs des paramétres Xx» sont arbitraires, tandis que leurs diffé-
rentielles sont soumises aux conditions linéaires homogénes (42). Nous
disons que ces équations définissent, dans notre espace de Riemann,
une varlété non holonome Vi'. Chaque point de l'espace V) peut étre
considéré comme élément de la V7', au contraire les déplacements tan-
gents & la V' doivent satisfaire aux conditions (42).

Dans ce cas, on né peut plus trouver des paramétres indépendants
¢ liés a fous les paramétres %’ par des relations holonomes. Cepen-
dant, en vertu de (42), on peut exprimer les n différentielles dx" au
‘moyen de celles de m paramétres non holonomes ce qui nous écrivons
sous la forme
(43) dx’=B]dd¢,
les fonctions BY qui interviennent dans (11) et (12) n'existant pas.

On s'assure aisément que les résultats obtenus au no 1, en cas de
conditions holonomes, peuvent étre étendus encore pour une variété
non holonome, Pour cela il faut seulement observer que cette fois

0; B} + 0, B}

}) Pour les détails voir: Schouten 2, 3; Vranceanu /, 2,3 4 Hordak 3 4
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ce qui entraine, pour la connexion induite dans la Vi, une expression
plus générale que celle {29) ¥):

(44) D'vi=dv 1 0hvidgt, D'wj—duwj—-8hwdqg*
ol

(45) O = ")V A+ Oy + g &7 N + g/ g™ 11
(46) Wy = B (0« B} — 0; B})) = 2B o B},

J'appelle variété non holonome de Riemann une telle variste V"
de la connexion définie par les équations (44), (45), (46).

On peut reprendre les raisonnements du no 2 pour une courbe
dont tous les ¢léments sont tangents & la V7 et définir les vecteurs

courbures géodésique et forcée ce qu'il serait inutile de reproduire
de nouveau,

douée

CHAPITRE IL

MOUVEMENT DE SYSTEMES SCLERONOMES DANS L'ESPACE
DES CONFIGURATIONS.

4. Généralisation des lois du mouvement de Newton.
Considérons un systéme scléronome et holonome a 7 paramétres indé-
pendants x* dont la force vive est une forme définie positive de déri-
vées par rapport au temps x”:

(47) 2T = a5, x" x*,

Si l'on envisage l'ensemble des configurations du systéme .comme une
variété & n dimensions, en l'appelant espace des configurations, on peut
fair correspondre & chaque configuration un point représentatif, de sorte
que le mouvement du systéme soit représenté par une courbe que nous

appellerons frajectoire du systéme. Le long de la trajectoire, les XV

sont des fonctions du temps % on peut donc regarder les X’ comme
composantes du vecteur vitesse du sysiéme et les @), comme celles d'un
tenseur que j'appellerai fenseur d’énergie. En le choisissant comme ten-
seur fondamental &y qui définit la métrique, les composantes co-
variantes de la vitesse s'écrivent

T

dgx*

ST
@, X

) Hordk 3§§6, 7 4 p. 4.
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Elles se confondent donc avec les composantes du vecteur

0T

A

L

que nous appellerons quantité de mouvement du systéme. Si l'on suppose
de plus que la variété des configurations soit un espace de Riemann,
on trouve en vertu de (9) que les composantes covariantes de l'accélé-
ration peuvent &tre mises a la forme

D {7:_=_d,(if )
dt  at

\

9T ")
ox~!  oxt
de sorte que les équations de Lagrange deviennent
148) D,

FrEERe Y
(es X, désignant les forces généralisées de Lagrange. Nous les re-
garderons comme composantes du vecteur force (donnée) appliquée
au systéme,

Supposons maintenant que le systéme soit assujetti & des liaisons
non holonomes, de la forme (42), réalisées par une force de liaison aux
composantes X; . Nous ferons I'hypothése habituelle que ces liaisons
soient parfaites, c'est-d-dire que le travail élémentaire de la force
de liaison soit nul pour tout déplacement virtuel compatible avec les
liaisons:
(49) Pisxh = 0,

Les équations (42) définissent dans l'espace des configurations une
variété non holonome de Riemann V)’ & laquelle tous les déplace-
ments virtuels sont tangents. Je vais la désigner briévement comme
espace virtuel du systéme. Cet espace devient holonome, si les liaisons
le sont aussi, dans le cas contraire, il est non holonome. Les liaisons

stant parfaites, la composante tangentielle X, =0, autrement dit:

(I) La force de ligison est normale a l'espace virtuel du systéme,

Les équations du mouvement pour le systéme soumis aux liaisons
(42) s'obtiennent, en ajoutant dans (48) 4 la force donnée celle de
liaison

I ]
(50) Dh_x 1 x.
at

5 Cartan 2p, 42,
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D'aprés ce qui précéde, on a

’T

Dl e,

di
et si l'on introduit les paramétres non holonomes au moyen des équa-
tions (43), il s'en suit
= D' p;
(51) : B—q

dt

ou . )
=B, Q=B X, =X,
Tenant compte des équations (44), (45), (46) et de la suivante

(52) 2T =g'ngtq',

3 ak
exprimant l'énergie cinétique du systéme en fonction des x” et q":% .

les équations (51) se traduisent par le systéme %)
d(oT , 0 o
—(—— —0x T +2—-*T.5(k3}1111=Qk‘
dt 0 xh

(53) '

\

Les ‘équations (48) et (51) expriment une loi générale de la Méca-
nique, valable pour n'importe quel systéme scléronome:

(II) Le changement de la quantité de mouvement d’un systéme est
égal & la force donnée.

Cette loi, dans toute sa généralité, a été énoncée pour la premié-
re fois par l'auteur (Horak !/ p. 36, 40; 4 p. 7). Si la force donnée
est nulle, l'intégrale premiére des équations (48) resp. (51) s'écrit

T==const. resp. 7" =const.
et les équations du mouvement deviennent

Dcix7~__0 D'dg*
d s ds®

(54) 0

de sorte qu'on parvient a la loi d'inertie:

(III) Un systéme, supposé n'éfre soumis a aucune force donnde, se
meut dans I'espace virtuel uniformément sur une géodésique. )

° Horédk I p, 36; 4 p, 8, Les équations (53), sous une forme légérement plus
spéciale, on été déduites déja par L. Boltzmann (Wiss. Abh,, I, p. 692).

) Horak 7 p. 36; 4 p. 8, VranceauJ, Schouten 3 p. 171,
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Du théoréme I/, on peut tirer aussi le changement fini du vecteur
quantité de mouvement; il suffit pour cela de multiplier I'équation (48)
par di et de prendre lintégrale absolue (Voir Horak 6) des deux mem-
bres entre deux instants £, et f;:

7 A
!

(t)— 1, (t)], = |_X at,

ce qui donne

o [5(2) ], destgne le vecteur quanttte de mouvement A& linstant 7,
transporté par équipollence le long de la trajectoire du systéeme au
point correspondant 4 l'instant #;. Le dit vecteur est égal 4 la quanti-
té de mouvement laquelle le systéme posséderait & l'instant #,, si,
4 partir du moment #,, le systéme n'était plus soumis a l'action de for-
ces données.

En somme, on voit que le mouvement du point représentatif dans
I'espace riemannien des configurations est régi par les lois tout a fait
analogues & celles de Newton, valables pour un seul point matériel

se mouvant dans l'espace ordinnaire.

5. Equations naturelles. — I| est bien connu que les équations
du mouvement d'un point matériel peuvent étre mises a la forme due
4 Euler:

(55) . nmy?

44}
m— =Xy,
dt n

ol /m et v désignent la masse et la vittesse du point, p le rayon de cour-
bure de sa trajectoire, X;, X,, Xy, les composantes de la force dans
les directions de la tangente, de la normale principale, de la binormale
de la trajectoire. R. Grammel (1 p. 306} a donné aux équations (55),
dites naturelles, la forme suivante

dT 27

(55bis) =X, 2 =X,
ds 4

=Xy,

0=2X,,

=X}

et je vais montrer, comment elles peuvent étre généralisées pour un
systéme.

De (50), on tire

DI, %’i— — X, d x4 Xds

t
72
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et comme

o) Da;‘uJ&P:D-;ai\p.i‘l W—=dT, X, di-—o0,
il vient
(56) AdT=X, dx",

Si 1'on désigne par i’ le vecteur unitaire tangent & la trajectoire, on
a évidemment

d x*

7 ox o xp=L

(57) ds b ods

ot L signifie la grandeur de la projection de la force sur la tangente;
donc nous désignerons par le nom de force longitudinale le vecteur aux
composantes L; == L1, .
D'autre part ‘ )
DL=Dwi)=vDi,+idv,

ol

et d'aprés (35) et (48)
DI

dov
T =tk o—i =X, .
dt L+ [I'S (S 2

Puisque 2 7==17? il vient, en vertu de {57).

2 Tk‘,_':—“/\’*l‘—— Ll, .
Le second membre, étant égal a la différence géométrique de la force
totale et de celle longitudinale, donne la composante, normale & la tra-

jectoire, de la force que nous appellerons force fransversale et désigne-
rons par

(58) To=X X, 'l = (A, — 1) X,,
de sorte que
Xy=L+T..
On a donc les 7 équations
(59) 2Tk, =T,

qui, en vertu des relations évidentes

2Tk =0, T,0=0,
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sont équivalentes & n—1 équations indépendantes.
on établit le théoréme:

En raison de (59),

(IV) Le vecteur courbure de la trajectoire d'un systéme dans I'espa-
ce des configurations multiplié par sa force vive est égal & la force trans-
versale,

Si I'on représente la force par un vecteur issu du point représen-
tatif, le théoréme /V montre que la force est située dans le plan oscu-
lateur de la trajectoire. Les équations (57) et (59) sont donc complé-
tement analogues aux équations (55bis) et peuvent étre désignées com-
me équations naturelles du systéme,

Pour un systéme soumis & des liaisons holonomes ou non, le vec-
teur courbure absolue est donné par

(60) 2Th =T, + Ty,

ot T désigne la force transversale de liaison. Si nous considérons la
trajectoire comme une courb tracée dans l'espace virtuel, les vecteurs
courbures géodésique et forcée s'expriment comme il suit:

(61) 2Th! =TT,
2Th"=T"+T".

Mais en raison de (58)

(62) T)\II=X}\Hl 7‘3"/:__)(7}‘"’

ce qui donne _

{63) 2Th! =X"+X,.

Si de plus les liaisons sont parfaites, il vient
X=X, T/=0

et par suite

(64) 2Th!=T, 2Tk"=X"+X, .

Donc le vecleur courbure géodésique multiplié par 2 T égale la composan-
le langentielle de la force transversale donnée. S'il n'y a pas de force
donnée, le vecteur courbure forcée est égal, & un facteur constant prés,
@ la force de linison. Comme l'existence de liaisons ne perturbe pas les
équations (57), ces derniéres représentent avec (64) les équations natu-
relles pour les systémes non holonomes 8),

f) BerwaldetFrank (/) ont déduit, en partant des équations de Lagran-
ge, les équations (57) et (59) pour les systémes holonomes,
14
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6. Trajectoire a courbure minimum. — Rejetons, pour le mo-
ment, la supposition faite que les liaisons soient parfaites et posons

(65) 2Tk, =T,.

Le vecteur %, signifie le vecteur courbure que posséderaitla trajectoire
du systéme, s'l n'y avait pas de force donnée; il est di seulement a l'e-
xistence des liaisons et je l'appelle donc wvecteur courbure de liaison.
Pour sa composante normale, on tire de (62}, (63) l'expression

"
L.t ” -
R

Or, le vecteur %;" se calcule d'aprés la formule (41) et en vertu de (33)
Xr=Cl X, .

de sorte que le vecteur &,”, en un point donné, est complétément dé-
terminé par les conditions de liaison (42), la force donnée et par la di-
rection de la tangente & la trajectoire. Au contraire, pour la compo-
sante tangentielle #’, on obtient, en raison de (61) et (65) l'équation

k;‘ = k}. — 57.

contenant le vecteur inconnu #’. Par suite %’ est tout a fait arbitrai-
re, tant qu'on ne fait pas d'hypothéses sur la force de liaison bien
entendu.

Considérons alors toutes les trajectoires d'un systéme soumis
a une force donnée, compatibles avec les liaisons, issues du méme point
et y ayant la méme tangente, et cherchons parmi ces trajectoires, en
existe-t-il une, telle que sa courbure de liaison soit minimum. La cour-
bure de liaison, c'est-a-dire la grandeur du vecteur &;:

k= Vi Bt

peut s'écrire d'aprés (38) sous la forme

h = ‘;a:l;kl/ __|__ E’!\I‘Elﬁ» _]_””2 kr}‘ -EII-L

et comme’ les vecteurs %', , k" sont normaux entre eux, on aura
E= 1@+ e

75


GUEST


18 Mécanique absolue et sa représentation dans I'espace-temps des configurations
D'aprés ce qui précéde, la quantité %" a pour toutes les trajectoires en-
visagées la méme valeur réelle. Donc % devient une fonction d'une seule
variable indépendante %’ et la condition pour le minimum s'éerit

B =0 ou bien rad 2} E’f* = 0.

La métrique dans l'espace des configurations étant reguliére (T est une
forme définie positive), cette condition entraine comme conséquence les
n équations

(66) Bo—= 0, )

ou en vertu de (65) -
75 =0,

Cela veut dire que la force transversale de liaison est normale a1'espace

virtuel ce qui est évidemment rempli au cas de liaisons parfaites, sa-

tisfaisant au principe de d’Alembert. Naturellement nos conditions
(67) ne disent rien sur la force longitudinale de liaison laquelle n’influe
pas la forme de la trajectoire. .

Comme la connaissance des conditions initiales du mouvement en-
traine celle de la tangente a la trajectoire, on a le théoréme:

(V) La trajectoire réelle d'un systéme soumis & [l'action de forces
posséde la moindre courbure de liaison parmi toutes les trajecloires compa-
tibles avec les. liaisons et les conditions initiales données.

En l'absence de forces données, la courbure absolue est égale
a celle de liaison, d'ot le théoréme:

(V) La trajectoire réelle d'un sysiéme, supposé n'étre soumis & au-
cune force donnée, est caractérisée, parmi foules les trajectoires compatibles
avec les ligisons et les conditions initiales, par la propriété que sa courbure
est minimum. :

Ceci traduit le théoréme bien connu de H. Hertz tandis que
le théoréme plus général V présente une étroite analogie avec le prin-
cipe de la moindre contrainte de Gauss, Cependant nos théorémes
sont purement géométriques et ne déterminent donc pas la grandeur
de la vitesse (la force vive) du systéme laquelle est donnée par 1'équa-
tion scalaire (57). En revanche, ils admettent des forces de liaisons
plus générales que celles satisfaisant au principe de d’Alembert. car
ils n'excluent pas l'existence d’une force de liaison longitudinale. Par
exemple, les théorémes V, V/ sont satisfaits encore pour un point se
mouvant sur une surface rugueuse, tandis que le principe de Gauss

n'est vrai que si la surface est parfaitement polie.
16
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CHAPITRE I
MECANIQUE ABSOLUE.

7. Notion de mécanique absolue. Dans la dynamique de systée-
mes, on peut distinguer les groupes suivants de transformations de pa-
rameétres: )

1° Transformations holonomes du type

Xw = Xw (xh]'

2" Transformations non holonomes du types d'équations différentiel-
les, supposées non intégrables:
(68) dq

Pidg.

Ces deux groupes, ne contenant pas le temps, peuvent éire désignés
comme spatiaux ou scléronomes, tandis que j'appellerai cinématiques ou
rhéonomes les transformations (holonomes ou non) lesquelles contiennent
le temps 7, mais étant du type particulier

(69)

xo = xuw(xh, #); dg Pidg -+ Pi{dt
qui laisse le temps invariant. On voit que par une transformation
rhéonome (69) I'énergie cinétique devient une fonction non homogéne
de dérivées xw ou g7, J'appelle rhéonomes les paramétres x@ et ¢" pour
les distinguer des X et ¢* que je désigne comme scléronomes et qui
peuvent étre caractérisés par l'homogénéité de la force vive.
D'une maniére plus générale, on peut introduire les 7 -+ 1
métres espdce-femporels (holonomes ou non) X%, en posant

para-

(10) dxh = Asdxe, dt = Al dxe,

les A7, A" gtant des fonctions des X, £, Les passages d'un systéme

de paramétres espace-temporels & l'autre forment un groupe que j'ap-

pelle groupe de transformations espace-femporelles. Par analogie, on ar-

rive aux m -+ | paramétres espace-temporels g%, en général non holo-

nomes, en partant des paramétres ¢* et posant

(71) dgt = Bidq®,  dt = Bid ¢,

Je vais donc définir la mécanique absolue mécanique formulée d'une ma-

niére invariante vis-a-vis du groupe de transformations espace-temporelles
17
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et non holonomes. Cette définition — la plus générale que l'on puisse
imaginer — contient comme cas particulier celle de Wundheiler qui
ne considére que les transformations cinématiques (rhéonomes).

Quant aux équations du mouvement, j'ai donnée déja leur forme
espace-temporelle (Hordk 11), mais il s’agit aussi de définir les notions
fondamentales de la mécanique d’'une maniére invariante et d'exprimer
les principes dynamiques sous une forme absolue,
propose de faire dans la suite,

8, Déplacement virtuel dans Vespace-temps. Dans le chapitre
précédent, je n'al considéré que les systémes sciéronomes dont les liai-
sons ne contiennent pas le temps explicitement et dont I'energie cinéti-
que est une fonction quadratique homogéne de dérivées des parametres.
Dans le présent chapitre, je vais m'occuper aussi des systémes rhéono-
mes, soumis & des liaisons contenant le temps explicitement, Il vy a une
différence essentielle entre ces deux catégories de systémes. Les dé-
placements virtuels de systdmes scléronomes remplissent les liaisons
préscrites au mouvement réel, de sorte que chaque déplacement réel,
correspondant & n'importe quelles conditions initiales, peut étre consi-
déré comme déplacement virtuel. Il n'en est plus ainsi pour un systéme
rhéonome. Car les déplacements virtuels, dont il est question dans
le principe de d’Alembert, supposent que le temps reste constant et par
suite ils ne sont pas, en général, compatibles avec les liaisons. Ce fait
tient 4 la définition classique des déplacements virtuels et pour le faire
disparaitre, il faudra la modifier, comme fe vais le montrer dans la suite.

Représentons une configuration aux paramétres x°, prise par le sy-
sttme & linstant # par un point de coordonnées x*, / dans une va-
riété & n1 dimensions U,q1 que jappelle espace-temps des configura-
tions. Admettons de plus que notre systéme soit assujetti aux liaisons
rhéonomes:

(72)

Clest ce que je me

P ) =0 K=1,2, ...0—m
et désignons, par égard a (16),

(73) 0y OF — ¥,

de la maniére que les déplacements réels obéissent aux conditions
(74) D dxt DX dt=0,

Or, nous définissons comme déplacement virtuel dans l'espace-temps le
vecteur infiniment petit de composantes §x*, 8¢, vérifiant les conditions

(75) Pe 4 Dl st=0,
8
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. Alors les déplacements virtuels sont assujettis aux mémes conditions

comme les déplacements réels. L'ensemble de déplacements virtuels
définit, en chaque point de 'espace-temps U,t+1, une (77 1) — direction
tangente a la variété Uny1, délinie dans Uyq1 moyennant les relations (72),
que je vais donc désigner par le nom d'espace-temps virtuel du systéme. Cela
étant, les déplacements virtuels sont soumis & la seule condition d’éire fangents
& l'espace-temps virfuel qui contient tous les mouvements du systéme
admis par les liaisons.

Si les liaisons (72) sont scléronomes, c'est-a-dire si tous les of =0,
la variation &f est arbitraire. Dans ce cas particulier, elle peut donc
étre choisie égale & zéro ce qui correspond a la définition classique des
déplacements virtuels.

On voit que les raisonnements que nous venons de faire s'appli-
quent également aux liaisons non holonomes. Ces liaisons peuvent s'é-
crire encore sous la forme (74), mais il faut se rendre compte que les
fonctions ®X, vérifiant (16) et (73), n’existent plus et que par suite l'es-
pace-temps virtuel, dans ce cas-13, est une variété non holonome.

9, Principe de d’Alembert. — Il nous faut tout d'abord ex-
primer sous une forme absolue le travail virtuel qui est une notion de
l'importance fondamentale pour toute la dynamique. Par comparaison
des équations (74) et (75), on obtient

O @ xh— xh31)=0.
Si l'on introduit done l'opérateur
F—g—at ",
at
les variations
(76) SXh=0xh—x0t, 0oft=28f—08f=0
remplissent les conditions classiques
(77) GG xh=0, sf=0.

On voit qu'a chaque déplacement virtuel Sx*, &f dans l'espace-temps
correspond un déplacement virtuel classique ¢x*, 6¢£=0, Alors pour
obtenir la forme espace-temporelle du travail virtuel, nous allons défi-
nir la composante temporelle X; d'une force X; par l'exigeance que le
travail élémentaire )
FP=X,dx -+ X0t
79
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soit égal au travail virtuel classique

FP=X,0 1 =X, (5 xh— X0 1)
ce qui entraine

(Xi- X, x0) 6t =0
et comme 67 n'est pas nul, en général, on a

(78) Xp=— X, %,

Le vecteur espace-temporel de composantes X;, X; remplacera dans la
méqganique absolue la force donnée de la mécanique ordinnaire et je
vais l'appeler force absolue. Ce vecteur présente une étroite analogie
avec la quadri-force de Minkowski; en outre, il existe une relation
simple entre la force longitudinale L définie par (57) et la composante
Xi, c'est-a-dire }
X1=— LS,
De (78), on tire )
~ X, dx+ X dt=0

ce qui veut dire: '
(VII)
Le travail virtuel étant défini, nous pouvons aborder le principe de

d’Alembert, s'exprimant par la relation ’

Le travail réel de la force absolue est nul.

X, 8 xh =
avec les conditions supplémentaires (77). Il s'en suit, comme on sait,
| Xo=Ar®f
ce qui donne, en raison de (74) et (78)

X=X, xh= — Ag Of b = A DF
de sorte que

(79) X oxh4 X 8t=0

pour tous les Bxh, &f qui vérifient les relations (75). L'équation (79)
exprime donc le principe de d'Alembert sous sa forme absolue,
s'énongant comme suit:

(VIII) Le travail élémentaire de la force absolue de ligison est nul
pour lout déplacement virtuel dans [I'espace-temps des configurations ou
bien la force absolue de liaison est normale & I'espace-temps virtuel.

80
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10. Paramétres espace-temporels. — Nous n'avons défini les dé-
placements virtuels et la force absolue que pour un systéme de coordon-
nées spéciales c'est-d-dire pour les paramétres X, £ Comme les no-
tions de la mécanique absolue ont une signification indépendante du
choix du systéme de paramétres, il faut généraliser les résultats obtenus
pour les paramétres généraux x*, définis moyennant la transformation
espace-temporelle (70). En appliquant ces paramétres, les liaisons (74)
s'expriment évidemment sous la forme

(80) Kaxr=0 (0¥ =0Fa L aka
et les déplacements virtuels satisfont aux conditions
(81) P xr =0,

La force absolue est définie par les composantes générales:

X=X, AL+ X, AL = X, (AL — 52 A7)

ce qui entraine pour les composantes de la force absolue de liaison
les expressions

(82) X, =Agd¥
de sorte que
(83) 1?0‘ X% = 0

pour tous les 8x% vérifiant (81). La derniére équation traduit le prin-
cipe de d'Alembert, tandis que la suivante ’

(84) Xadxa =0

a lieu pour n'importe quelle force.

En somme, par lintroduction de paramétres espace-temporels gé-
néraux, on a réussi & donner aux équations ci-dessus une forme parfai-
tement symétrique. Les paramétres espace-temporels jouent, dans le
cas de systémes rhéonomes, le méme role comme les paramétres spa-
tiaux en cas de systémes scléronomes. Alors les équations (80) définis-
sent, dans l'espace-temps des configurations, un espace-temps virtuel,
en général non holonome, et l'on y peut appliquer tous les raisonne-
6 Prace Matematyczno-Fizyczne, T, 42. 81


GUEST


24 e Z., Horak

ments valables pour les variétés riemanniennes non holonomes. On peut
donc aussi introduire les paraméires espace-temporels indépendants ¢°
{en général non holonomes), en posant

(85) dxe — BZ dg*,

les coefficients B? vérifiant les conditions

(86) okB* =0

La composante tangentielle de la force absolue s'écrit

(87) Q' = B% Xu

et celle de la force de liaison s'annulle en vertu de (86):

(88) Qe = BlXu =0

Remarque. Sil'on applique aux coordonnées ¥+, ¢ au lieu de
la transformation générale (70), la transformation particuliere (cinéma-
tique) (69), on arrive aux paramétres rhéonomes, le temps ¢ jouant tou-
jours un role privilégié. Ces paramétres s'obtiennent de ceux généraux
X%, g%, en prenant

Aul:]., Ai=0 ou B%:l, B;e=01

de la maniére que
X' =1,

11, Equations du mouvement. Je vais montrer, comment la mé-
thode absolue que je viens d'expliquer, se préte pour déduire les équa-
tions du mouvement les plus générales, Considérons un systéme de

P L. n P .
points matériels, — en nombre, et désignons par x* leurs coordonnées

cartésiennes ef par p3 = (m J;J))_ leurs quantités de mouvement. On aura

8 r=tpw, 2L L, 4L _
(89) P PPN P 7t X
(90) 0T g 9T 9% _0T"

o x+ dxt 0 ¢° aqe
82
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Le principe de d’Alembert s'écrit

(X — p)dx =0,
ou en raison de (76)

(X, — plaxt + (— Xk paNst =

En tenant compte de (78) et (89), on arrive a la forme absolue du prin-
cipe de d'Alembert '
ar ) 8t =0,

©1) 6 — myos +()a o

les 8xh, &¢ vérifiant les conditions de liaisons (75), rhéonomes et non

holonomes. Introduisons les paramétres espace-temporels en général
non holonomes
{92) dx = Bldge, = Bhdge
et choisissons les coefficients B (x},
soient indépendants ce qui donne

f) de la maniére, que les dg°

55, + OfB, =
En raison de (75), on peut écrire
txh = Bioge, &t = Bhige

et I'équation (91) devient
| — Bt + (x4 ‘;—Z) Bog = 0.

Comme les @4* sont indépendants, nous arrivons aux m -+ 1 &quations:

pBL — ” 2L g — x,B" 1+ x,B..
Le second membre n'est que la composante tangentielle de la force ab-
solue @', définie moyennant {87), et de plus

4 . ..
pB= ’r (py. BY) — 1.0y Big®

d/(o0T 4 c?T oT
= ——— BN — = g h b
dt <0x' “> 0x Byg +dx

(0a Bh gt — 9y BL ¢ b)

83
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Tenant compte de (92], on peut poser

oT
d X

6B = L 9,8 = 9,7

oit T’ signifie 'énergie du systéme exprimée en fonction des x*, £,
¢°. En somme, on arrive en vertu de (90) aux équations

CON 6T) aaT'-—dlBrH e Bhg* = Q.
0q° dt

La dérivée 0, est définie au moyen de l'équation
s = B%da = B0, + B.o;,

mais nous pouvons simplifier les équations (93) en introduisant, pour
les paramétres espace-temporels, le symbole

d

o = 0o + BS d~Bm+B’ ("’+ dlf)

Alors AT
0T 5.5 +

0, T = dat

et les équations du mouvement prennent la forme

_d(ar'
0 ¢

(93 bis) ) — 0T 42— l)[a Bb] ¢ = Q.

analogue A celle des équations de Lagrange-Euler, valables pour
les paramétres scléronomes.

Si l'on choisit, d'une maniére particuliére, g° == £, les paramétres
deviennent rhéonomes (Voir la remarque, & la fin du no 10) et les equa—
tions (93) secrlvent‘

d (0T 0T I oT ., i

— = — o T 4 2 —— dy By q¢* 2 —— 0y By = Q,
(dq’) T 4 T naq* + g duba Q"

(94)

4y T 9T 5 gl o — 4T o o
T (b0 q b40) T 2 ) dy By q T + Q%
ott l'on a posé

T = bug* ¢ =+ 2 biog* + by .
84
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Les équations (94) — avec une notation légérement différente — figu-
rent déji dans mes travaux antérieurs (Hordk 4, 11), tandis que les
équations générales (93) sont équivalentes aux équations (31) du dernier
travail lesquelles je n'y ai indiquées que sous leur forme implicite, tra-
duisant la loi généralisée de Newton: Le changemeni de la quantité
de mouvement est égal a la force espace-temporelle.
Il reste a4 remarquer que, dans le cas de systémes scléronomes,
aT

— = Xy %
dt

et les équations (93) deviennent, en vertu de (87),

df{oT’ orT W
95 — - — 0, T’ 2 —— 0. Bpg* =
( ) dt ( dl]a) a + 9 2 [e Do)q Qa
ou l'on a écrit )
Q. = X; B,
Donc les équations espace-temporelles — pour les systémes sclérono-
mes — ne différent point en forme de celles valables pour les paramé-

tres scléronomes. En cas de systémes holonomes, en peut introduire
les paramétres espace-temporels holonomes Xx* et les équations (95)
prennent la forme due & Lagrange:

i(”)—dﬂ:)@.
0 x=

Si enfin le systéme est conservatif, on aura
Xom= — AL g V= —0a V,
V étant le potentiel. En désignant par L la différence 7— V, il vient

i(”)_au:o
J xe

Donc ces équations bien connues restent valables encore pour les para-
métres espace-temporels ce qui a été signalé déja par Hostinsky (Z).

Remarque. Nous avons déduit les équations (93) en choisissant
pour les x* les coordonnées rectangulaires des points du systéme. On
s'assure aisément que les équations (93) restent valables encore, si les
xh signifient les paramétres scléronomes généraux, holonomes blen
entendu,
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- CHAPITRE IV,
LIGNE D'UNIVERS D'UN SYSTEME MATERIEL.

12, Géométrie de PUnivers. Dans le chapitre précédent, nous
avons jeté les bases de la mécanique absolue et de méme donné les
équations absolues du mouvement de systémes matériels généraux, va-
lables pour des paramétres espace-temporels quelconques. Les seconds
membres de ces équations sont des composantes covariantes d'un vec-
teur espace-temporel que nous avons appelé force absolue. Il est donc
évident que les dites équations sont covariantes vis-a-vis de transfor-
mations espace-temporelles (en général non holonomes) et indépendantes
du choix de paramétres. D'autre part, les premiers membres de nos
équations sont assez complexes et nous n'y avons donné jusqu'ici -au-
cune signification intrinséque. Pour I'obtenir, nous -allons définir dans
I'espace-temps des configurations une métrique riemannienne

do? = ga)g dxe d xP

de telle maniére que l'élément linéaire do soit égal & celui du temps
absolu . A ce but, choisissons les paramétres scléronomes: x, X° = ¢
et supposons do® sous une forme analogue de l'élément linéaire de
I'espace des configurations

et do? = ay, dxh dx* + o(B)de,

¢ étant une constante réelle. En y portant df au lieu de o, on aura

¢ = B ol
d’ott

o(f) = ¢ — 27T = ¢t — 2%,

v étant la vitesse du systéme dans l'espace des configurations. Donc

(96) do? = 21? &, dohdxt 4 (1 — 20)d*

ot ©(f) signifie 1'énergie cinétique exprimée en fonction de la seule
variable ¢, divisée par c?

o) “) = L.
. ¢

Ta fonction ¢ n'est donc pas connue a priori, de sorte que le tenseur
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fondamental de l'espace-temps
1 . I3 .
g8) Bap = — @y, A, AY (1 — 27) AL A

contient la fonction T, inconnue i l'avance, laquelle ne peut étre déter-
minée que si 'on connait le mouvement du systéme. Je vais appeler
Univers du systéme 'espace temps- U, 4.1 doué de la métrique (96) qui
est évidemment réguliére, tant que I'on choisit

(99) 2> 2T, c'est-a-dire ¢ >v

ce qui est toujours possible et ce que nous allons supposer dans la
suite. Le mouvement du systéme s'interpréte par une courbe que j'ap-
pelle ligne d'Univers du systéme. D'aprés ce qui précéde, l'élément li-
néaire de la ligne d'Univers est égal & celui du femps absolu qui est
alors défini d'une maniére invariante, mdependamment du choix de pa-
ramétres espace-temporels,

L'Univers du systéme est une variété riemannienne dont la géomé-
trie dépend du mouvement du systéme. L'Univers se déforme sous!'in-
fluence du systéme. Les choses se passent pareillement dans la théorie
de la gravitation d'Einstein od la métrique de 1'Univers est définie
au moyen des ,équations de champ” qui contiennent le quadri-vecteur
vitesse, déterminé par les équations du mouvement dont la formation
suppose la connaissance du tenseur fondamental. Par conséquent, la
métrique de 1'Univers einsteinien dépend du mouvement réel du point,
inconnu a piori.

En introduisant la métrique (96), nous avons réussi a inlerpréter
I'élément du temps absolu d’'une maniére invariante comme I'élément liné.
aire de la ligne d'Univers. Or, nous allons choisir 6 =17 et remplacer
t par l'arc o partout o £ joue le rdle de la variable indépendante, tan-
dis que nous garderons pour le paramétre temporel les notations anté-
cédentes: ¢ ou x° ¢°

Par analogie de l'énergie cinétique, nous définissons I'énergie {ciné-
tique) absolue du systéme la forme:

(100)

Elxr d x1 _c_“g dx* dxB-

' 2 °% do do
Si I'on appelle de plus vifesse absolue du systéme le vecteur de gran-
deur constante

(101) dx=

%= = ie,

G
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il vient

1 . c?
(102) E=;gag_cacﬁ=;'

c'est-a-dire [I'énergie absolue est égale au demi-carré de la vilesse absolue
du systéme et donc constante. D'aprés (99), la vitesse absolue est-toujours
plus grande que la vitesse réelle du systéme et il en est de méme avec
I'énergie absolue.

13. Equations naturelles de la ligne d’Univers. Pour déduire
les équations de la ligne d'Univers, commengons par considérer un sys-
téme holonome et scléronome a n--1 paramétres espace-temporels
xM x%=¢, Les équations du mouvement du systéme s'obtiennent des
équations (93) en posant

B)a\={1slia=)\‘3[={lsia=.0
Osiaz= A @ Osias=0
ce qui donne
djoT . d|oT daT
—_) = =0, T=X,, || —0, T— ——= X,
dt(axl) * g dt(dx") 0 a0
ou .encore

(103) d (ﬂ)"akT=X)u*—ﬂ=Xo-

do\ai dt

Par spécialisation de la formule (98), on tire de (100)

(104) E=T4+¢ [%—c ) ] )2
Alors
dE oT
== O E=01T,
i o "t -
0E . 0E o @ dT
0i°—c (t =2, ax0 ¢ dx® t’
de sorte que les équations (103) deviennent
d [8E d |0FE
105 — =)= E=X, , —|—|—0,E=
(108) dc(di“) : - dcs(@i“) WE=4
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Or, nous savons que les équations de Lagrange sont équivalentes
aux équations covariantes (48); il est donc visible que les derniéres
£quations s'écrivent sous la forme '
d
DB\
ds \ 01°

= A

(106)

D [0E
ds \0i*
ol l'opérateur D signifie la différentielle absolue correspondant & la

connexion riemannienne définie dans I'Univers et le vecteur

IE IE
FYARRACE

{107)

=N

a4 ‘o

joue le réle de la quantité absolue de mouvement. D'aprés (107), les équa-

tions (106} sont indépendantes du choix particulier de paramétres que

nous avons fait et par suite on aura pour n'importe quels paramétres

espace-temporels

oD _
do

Xll

oit l'on a remplacé, en vertu de (101), la vitesse absolue par le vecteur
unitaire i, tangent 4 la ligne d'Univers. Or, si l'on désigne pari%, le
vecteur courbure de la ligne d'Univers, on aboutit, en raison de la défi-
nition (35), aux équations

(108) Gry=X, .
Ces équations expriment la loi invariante:

(IX) Le vecteur courbure de la ligne d'Univers, multiplié par le carré
de la vitesse absolue (constante) est égal a la force absolue.

Nous les appellerons équations naturelles, car elles expriment la
courbure de la ligne d'Univers au moyen de la force donnée. Le vec-
teur courbure étant paralléle 4 la normale principale (voir no 2}, les
équations (108) montrent que la force absolue est normale a la ligne
d'Univers (théoréme VII).

Nous avons supposé que les paramétres X, f soient indépendants
et donc les x* le sont aussi. Lorsqu'on assujettit le systéme aux liaisons
non holonomes et rhéonomes {80), réalisées & 1'aide de la force de liaison
(82), les équations naturelles prennent la forme

(109) ety = X+ Ax Oy
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Pour en éliminer la force de liaison, calculons la projection du vecteur
courbure sur I'Univers virtuel UT$}. J'entends sous ce nom 'espace-
temps virtuel doué de la métrique riemannienne, induite dans Uy T} par
celle que nous avons définie dans 1'Univers du systéme moyennant (96)
ou (98). La projection du vecteur courbure sur U,’,"i} est égale a sa
composante tangentielle %', que nous pouvons exprimer,d'aprés (26), au
moyen de 71 composantes ', relatives aux paramétres ¢¢ définis par
(85); cela’ donne 1'équation analogue & (39)

(110)

Donc en raison de (109)

P % o
wWe=B%, .

2,7

= B X, + Ay BB
et d’aprés (86} et (87)
(gt en=q,,
Ce sont les équations naturelles de la ligne d'Univers d'un systéme gé-
néral — non holonome et rhéonome — valables pour des paramétres
espace-temporels indépendants non holonomes. La ligne d'Univers est
toute entiére située dans 1'Univers virtuel Uy L] et peut donc étre con-
sidérée comme courbe tracée dans cette variété non holonome. A ce
polfxt de vue, le vecteur (110) représente le vecteur courbure géodésique
(voir no2) et les équations (111) se traduisent par le théoréme:
' (X) Le vecteur courbure géodésique de la ligne d'Univers est propor-
tionnel & la projection de la force absolue sur I'Univers virtuel.
o C‘e théoréme ou bien les équations (111) donnent une significﬁtion
intrinséque aux équations absolues du mouvement (93) et donc, en par-
tant.de (111), on revient nécessairement aux équations (93). De (40),
on tire pour la courbure géodésique

D b
=_(grabdq )

(112)
* do do

%I

ot d'aprés (98)
1

g’a,,:gagB‘;BE=EamBﬁB;f+[1——2':(t)]BéBZ.

En se servant des formules (44), (97) et si l'on songe que

(113) aﬂr=iiiBi

dt -

on déduit, en effet, de (111) les équations
90
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14, Autres formes des équations de la ligne d’Univers. Je vais
montrer qu'il est possible de ‘donner aux équations absolues encore
d'autres formes explicites, représentant des extensions espace-tempo-
relles des équations de Lagrange-Euler, dHamilton, d'Appell

Pour arriver i la premiére, il suffit d'écrire, en vertu de (112),

:—‘D’

LYoag,, it

. ds( gab )

et en raison de (100)
2E=c2g,pBe By Pit=c2gap i .

2,7

[ P

Si I'on désigne donc par E'(x*, i9) 1'énergie absolue exprimée en fonc-
tion des x*, i%, les équations (111) entrainent

D' OEN
E(ai“)—Q”

et, en regardant les équations (51), 53, an s'assure que l'on peut écrire
d [QE ) -
d_d(aqa)-aaE +2'a7;a[a3b]qb=Q a’

(114)

Alors on obtient les équations absolues des celles ordinaires en rem-
placant 'énergie et la force.par l'énergie et la force absolues.

Il reste & remarquer que dans (114) intervient la dérivée de la
fonction t (£). Mais on peut—les équations {114) déja formées — porter
dans (113} au lieu de ? la variable indépendante 5, de sorte qu'il faut

6 termi 3 s iog, &
déterminer, outre les paramétres, encore la valeur de la dérivée 75,
G

fonction de 6. Or, il suffit de tenir compte de la derniére équation (92),
en l'écrivant sous la forme

1 a
do =B, t-it]
pour avoir avec (114) les m 41 équations nécessaires & déterminer les
paramétres et ¢ en fonction de la variable indépendante o.
Pour obtenir la forme absolue des équations canoniques, posons
0 _

ce= Jy=1C%,,
aie

2P =Lgw 1,
2

On a évidemment
gl
2
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et de plus
20, '=—1—2/b1daag"’d=g'edie]baag'bd.
c

Mais
gled 0o 8 =—g" 08, g'ea,
de sorte que
20, F=—¢ iy g’l’d()a g’gd"—‘*- c2idje 0a g’gd .
et donc
0 F'=—0,F'.
En outre
oF 1 . i
= pglab [, — fab17=la=____
al, ¢ g7 h=2&"h

do

et les équations (114) deviennent alors

dl,
do

s=—0,F'—21, 0, B i* + Q.
Mais
l,=B; [,
et en vertu de (46)
2 B, 8y, By =115, .

On a donc en somme les.2m -2 équations canoniques

de _OF Al _oF

e OF |
4o il P aqa““abo[cajb"{"QAu

valables pour n'importe quels paramétres espace-temporels, Par appli-
cation aux paramétres rhéonomes, on en tire les équations canoniques
données par l'auteur antérieurement (Hordk <, p- 18). Pour les syste-
mes scléronomes, on obtient les équations déduites par Péschl (I) et
si le systéme est aussi holonome, nos équations prennent la forme de
celles dHamilton.

En terminant, je vais montrer que méme les équations d'Appell
peuvent s'étendre & des paramétres espace-temporels. En raison de (44),
le vecteur courbure géodésique a pour expression

W= Z]“ + 85, fjl’ ’Ib .

Si l'on pose
ct ’ T e
S= > & e WO we,

il vient
as
o7

ne !
- o »,Ibal“c..._ca 1l — o2
8 be % 02]”—— gt =c2ny
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et les équations naturelles (111) prennent la forme

— Y
Fpe =Q’,
la fonction d'Appell généralisée S s'interprétant comme demi-carré de
la courbure géodésique de la ligne d'Univers, multiplié par c2,

15, Ligne d’Univers a la moindre courbure. — Les équations
(111) déterminent la courbure géodésique de la ligne d'Univers. Pour
obtenir la courbure forcée, formons les composantes normales des deux
membres de l'équation (109). Nous aurongs, d'aprés (82),

(115) ) =X"+X,

oit l'on a posé X,”"=UX,, puisque la force de liaison X, est identique
a sa composante normale. De (115) et (111), on tire le résultat suivant:
(XI) Sile systéme n'est pas soumis & aucune force donnée, le vec-
teur courbure forcée de la ligne d'Univers est égal (@ un facteur constant
prés) a la force absolue de liaison, tandis que la courbure géodésique
s'annulle. Cela veut dire: (XI') La ligne d'Univers d'un systéme, supposé
n'étre soumis d aucune force donnée, est une géodésique tracée dans I'Uni-
vers virtuel. .
La courbure géodésique ne dépend que de la composante tangen-
tielle de la force donnée, tandis que la courbure forcée depend de sa
composante normale et de la force de liaison. Or, je définis le vecteur

courbure de liaison %, moyennant la relation
(116) =X, =ctn,— X,

ce qui rend possible de décomposer le vecteur courbure en deux vec-
teurs, I'un étant da a la force donnée, l'autre 7, & celle de liaison.
Pour ce dernier vecteur, je vais démontrer le théoréme suivant:

(XII) Parmi tous les mouvements compatibles avec les liaisons ef
avec les conditions initiales données, le mouvement réel d’'un systéme quel-
conque, soumis & l'action de forces, est caractérisé par la propriété, que
la courbure de ligison de sa ligne d' Univers est minimum.

On voit que les lignes d'Univers, correspondant aux mouvements
considérés, sont issues du méme point et y ont la méme tangente. Or.,

la courbure forcée est donnée par la relation, analogue a (41),

D&l

DY g—
Am = [B i
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d'oit 'on tire le théoréme de Meusnier, exprimant que toutes les
lignes en question ont la méme courbure forcée °). D'autre part, on
tire de (116)

Do M __ 2 M ”
2, =ctv, X,

de sorte que la composante normale du vecteur courbure de liaison est la
méme pour toutes les lignes admissibles, c¢'est-3-dire constante pour no-
tre probléme. Cette condition s'exprime, en vertu de (34), au moyen
des n—m relations

{117) %K = OXyn = const.
et si I'on considére au lieu de la courbure de liaison son carré
T g,

il s'agit de déterminer les n--1 variables e, vérifiant les conditions
(117), de telle maniére, que la fonction *? soit minimum, La solution
est donnée évidemment par I'équation

28,47 — 20 L =0
ou bien
Ty = hie DX
ce qui est, d'aprés (116), complétement équivalent au principe de
d'Alembert sous la forme (82).

Lorsque le systéme n'est soumis & aucune force donnée, la cour-
‘bure (absolue) se réduit a la courbure de liaison d'oit le théoréme:

(XIII) La ligne d'Univers représentant le mouvement réel d'un sys-
téme, supposé n'élre soumis & aucune force, posséde la moindre courbure
parmi toules les lignes d'Univers compatibles avec les liaisons et avec I'état
initial donné.

Ce théoréme — équivalent a (X/) — généralise le théoréme
d'Hertz (VI) pour 'Univers, tandis que le théoréme (X//) — l'analo-
gue espace-temporel de celui (V) peut étre envisagé comme la forme
-absolue du principe de la moindre contrainte de Gauss. En effet, le
carré de la courbure de liaison, écrit sous la forme découlant de l'équa-

tnion (116)
- X Xﬁ
B g (7 ~ _c.?) <7,6 _ 7:“)

) Par égard de l'équation (115), il s'en suit le théoréme de Wundheiler
(2, no 30) qui n’est donc qu'une conséquence du théoréme de Meusnier appliqué
4 1'Univers,
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A

correspond dans I'Univers & la contrainte de Gauss, définie pour un
systéme de points matériels par la somme:

2 TNy
D e e A e I

m m m]| |
16. Variation absolue.—C’est dans mes travaux antérieurs (Ho-
rik 4, 5) que j'ai montré quelles avantages présente, dans la dynami-
que des systémes, l'introduction de la variation covariante, 1l en est de
méme dans la dynamique absolue, Le déplacement virtuel est un vec-
teur, mais le changement correspondant d'un vecteur, calculé d'aprés
ies régles de la différentiation ordinaire, ne l'est plus. Pour représen-
ter la variation d'un vecteur de 1'Univers 7* de méme par un vecteur,

il faut considérer 'expression analogue i (9)

(118) AW=VTwa7=8fuu—|—{i}’} B X7

que j'appelle variation absolue. Cette définition suppose, bien entendu,
que les paramétres x¢ soieni holonomes et j'adopte cette supposition con-
séquement dans la suite. La composante tangentielle & |'Univers vir-
tuel du.vecteur (118) s'écrit d’aprés (23)

(119) Alye = By AP

et je vais la désigner comme variation virtuelle. Les dites variations de
vecteurs covariants sont définies d'une maniére analogue.

Appliquons la définition (119) & un vecteur @@ supposé étre situé
dans 'Univers virtuel U',?:t} 1l vient d’abord, en vertu de (25),

{120) we = Bj wf
et l'on peut écrire
A we = B Awf = A (B wf) —wf A B
Or, on définit l'affineur (Schouten I, 8)
‘ " & b o
(121) Hyy =B, BgV,. B;
et donc

Hi" sx1=BjA BS,

(122) Al o == A o — H,;,lém wh? & X7
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ou bien d'aprés (118} ‘
(123) 8o =B awe (1) — H ") aof & 7
et il est évident que la différentielle admet I'expression analogue:
(124) D'we=dwe+ ({71} — Hy#)wf dxt
Par analogie, on déduit pour les composantes covariantes
D' wg=Dwyp —Hﬁﬁ w, dx’,
Nawg=Awg— H,%5 w, 3 x7.

Enfin, en introduisant les paramétres non holonomes ¢% on obtient en
vertu de (26) et (44)

(125) A w? = B Awe = 8 w? - 05, w? & g°.

Par application des formules (118), (119), (122}, (123), (125) & 1'é¢lément
linéaire de la ligne d'Univers de composantes dx¢, on aura

(126) Adxu=ddxs+{FdxPaxr,

(127) A’dxa=B§Adxﬁ=Adxa—-H.;.‘gaaixﬁaxY
=sdxe () — B daPoxt,

(128) A’dqa=5dq“—|—®ﬁcdq58qﬁ_

D'autre part, les formules (9), (124), (44), appliquées au déplacement
virtuel ¢ x¢, entrainent évidemment

(129) Doxe=daxe 4 1By dxPoxr,
(130) D’Sxa=BEDBx‘°‘=D8xu—Hé,‘{“zix@ax'{
=daxet- ({1} — Hg*) dxP o,

(131) D'egi=d3 g + 0% a g g,
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En combinant les deux groupes de formules ci-dessus, il s'en suit

(132) Adxr—Doxe=5dxe—d3sxe,
(133) Adxs—D'dxe—= B} (2 dxe— d3 xe)
=0dxe—dexe 2 H " dxPoxi,

(134) Vg -Ddgr=ddge—di gt 205, dgti g,
Tenant compte de (45), (46), on trouve

('135) 2 00 =3, =2 B2 J, By

et (134) devient

(136) Ndg - D'agr=ddgr—ds g% d oo dge

La différence 8dx* —dd x* est égale, comme on sait — aux quantités

infiniment petites du troisiéme ordre prés — au changement du para-
métre x¢ qu'il éprouve pendant un déplacement le long du parallélo-
gramme engendré dans 'Univers par les deux vecteurs dx% 5x%. Le dit
parallélogramme n'est done pas ferms, que si foules les différences
8dx"—dox* s'annullent. Comme les Adx% D35 x* sont des vecteurs,
les relations (132) montrent que ces différences sont des composantes
du vecteur joignant le point initial au point final du parallélogramme,
La composante normale du dit vecteur s’écrit, en vertu de (32) et {133),

(137) Celeaxt—doxf)=2 H g dxF dx7 1)
Introduisant les paramétres ¢° et posant

ot RYRB M @
H/ul _BlzBaH-{‘E ’
on en tire

(137 bis) CH(E dsf—dbx¥) =2 Hijg dgrigh .
Or, les équations ‘

(138) Hi %=

[ha]

W, € opres o ppen€ 4 o Sprelt_ .
Car on a (,“ H"ﬁ"‘ ES H“{B , c'est-a-dire Bah' 8 =0, comme on s'assure par
exemple en multipliant (130) par B Z

7 Prace Matematyczno- Fizyezne, T, 42, 7
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expriment les conditions nécessaires et suffisantes (Schouten 2, 3)
d'holonomie de la variéts UpL, c'est-a-dire d'holonomie du systéme
matériel correspondant. Donc, pour un systéme holonome, la composante
normale du vecteur 8 dx*—ddx* s'annulle nécessairement, tandis que,
dans le cas d'un systéme non holonome, il est impossible de construire
dans 1'Univers virtuel un parallélogramme fermé infiniment petit.

La composante normale du vecteur qui compléte le parallélogram-
me considéré en un cycle fermé est donnée par {137}, mais sa projec-
tion sur 1'Univers virtuel, c'est-a-dire A’ dxx— D"8x% est complétement
arbitraire. Ses composantes relatives aux paramétres non holonomes ¢
se calculent d'aprés (134) d'otx l'on voit que les différences éd g% —ddg”
ne sont plus des composantes d'un vecteur!),

D'aprés ce qui précéde, on peut toujours choisir la composante
tangenticlle égale & zéro et nous allons donc convenir une fois pour
toutes que les déplacements virtuels satisfassent aux relations

(139) Ad x*=D'8 x*
ou bien
(140) AMdgr=D'é g,

Cela fait, on tire de (133}, (136)

(141) ddx*=dox*+2 Hpgdxf o xl,

(142) Sdgt=dégr+Njdg’dge.

Par suite, les opérations d et & ne sont pas échangeables ni pour les
paramétres holonomes X ni pour ceux non holonomes ¢° Mais la signi-
fication vraie des équations (141), (142) est donnée par les relations
(139), (140) qui peuvent étre mises a4 une forme plus symétrique, si I'on
considére les param2tres x* comme des quantités scalaires, de sorte que

Dxt=dx*, Ax"=28x"

Dans ces conditions, on peut écrire, en vertu de (120),

(143) D'x* == Bgdx? == dx*, A x*==ix"
et en posant par analogie

1) Si les paramélres x* étajent non holonomes. les relalions (132) deviendraient
analogues & celles (134). Donc les dd x* —d 3 x* ne sont des composantes d'un vecteur,
que si les parameétres x* sont holonomes.
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et en posant par analogie

(144) Drg*=dgqs, Ago=2ge,
il vient
(145) MDD xe=D'Nxa, ANDga=D'Aga

Donc les symboles 4’, D' sont échangeables pour n'importe quels para-
métres et l'on peut dire que la variation virtuelle et la différentiation
dans |'Univers virtuel le sont aussi. (Ceci n'est plus vrai, en général,
pour la variation et la différentiation absolues: A, D). Si I'on considére
alors les parallélogrammes, vérifiant les conditions (139) ou {140) comme
tracés dans I'Univers virtuel, ils peuvent étre regardés comme fermés
aussi bien que l'on envisage les géodésiques d'une surface comme droi-
tes. Du reste, les dits parallélogrammes deviennent vraiment fermés,
lorsque le systéme est holonome.

Il est & signaler que les équations (137) peuvent étre modifies,
en les multipliant par q)lf En vertu de (22) et (31), il vient

“ K
P} Cz = ®X (47 — By)= g
et (137) se réduit, en raison de (121), a I'équation

O (Gdxr —dixe) =2 OF Bj BY YV, B} dxtaxi

=2®] V], Bjjd o xT =20 o Bgyd x7 3 X,
Par égard de (22), le second membre devient

—2 Bﬁg 0y OX Bz i
ce qui donne la composante normale du vecteur (132} sous la forme

(146) P, (Fdxn - d3xx) =205 D dxP kT,

En somme, les déplacements virtuels dans 1'Univers sont définis
moyennant les conditions

[(])Zr)xa_—:(L

(147)
| & dow - D' xs—0

lesquelles entrainent les équations (137) ou bien {146). En cas particu-
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lier d'un systéme scléronome %), les résultats ci-dessus peuvent étre
appliqués aux paramétres spatiaux x* et g* et l'on arrive aux résultats
que j'avais déduits dans mes travaux antérieurs (Horak &, 10). Dans
le premier, on trouve les analogues des équations (140) et (142), dans
le second celui de (146).

Remarque. Schouten (2,p.296; 8, p. 162) donne pour le vec-
teur 8dx* — ddx* 'expression

(148) 2d gedg 0 By —=2dq°8 ¢ (Hisag -+ BE o Bi)

qui dépend du choix de paramétres. D'autre part, (137bis) entraine
I'équation

-

(149) ddxe —ddxe=2dg7% g* Hyp' -+ B (2 dxF — dd xF)
dont le second membre est un vecteur. Pour expliquer cette conira-
diction, calculons le dit vecteur, en partant des relations

dxe=Bidqe, Bxw=5Bj0q"
On aura d'abord

(150) Sdxe —ddxe=—20yBYdqeégh -+ B (3d gt —d? g9

ce qui donne, en vertu de (134) et (135), la relation
Bdxs—ddxs=2Cjop Bydgedg + BiBS(AdxP - DéxP

qui prouve la validité de (149). On voit que lexpression (148) découle
de (150) sous la supposition 8dg®—d3d¢%=0 qui, bien entendu, est
admissible mais qui n'a pas de sens invariant, car la différence
6dg*—dd g n'est pas un vecteur. Dans un travail de G, K. Sous-
loff (/), traitant les systémes non holonomes, on trouve une autre sup-
position non invariante, s'exprimant par les m équations:

fdxh—ddxh=0, I=1,2 ...m.

Au contraire, notre supposition invariante (139) ou aussi (140) entraine
la relation (141) ou bien (142), traduisant l’énoncé que le vecteur
8d x* — d & x» se réduit 4 sa composante normale.

17. Principe stationnaire. — Dans la suite, je me propose de
résumer les équations de la ligne d'Univers d'un systéme matériel quel-

*) Quant aux systémes rhéonomes, voir aussi Vranceanu 5,
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conque en un principe stationnaire. Pour ce but,
tions (109) par A’ x* = ¢ x= et faisons la somme

multiplions les équa-

{151) 2y A xr = X, A x2 4 Ay ®F A xe,

On a évidemment
X, AMxo—=X,3x0=3P, Ae®PXN xa=0

et en outre

Di, s D& xe
T © X% = 25X = (I, 8 X¥) — [f —
. ds ds
N . o5 D3 xe
=— ({55 %) — iz B, Earaee
5 5
—a (i, 3 x%) Dioxt  d (3 x0) — 1 A dx®
ds =’ dods ds '* P ds
d A N
= iy %) — g AT — ulgdx“
ds ds
. [P sds
= (i, B x8) — =8 (ig i) — -
El ds

ot l'on a tenu compte des équations (139) et du fait que les symboles
D', &', appliqués & des quantités scalaires, se réduisent aux 4, é. L'équa-
tion (151} entraine donc

cds d
GEL 2 L sp = fi e
+ y +. ds( )
et comme )
5E=a(£dﬁh>_
2 do?

on aboutit au théoréme:

(XIV) Si l'on désigne par  I'arc de la ligne d'Univers d'un systéme
matériel quelconque, par &P le travail virtuel de la force absolue, par c?
une constante plus grande que la force vive du systéme, la formule

(152) f(cﬂa[zg+apczo]=o
a lieu pour tous les déplacements virtuels s’annulant aux, limites de l'intégrale.
On arrive au méme théoréme par un calcul analogue mais plus
simple. en partant des équations (111).
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Réciproquement, les équations naturelles de la ligne d'Univers dé-
coulent du théoréme X/V. Je commence par déduire les équations (111)-
Ecrivons la formule (152} sous la forme

[(CA%“ b Qadg ) do=0.

d
Alors
Ads A’]/g,,,,dt]"dq” V.
“ds do “do &gt dg
_'D,aqa_le P o ona D,/”“ a
—ln-zirs ds(laﬁfl] da o4
et par suite )
f<~ L‘ED Lq-r|— Q’a> 8q°do=0
dao
En vertu de l'indépendance des ¢ g% on obtient les relations
2 D iy ’
A=,
do Q

identiques aux (111).

Pour arriver aux équations (109), il suffit de songer que
la(Adxe —D&xe)=0

et de mettre 'équation (152) a la forme

J(—eBt+nfima

it _|_ X
d'oit 'on tire vraiment,
n-+ 1 équations

=0
en raison de (81), par le procédé habituel les
tu, =X, 4+ A, O,

Mais on peut aussi, au lieu de (81),
écrivant comme suit

(153)

tenir compte des liaisons, en les
X
<[)a o=,

Le probléeme de trouver les n-}1 fonctions x%(), remplissant 1'équa-

tion (152) et en méme temps les conditions accessoires (153}, se traduit,
comme on sait, par 1'équation

f{ odc+X Ma+o( pkiidf‘;)}da:o.

(154)
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Or. on déduit aisément
dx cds

()"‘@KTJ) ,,;KM (@ d 2]+ DK ja <o " _}kﬁd:)

Le deuxié¢me terme du second membre s'annulle d'aprés (153) et en outre
1'équation (146) peut s'écrire

OXidxa 450X d e = OXdixet d DKo xe

ou encore

de sorte que

B b’”ffi L (03 ) = L (e DF 5 ) — P K 5,
) (2

ds ds * ds ds

Alors (154) devient

et en posant

on retrouve les équations (109).

Maintenant, je vais montrer que le principe (152) prend une forme
remarquable lorsqu'il existe un potentiel U(x«, ?), défini moyennant les
relations

hU=2X.
Cela étant,

dU
Xy =— 0 Ush=0,U— 22
LI X0 dt

et I'on est amené & introduire le pofentiel absolu défini par I'équation
suivante

W) =U ) —U@ L+ =5,
2 2
analogue a celle (104), définissant 1'énergie absolue:

E=T~ T(t)+~§=. £

On a donc

103


GUEST


46 Z. Horak

et (152) devient
f(zEads_{r—a Wds)=0.

Mais on a évidemment
W=E, 8E=0,
de sorte que

(155) af(E~]- W)ds=0.
Nous avons établi ainsi un principe stationnaire qui, dans le cas oa il n'y
a pas de forces données, se réduit au suivant

(156) chis:O

Donc: ‘

(XV) L'arc de la ligne d'Univers d'un systéme, supposé n'étre soumis
d aucune force, est slationnaire. ) ;

D'aprés ce qui- précéde, il est évident que le principe ci-dessus
conduit aux équations d'une géodésique dans 1'Univers virtuel:

%Wy =0

et que, par conséquent, encore les géodésiques d'une variété non.holo-
nome peuvent étre regardées comme des lignes de longeur stationnaire,
a condition d'accgpter les suppositions (147), faites auparavant, qui en-
trainent les relations :
A’D’q” = DA qa
En somme, en se servant conséquement de la variation virtaelle 4, on
déduit du principe
A fdﬁ =0

les équations d'une géodésique exactement comme s'il agissait d'un es-
pace holonome,

18, Analogie avec la mécanique relativiste. — On observe que
notre interprétation de la .mécanique absolue dans I'Univers présente
une étroite analogie avec la dynamique relativiste. Pour le faire res-
sortir d'une maniére plus nette, considérons le cas ot le systdme se ré-

duit & un seul point matériel de masse égale a V'unité, Les équations
de la ligne d'Univers deviennent
d? xe
c? =X,, 2=0,1,2 3

da?
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et lorsqu'on écrit

xXt=x, X*=y, x=z

on aura d’aprés (96) et (97)
ctds*=dx 2+dy——*—af;z~'cz(l——Z)aY
Posons de plus

Al—20dl=(*—2Tdl=(*—v*)d’=du?

ou bien

{157} du=cdty1—7v%c,

de sorte que
{158) ds?=dx*+dy*+dz2>+du?
ou encore

{159) du=cdf?—dx*—dy —-dz?,

J'avais appelé temps propre la variable # (Hordk &) dont l'introduc-
tion rend possible de donner la forme particuliére (158) & l'élément
linéaire de la ligne d'Univers. Ce fait montre que 1'Univers d'un point
libre est éuclidien. Si-le point considéré n'est soumis & I'action d'au-
cune force, sa vittesse ¥ est constante et le temps propre devient pro-
portionnel au temps absolu de Newton. Le temps propre défini au
moyen de l'équation (157) ou (159) est analogue au temps propre que
l'on définit dans la théorie de la relativité, puisque notre constante c,
vérifiant la relation (99): ¢ >, joue, dans nos considérations, un role
semblable a celui de la vitesse de la lumiére dans la mécanique rela-
tiviste.

De méme la force absolue X, de composantes

Xx+Yy+Za),

ne differe de la quadri-force de Minkowski que. par le facteur
¥1—1o%c? qui n'intervient pas dans nos équations. Illy a, & cela, la
raison suivante. La mécanique absolue, interprétée dans le présent cha-
pitre, est indépendante, bien entendu, du repérage de l'espace-temps,
cependant elle exprime nécessairement les lois classiques de la mécani-
que newtonienne, C'est pour quoi nous avions choisi l'arc de la ligne
d'Univers égal au temps absolu de Newton lequel est ainsi défini d'une
maniére invariante pour n'importe quels paramétres espace-temporels,
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Par contre, dans la théorie de la relativité, le role du temps absolu est
joué par le temps propre dont la différentielle est définie moyennant
V'expression (157) ¥).

Le temps propre peut étre défini, encore dans le cas d'un syste-
me général, au moyen de la méme relation (157) ce qui donne )

dur=c>df - ay, d xhd x*,
Cela fait, la métrique de I'Univers prend la forme simple

¢ dot = a, dxi dat | di
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