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2 S. Lubelski

ist, in ganzen rationalen Zahlen aufzustellen, Dazu benétigen wir die
Furtwinglersche, Kummersche und Mirimanoffsche Theorie der Glei-
chung % —+y? +2/=0. Und zwar weisen wir darauf hin, wel-
che Sitze von diesen Theorien auf die Theorie der Gleichung (1) ange-
wandt werden kdénnen und beweisen (s. Satz 3):

JIst die Gleichung (1), wo p=3 eine Primzahl und c eine gan-
»ze rationale Zahl ist, welche keine Primteiler der Form pt--1 hat

Lund welche entweder ein p— ter Pofenzrest (mod p*) oder ein sol.
.cher p—ter Potenznichtrest, fiir welche zugleich ; el p— ter

”Potenznichtrest (mod p?) ist, in ganzen rationalen durch p nicht teil-
Jbaren Zahlen x, y, z losbar, so ist

. ¥~1—1=0 (mod p.

Diesen Satz erhalten wir mittels der Furtwinglerschen Theorie,
Benutzen wir die Kummer-Mirimanoffsche Theorie bei Erwdgung der
Gleichung (1), 'so erhalten wir im Falle, wenn ¢ und ,,; gleichzeitig

keine p — e Potenzreste (mod p?) sind, den folgenden Satz:

JIst ¢ eine beliebige ganze rationale Zahl, welche keine Primteiler

", der Form pit-41 hat und welche zugleich mit —;— ein  p-ter Po-

lenznichtrest (mod p*) ist, so ist die Gleichung (1) im Falle:

»1: wenn p eine ungerade Primzahl ist, in ganzen rationalen x,y, 2,
»wobei (z, p)=1, nicht losbar;

wll: wenn p=2q, wo g eine beliebige Primzakl der Form g==— 1
»(mod 4), in ganzen rationalen Zahlen, nicht losbar (s, Satz 6 und
»auch Folgerung dieses Satzes).

Demnach haben wir fiir unendlich viele Exponenten unendlich
viele der Fermatschen sehr &#hnliche Gleichungen, welche in ganzen
Zablen nicht 18sbar sind. Zugleich erhilt man einigermassen eine Grund-
lage fiir die Erforschung der Formen héheren Grades.

Zuletzt geben wir eine Anwendung der Wieferich-Mirimanofi-
Frobeniusschen Kriterien, und zwar wollen wir auf einfachstem
Wege beweisen, dass 73722 =0 flr p==6857 in ganzen,
durch p nicht teilbaren Zahlen, nicht léshar ist, (s. Satz 8).
Dadurch haben. wir fiir alle p< 7000 kontrollierbare Beweise der Nicht-

16sbarkeit des ersten Falles der Fermatschen Vermutung (Fiir alle
12

Studien itber den grossen Fermatschen Satz 3

p # 6857 und <7000 hat L, Dickson kontrollierbare Beweise gegeben
5. L. Dickson: On the least theorem of in the Messenger of Mathem.,
new series 1908, Nr, 445 und in Quarterly J, of Math. 1908, Nr. 157).

§1

1. R. Niewiadomski ') hat fiir Systeme p-fer Potenzreste
(mod p?) Tafeln aufgestellt, wo p<(200 eine Primzahl ist. Im Falle,
wenn p=—1 (mod 6) und p=£59, 83, 179 erhielt Niewiadomski
ohne weiteres den Beweis des ersten Teiles der Fermatschen Vermu-
tung, Und zwar ergibt sich, dass in allen genannten p (mod p?), eine
Summe zweier Reste niemals einem dritten gleich ist. Somit bewies
Niewiadomski, dass in allen obigen Fillen das genannte Problem,—
eine sozusagen reine Kalkulationsauigabe ist.

2. Die Benutzung der von Niewiadomski aufgestellten Tafeln
kann sehr erleichtert werden, Es ergibt sich n#mlich, dass zugleich
mit der Gleichung x?-}y? =27, wo X, ¥, Z ganzzahligund (p, xy2)=1,
die Kongruenz

#+1=17 (mod p)
besteht, wo k& eine beliebige natiirliche Zahl ist. Es geniigt also, in
den obigen Tafeln, p-fe Potenzreste zu suchen, welche ,Zwillinge"
bilden, d. h, Paare unmittelbar aufeinander folgender natiirlicher Zahlen.

Nehmen wir [=F (mod p) an, so erhalten wir, da
y

(x +y]PEZp [mod pz]'

dass

(l+1)p—lr—1=
also miissen sich zwischen den Potenzrestzwillingen auch solche ergeben,
welche ,Zwillinge” in noch einer Hinsicht sind: sie missen als p-fe
Potenzreste zweier aufeinanderfolgender Zahlen ! und [-+1 hervor-
gehen, wo [<(p angenommen werden kann, Damit sehen wir auch,
dass die Bezeichnung (in den Niewiademskischen Tafeln), aus welcher Po-
tenz eine Zahl Rest ist, von Nutzen ist.

Finden sich fiir gewisse Moduln keine solche p-te Potenzreste, so
ist evident, dass der erste Teil der Fermatschen Vermutung fiir die
entsprechende Zahl wahr ist. Demzufolge ergibt sich sehr einfach aus
den Niewiadomskischen Tafeln, dass fiir die Zahlen p<C200, wo p=—1
(mod 6) und p 5459, 83, 179, solche p-te Potenzrestzwillinge nicht zu
finden sind.

(mod- p%),

13
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-3. Aus den Abelschen Formeln der Zahlen x, y, 2 der Gleichung

X7+ yP 4-27 =0, im Falle, wenn {p, Xy 2)=1 ist, erhilt man unmittel-
bar {s. z. B 3 S. 15 und 54), dass

X+y+2z=0 (mod p?.

also ist
(x+yP=2" (mod p*)

und demnach .
1) (4-1)p—tr—1=0 (mod p%),
wo =2 (mod p?) ist. Nun beweisen wir, dass wenn v=—- (mod p)
ist, so ith’ es desgleichen . g
(@+1)p—v°—1=0 (mod p?).
Und zwar ist, da t=v+4-kp, wo k eine gewisse ganze Zahl ist, dass
{2) : (v41)p—v?»—1=0 (mod p?).
Bezeichnen wir mit f(v) das Polynom
' fEO)=(@+1p—o —1,
so erhalten wir, der Taylorschen Reihe gemiss, dass
FO=flw+kp)=f(0)+kpf ()4 Ap,
‘wo A eine gewisse ganze rationale Zahl ist. Da
F @) =pllo+ 1)t — o],

s0 ergibt sich

fit)=f(0)=0 (mod pY.
4. Offenbar sind zugleich mit # auch
—t 1 1 1
3 —t—t, ==, = -1 41
) 142 ¢ 1412 t

Lésungen der Kongruenz (1), Wenn 251 (mod p) und
B+t4+1£0 (mod p),
ssind alle Zahlen der Folge (3) zueinander inkongruent, Da jeder Lésung
*) P.Bachmann Das Fermatproblem in seiner bisherigen Entwicklung; Berlin

und Leipzig 1919,
14
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der Kongruenz (1) eine Zahl o aus (2) entspricht, welche man auch
v< p annehmen kann, so existieren, wenn die Folge (3) aus lauter
(mod p) verschiedenen Zahlen besteht, sechs solche Zahlen v<p.
Demnach kénnen wir jetzt sehr einfach die Ausnahmefalle

p»=259, 83, 1719

erledigen. Und zwar, um den ersten Teil des Fermatschen Satzes fiir
diese Exponenten zu beweisen, geniigt es zu beweisén, dass die Kon-
gruenz

X¥t-yP -2 ==0 (mod p?3

nicht bestehen kaan. Da fiir diese PEL (mod 6) ist, so ist die
Kongruenz

X*-x4+1=0 (mod D)

nicht l6sbar, Ferner ist, wie sich aus den Niewiadomskischen Tafeln
ergibt, 1551 (mod p) (und zwar ergibt sich aus x==y (mod p), dass
2/=2 (mod p)). Somit sind die Zahlen der Folge (3) ‘miteinander in-
kongruent, Fiir p==59 ergeben sich aus den Niewiadomskischen Ta-
feln 12 Losungen der Kongruenz, (2) d. h. zwei volle Gruppen von je
sechs Losungen. In der einer Gruppe findet sich als L3sung

v=2 (mod 59).

Offenbar findet sich nicht die Zahl 3, welche auch aus den N.—Tafeln
entnommen ist, in der entsprechenden Gruppe (3), welche v =2 bildet.
Es gentigt also zu beweisen, dass die Kongruenz (1) fiir =2 und £=3
(mod 59%) nicht besteht. Tatsdchlich haben wir

29=70566 (mod 59,
3%9=118652 (mod 59%),
4%9==146501 {mod 59%).

Fiir die Moduln 83 und 179 gibt es nur einzelne Gruppen von Lésun-
gen, und es gentigt z, B, fiir p =83 zu beweisen (den N.—Tafeln ge-
miss), dass

9% — 8% =21 (mod 83%);
und fir p=179, dass ‘
38—282£1 (mod 73Y),

Und zwar haben wir
9% ==12957 (mod 83%);

15
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858 == 6067 (mod 83%;

2179 = 3446289 (mod 179%);
3179 ==4183233 (mod 1793).

Damit sind alle Félle p==—1 (mod 6), wo p< 200, erledigt.

Anmerkung: Die Berechnungen der Zahlen 8%, 983, 2179, 3179 gind
durch R, Niewiadomski durchgefiihrt.

Die Existenz einer vollen Gruppe (3) von L&sungen, fiir die Moduln
p=59, 85, hat zuerst A, Arwin (s. A, Arwin: Die Kongruenzen
(41 —1—1=0 (mod p?) und die Natur ihrer L&sungen; Lunds
Universitets Arsskrift N, F. Avd, 2 Bd, Nr. 17/2 (1921). a) S. 19 und
24; b) S, 17—11).

5. Anders verhilt sich die Frage im Falle, wenn p==1 (mod 6),
und zwar, wie Niewiadomski mittels einleuchtender Rechnungéen
bewiesen hat, solche p-te Potenzreste stets zu finden sind. Dies kann
‘man auch unmittelbar aus der wohlbekannten Cauchyschen Identitit
schliessen:

U1 ——1=pl@+L+17f ),

wo p prim und >3 ist, fir p5E1 (mod 6), e=1; fiir p==1 (mod 6),
e==2 ist, dabei ist f(/) eine ganze rationale Funktion mit ganzen Ko-

effizienten. Da fiir Primzablen p, wo p==1 (mod 6), die Kongruen’z

(4) F4-I4+1=0 (mod p¥)

immer 18sbar ist, wo £ eine beliebige natiirliche Zahl ist, so sind hier
p-te ,Potenzrestzwillinge” stets zu finden, welche stets paarweise er-
scheinen. Denn ist /, eine Lésung der Kongruenz (4), so ist (p* — 1 —1}
desgleichen eine solche L&sung.

6. Die Niewiadomskischen Tafeln sind aber auch in Falle p==1
(mod 6) von Nutzen, und nidmlich; wollen wir die Gleichung

XP - yp - A 2P =0,

wo A eine ganze rationale Zahl ist, in ganzen, durch die Primzahl p
nicht teilbaren Zahlen l8sen, so geniigt es in den Tafeln die Unméog-
lichkeit der Kongruenz

(5) tp+Ry+A=0 (mod p)

zu verifizieren, wo r, und R, entsprechende p-te Potenzreste (mod p%)

sind. Ist z. B. A==3, so sieht man unmittelbar aus den Tafeln, dass
16
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fiir alle Primzahlen p, wo
p=1,17, 11, 19, 31, 41, 61, 67, 71, 83,

die Kongruenz (5) nicht méglich ist,

§2

Von besonderer Wichtigkeit sind die p-te Rest und Nichtpotenzre-
ste (mod p*), welche keine Primteiler der Form pZ--1 haben. Und
zwar bieten wir einige in dieser Klassifikation geltende Satze, Zuvor
wollen wir einige Hilfssitze beweisen, welche dem Furtwinglerschen
Ideenkreis entnommen sind:

Fortan sei die Primzahl p™>2 fest gegeben, auch werde r eine na-
tirliche Primzahl,
an

p=e?, h=1—p, 2=P(p

der zugrundegelegte Kreistellungskorper gesetzt,

Hilfssatz 1: st K(p) der Kreisteilungskorper w eine beliebige Zahl
dieses Korpers und g} ein beliebiges zu pw relatives Primideal, so besteht
die Kongrueuz

p-1 N .
wN-1—1 =T (@ 5 —p)e=0 (mod q).
J=1

(s. %) S. 294—5, Satz 1021).
Also muss fiir einen eindeutig bestimmten Exponent I

e &gt (mod 0

Definition 1: Dle Potenz von p, fir welche (1) besteht, nennt man
Potenzcharakter von w in Bezug auf  und wird durch das Symbol

; <l€’_)
pr= q

Hilfssatz 2 Wenn o, q3. ... .. e beliebige Primideale bedeuten,
so ist (offenbar, s. %) S. 297, Satz 1029),

e

) E, Landau: Vorlesungen iber Z“hle’lﬁhﬁﬂ-‘i"; B. 1IT (1927)

bezeichnet,

(2)
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Hilfssatz 3: /st
w=w [mOd 11)'

so ist (offenbar, s. 3) S, 295—6, Sdtze 1022—4)

-

Hilfssatz 4; FEs seien o und v ganz, Dann ist

(#e)= (&)
A\A 9
falls eine Seite einen Sinn hat (s, %) S. 297, Satz 1027),
Definition 2: o helsst primdr, wenn o durch \ nicht teilbar ist und
a=a (mod }),
bei passendem ganzem rationalem a (s. ) S, 227 Def, 120),
Hilfssatz 5: Es sel r eine Primzahl #p, o primair
Il [ =1, [«]=20
Dann ist (—i‘-) —1(s. %) S. 810—1, Satz 1033).

Hilfssatz 6: Es sei v pine ganze reelle Korperzahl uud

‘ (It =1.
Dann ist (%) —1. (s. %) S. 812—3, Satz, 1034).

Hilfssatz 7; Aus (ﬁ) =1 folgt
r

#='—1=0 (mod p?
(s. %) S. 814, Satz, 1036),

Hilfssatz 8: Sind x, y und z ganze rationale Zahlen, fiir welche
XAy
xty

wo p>2 und r verschiedene Primzahlen sind, so ist

(pyzt X _]_ P—xu) ‘

r

2 (xy)=1, (rpe)=1,

v

wo u eine beliebige durch p nicht teilbare ganze Zahl ist.
18
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Beweis f{vgl, fir =1, 3 S, 314—5). Nach Voraussetzung ist
p—1 ' ‘
" [ pm il = L2

Da (p,2)=1, so sind links je zwei Faktoren teilerfremd und somit ist
jeder dieser (p—1) Faktoren, p-te Potenz eines Ideals. Es ist evident,
dass

*+yZ£0 (mod p),

denn andernfalls wird p|z sein, Somit haben wir, dass
epet-s—ny] =1,
wo ¥ ein gewisses Ideal ist. Desgleichen ist auch
[prx 4-pme y] =W,

prEE == pkp—xu — [1 — )‘]kp—-xu =1 +ux by (mod )‘2)‘

Nun ist

wo & eine beliebige natdrliche Zahl ist, fiir welche

kp—ux>>0
ist. Somit haben wir
pPrx={1—uly)x [(mod A%);
P y=(~+ukx)y (mod 3?,
folglich
prxtp iy =(x+y)z (mod )
und demnach ist die Zahl (p?x-}p~*%y) primdr und zugleich durch *

nicht teilbar. Da mit r auch p¥x-}p=*y zu z relativ prim ist, so ist,
dem Hilfssatze 5 gemiss, der Satz bewiesen.

Jetzt gehen wir zu den Sitzen iiber, welche fiir das Weitere grund-
legend sind:

Satz 1: st p eine Primzahl und x, y, z, r ganze rationale Zahlen,
fiir welche
i b L
x+y

z‘”; (xly):"l’ r]x, (.pvxz]=1'

S0 ist
#=1—1=0 (mod p2).
Beweis. Dem vorigen Satze und den Eigenschaften (2) und (3)

des Symbols (E) gemdiss, erhalten wir:
r

19
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N aiati]

Dem Hilfssatze 6 gemiss ist (i—) =1. Da (x,p)=1, so ist
r

[

Folglich ist nach Hilfssatz 7, der Satz bewiesen.

Satz 2: Ist p eine ungerade, r eine beliebige Primzahl = p und
sind x, y, z ganze rationale Zahlen, firr welche

X7 - yP
x4y
wo k=1, wenn xy ungerade ist und k=2, wenn xy gerade Iist, so ist

#~1—1=0 (mod p?.

=2 (X, y)=1, rllx*—y¥), (—yhp)=1,

Beweis. Aus der Voraussetzung des Satzes folgt unmittelbar
(r.z)=1. Denn ist r{(x+y) und r|z, so ergibt sich aus der Gleichung

op o (N —yIP - yr

=(x -1 X p—2 e R
¥y IVt p (et +e.
dass 7[p. Desgleichen folgt aus ‘

p=woifwiy Ly

dass, wenn 7|(x—y) und r|z, die Kongruenzen
x=y==0 [(mod 7)

sich ergeben, welche, da (x,y)=1, unméglich sind, Wir betrachten
jetzt den Fall 2=2, wobei 7|(x+ y). Gemdiss Hilfssatz 8 ist

1=(fﬂxw'-p"’y)=(pyX—rxx)=(_Jg) (py—p‘* Ll i
. r r r r ) ( r )

Da im Falle r{(x+4y) eine der Zahlen x, y gerade ist, so kénnen wir,
wegen der Symmetrie, z. B. £ ungerade und y gerade annehmen, So-

mit folgt
(py - p“") _ ((— P A (—=p)*
r r )
I
*—( r ) ( r ~)=1
20
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Es ist evident, dass die Zahl
+1 +1
( P]FT y—x) (—p)~ p_p__ b+

reell ist und es ergibt sich
i it

—_e 719/“1)_ (_p_ T[y—x)-_1
; - '

Da (p. P (y—x)) =1, so haben wir (-~} = 1, folglich ist nach Hilfs-
2 : r

satz 7
=t —1=0 (mod p?.
Ist rllx—y), so ergibt sich analog (und sogar auf kiirzerem Wege, da
die Unterscheidung x ungerade oder gerade hier iiberfliissig ist), dass
desgleichen die Relation (1) besteht.
w. z. b. w.

. Wir wollen jetzt diese Sitze auf die verallgemeinerte Fermatsche
Gleichung . ‘
XFfyp=czr, (c,p)=1
anwenden. Und zwar werden wir zuerst annehmen, dass ¢ entweder
ein p-ter Potenzrest (mod p?) oder ein p-ter Nichtpotenzrest (mod p?),

fiir welche é (mod p?) zugleich ein p-ter Potenznichtrest ist.

Bemerkung: Fast alle Reste (mod p?) haben die genannte Ei-
genschaft, nimlich:

1} wenn 2 ein Potenzrest (mod p? ist, so sind es alle Zahlen
welche nicht Potenzreste (mod p?).

2] und wenn 2 ein Potenznichtrest (mod p?), sind es auch alle der
Form 2 g, wo g ein p-ter Potenzrest (mod p?) ist.

Im ersteren Falle betrigt die Anzahl (mod p?):

¢ (P —ep)=(p—1)"
Im zweiten Falle:
o(@)—2¢p)=@—2) (1)
Satz 3: Ist die Gleichung
(1) xp-yp=caf, (ep)=1,

wo p=3 eine Primzahl und ¢ eine ganze rationale Zahl ist, welche kei-
ne Primteiler der Form pt--1 hat und welche entweder ein p-ter Potenz-
21
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rest (mod p?) oder ein solcher p-ter Potenznichtrest, fir welchen zugleich
4

5 ein p-ter Potenznichirest (mod p?) ist, in ganzen rationalen durch P
nicht teilbaren Zahlen x, y, z 5sbar, so ist

2#-1—1==0 (mod p?).

Beweis. Es ist evident, dass man X, ¥,z als paarweise teilerfremd
annehmen kann. Denn ist (y,2)=a, so ist auch (%,¥,2)=0a und man
kann beide Seiten der Gleichung (1) durch a# dividieren, Wir kénnen
also (X,3,2)=1 annechmen. Ist aber (¥,¥)==5, so muss demnach ¢ durch
b7 teilbar sein. Setzt man

=bx1v yzbylr C=bp£'1,

so erhélt man, dass in der Gleichung
X Ay P ==y 2P

die Zahlen x;, y,, 2, paarweise teilerfremd sind. Somit ergibt sich aus
der Gleichung (1), dass fiir eine gewisse ganze rationale Zahl u (da ¢
i

keine Primteiler der Form p¢-1 hat und
*+y

nur solche Primtei-
ler haben kann), dass
x+y=cw,

also ist fiir eine gewisse ganze rationale Zahl v:

Ay 7 =P,
x+y

Wire (x4y) durch p teilbar, so wire auch z durch p teilbar, was der
Annahme widerspricht, Desgleichen kénnen wir annehmen, dass (x—y)
durch p nicht teilbar ist,
rest ist, da aus

(2) 2xP=2y’=c2’ (mod p?
folgt, dass
?
iz(i) (mod p?)
2 z
ist entgegen der Voraussetzung, dass ;» kein p-ter Potenzrest

(mod p?) ist.

Ist aber ¢ ein p-ter Potenzrest, so ergibt sich aus (2)
Potenzrest ist, d. h., dass

2?=2 (mod p?).

dass 2 p-ter

22
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Man kann also annehmen, dass x> —3? durch p nicht teilbar ist und somit
wird im Falle. wenn eine der Zahlen X, y gerade ist, dem Satze 1 ge-
miss, und im Falle, wenn X, ¥ ungerade sind, dem Satze 2 gemiss:

2p-1—1=0 (mod p?3.
Satz 4: Die Gleichung
X% -y == 2P,
wo p eine beliebige Primzahl der Form p=—1 (mod 4), c¢ eine ganze
rationale Zahl, welche entweder ungerade oder durch 4 teilbar ist, keine
Primteiler der Form pt -1 hat und welche gleichzeitig mit ~;— (mod p*)

ein p-ter Potenznichirest ist, ist in ganzen rationalen Zahlen nicht
losbar.

Beweis. Es ist evident (s, Beweis des vorigen Satzes), dass man
(%,¥)=1 annehmen kann, Da p=-—1 (mod 4) ist, so kann p kein Tei-
ler einer Summe zweier Quadrate sein, und somit ist z durch p nicht
teilbar. ’

Wie im vorstehenden Beweise (s. Relation (2)), sehen wir, dass
man (¥x—3¥,p)=1 annehmen kann. Nun folgt aus den Eigenschaften
der Zahl ¢, dass ¢2? entweder ungerade oder durch 4 teilbar ist. Dem-
nach kénnen die Zahlen X, ¥ niemals gleichzeitig ungerade sein, sonst

wird
X0y =2

sein. Gemiss Satz 2 ergibt, sich fiir jede Primzahl r, welche Teiler der
Zahl (x4 y?) ist, dass

(1) r-1—1=0

(mod_ 8)

(mod p?).

Da das Produkt zweier Losungen der Kongruenz (1) zugleich eine L&-
sung dieser Kongruenz ist, erhdlt man

(o +y ="ty

Nun ist weder X noch y durch p teilbar, denn andernfalls wird z. B.

(mod p?).

x¥=cz’ (mod p?

sein, was, da ¢ ein p-ter Potenznichtrest ‘ist, unméglich ist. Somit ha-

ben wir, dem Satze 1 gemiss:

x¥=x2 (mod p?,

y¥*=3* (mod p?

23
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und wir erhalten

Y = A y¥=c2" (mod p),
was ergibt

= (iji) (/mod 3,

entgegen der Annahme, dass ¢ ein p-ter Potenznichtrest ist.
w, z. b, w,
Um die letzten zwei Sdtze zu verallgemeinern, miissen wir die Kum-
mersche Theorie anwenden, Dazu benutzen wir die folgenden Sitze,
welche sich aus der Kummerschen Theorie unmittelbar ergeben.

Hilfssatz 9: st die Gleichung

1) XPyp=czr, (c,p)=1,

wo p eine ungerade Primzahl, ¢ eine ganze rationale Zahl ist, welche
keine Primteiler der Form pt-+1 hat, in ganzen durch p nicht teilbaren
Zahlen ldsbar, so bestehen die Kongruenzen

—25 v
2 d_:*___ic&_x+€_,_}{13 =0 (mod p),
d yp—2s
s§=1,2,.,.,.., E::-J. —1,
2

wo B dle s-te Bermoullische Zahl ist,

Beweis. Wie im Satze 2 (s. Anfang des Beweises) kann man die
Zahlen x. y, z als paarwejse teilerfremd annehmen. Somit existiert eine
ganze rationale Zahl v, fiir welche die Gleichung

(1) T oty =wr
besteht, demnach ist jedes Ideal [x-p™y] p-te Potenz eines gewissen
Ideals des Kérpers K(p):
[ oyl =jh =J (™).
Nun hat Kummer gezeigt 1), dass das Produkt
@) I} (p¥)

Y. E. Kummer: Jour, f Math, v, Cr, Bd, 35 S. 364 vgl. auch.

) D, Hilbert: Theorie des corps de nombres algebraiques, Paris 1913; Note VI
par Th, Got S, 326—330.

24
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ausgedehnt iiber alle Werte des Index i aus der Reihe

fiir welche
—1
8n—i 17 Br—itindr >P H T —*‘p 5 v

unter r eine beliebige natiirliche Zahl aus dgr Reihe (3), und unter indr
den auf die primitive Wurzel g beziiglichen Index (mod p) verstanden,
einem Hauptideal gleich ist. Da

g'70 (mod p),

so figuriert jeder Faktor von (2) auch in (1) und man erhilt

M (x4 p8) = £ (o),

wo ¢ eine Einheit ist. Nun kann man beweisen, dass fiir eine gewisse
natiirliche Zahl % ) : =

g ==pk

{(s. ) S. 331 und vgl. mit der Kummerschen Arbeit in Abh. d. Berl.
Akad, d. Wiss, 1857).

Man erhilt somit

I (o uely) = o f (@) + F () M (@),

‘wo 4 eine unabhingige Variable ist und

Fly=w"14w2F ..., +u-1.
Fir u=e¢" ergibt dies
log (x+ exey) = log (+ 1)+ mo 4-plog £ (") + log 1 i(jif’:@)
Differenzieren wir diese Glelchung ﬂ—mal so erhalten wir, wenn man
v =0 setzt, da

G FE) ety 2y . +241'=0 (mod p),

dvt
dass dlog (x4 ey) _
~ > dom =0 (med p)

{vgl. %) S. 215 Fussnote auch 2) S. 113), welches ergibt
S HAEEEN <0 fmod p)
do*
25
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s=1,2,..... e

2
(s. 3) S. 112—4) oder '
Mj—ﬂ]ggmgo (mod p);
do" !
—2s
08 EEY) 3 pi-2910  (mod p),
don g

wo p—2s=n ist. Nun ist (s. ) S. 114—7 oder %) b) S, 331—3).
% glp=29i== B, (mod p)

und somit erhalten wir die Kongruenz (2),

Folgerung: Damit die Gleichung (1), wo p eine ungerade
Primzahl, ¢ eine ganze rationale Zahl, welche keine Primiteiler der Form
pt-+1 hat, in ganzen durch p nicht teilbaren Zahlet lésbar sei, ist es not-
wendig, dass die Kongruenzen

Pp—2s (¢) Bs== (mod p)

oder
9:(£) Bp—i==0 (mod p)
2
i=3,5 1 ..... p—2,
wo
Qi) =t--21R LB (—1)p-2 (p— 1)1 £,

mit t =2 (mod p), bestehen sollen.
y

Beweis. Definieren wir das Polynom F;i(x, y) mittels der Gleichung
dilog(x+e"y) _ Pilxy)
do' w7
so sehen wir, dass P;(x,y) eine ganze homogene Funktion beziiglich x,y

von dem i—ten Grade ist, welche fiir i>>1 durch xy teilbar ist, so
dass, wenn man

P, (x:y)=xipl(1:t)

oder kurz l
setzt, Pi(f) die Form Pl =2t
Pl =amtdapt®4 ... .. —+ a1y 1
. 9 D Mirimanoff L'equation indéterminée x¢-Fye-t26=0,,,,, Journ.
f, ‘Math; 128 (1905) 'S, 45—68,
26
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hat. Wie D, Mirimanoff bewies % ist
arp=k1— () — 1)1 (D) (k—2)1 4. ... (— 1)
Bezeichnen wir mit ¢; (¢) die Funktion

9:(0) = (1 9P~ P (1),

so erhalten wir
o (f)=1t—20-12 - 3-1¢8— . (— 12 (p—1)-1f1,
Satz 5: Ist die Gleichung
xPtyr=czr, (c,p)=1,

wo p eine ungerade Primzahl, c¢ eine ganze rationale Zahl, welche keine
Primteiler der Form pt-+1 hat und welche entweder ein p-ter Po-

tenzrest (mod p*) oder zugleich mit ~;~ p-ter Potenznichirest (mod p*) ist, in

ganzen dnrch p nicht teilbaren Zahlen losbar, so ist die Kongruenz

+1)2—tr—1

(1) =0 (mod p)

mit t="2 (mod p) losbar.
¥y

Beweis. Ist ¢ ein p-ter Potenzrest (mod p?, so ist der Satz klar
(sogar dann, weznn die Primteiler der Zahl ¢ nicht alle der Form
pt—+1sind). Dennist

; c=c¢? (mod p?,
so haben wir aus

X 4y’ +27=0 (mod p,

wo
z,=—az (mod p?,
dass
x+y+2=0 (mod p),
was

(x+yP=(—2z) (mod p?)
(x+y)y—x —yr=0 (mod p?).

ergibt oder

Setzen wir £ == x (mod p), so erhalten wir aus der letzten Kongruenz,
y
die Kongruenz (1).

II. Ist ¢ zugleich mit —;— p-ter Potenznichtrest (mod p?), soist

x££y (med p)
27
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denn andernfalls wird
2xP =2y ==c2’ (mod p?

iz (i)pz (i)p (mod p%),
2 y \x
ergibt — der Annahme entgegen.

sein, was

Der vorigen Folgerung geméss gelten die Kungruenzen:

¢:(¢) By—=0 (mod p)
2

[=3,5 1 ..... P2,
wo
o(@)=t—21P 4318~ (=12 (p— 1)1 g1,
Nun haben wir
1 1. 1
=t ——
0p—1(?) 2 + 3 + 7—1
i P11, p—1)(p—2) P—1Hp-—2)..... 3.2
::t—l- {2 B, ...
21 + 3! + + (p—1)!
_(tF1p—t—1
4
Die Kongruenz (1) ist also mit der Kongruenz
-1 ()=0 (mod p)

gieichbedeutend. Aus einfacher Erwigung ergibt sich

_fiﬂ_:li_[f)_ =t— (1P L) o f (12 2 L3 o
N — WL 4 (p— 1)) g1

denn aus

—k=(p—kpP~? (mod p)
1 Al S +(@E—1F~?=0 (mod p).

Bezeichnen wir mit s;(7) die Summe der j-ten Potenzen der ersten n
Zahlen, so erhalten wir

(Pﬂ"dt) -—.F_ﬁl n—1 n
—1?-2[“ 1)4=185.(n) 27,

Nun haben wir nach der Bernoullischen Formel (s. z.B. Niels Nielsen
28

folgt

n=1

Nun ist

Studien {iber den grossen Fermatschen Satz 19

Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli. Paris 1923, S. 296)
=2 .
nemt o pptt Oy (— 1)‘9_1(—1) np—=25=1

p~—1+—2_+s p—1

Setzen wir dies in der letzten Gleichung an, so nimmt sie die Gestalt:

Sp—2(n)=
=1 s

S 1 I (____—1)3"(”““‘)33 s

Tt p 1?1(t]—|—2ﬂ:-1()+§ PEral U el Gk

wo ‘
ta—e7y

s B)=1t—2F+B— ... —tr-1=
2, (2) ~+ 15

Da z durch p nicht teilbar ist. so ist
141750 (mod p)

9, (()=0 (mod p)

und somit ist

mit L‘E,ﬁ (mod p), Dem vorigen Satze gemiss (s. Folgerung) ist
Bs9p2s(f)=0 (mod p).

t%1 (mod p),
und somit folgt aus

to_1
-1—-——;_,‘_ 5 (mod p),
1 1 =
(_1 A_tm-—za) 9y-1(f)=0 (mod p),

dass
@p-1(()=0 (mod p) .
w. z. b. w.

Wir kénnen jetzt die Sdtze 3 und 4 verallgemeinern, und zwar gelten,
die folgenden Sitze:

Satz 6: /st p eine ungerade Primzahl, ¢ eine beliebige ganzé ratio-
nale Zahl, welche keine Primteiler der Form pt--1 hat und welche zu-

gleich mz‘t-;- p-ter Potenznichtrest (mod p?) ist, so ist die Gleichung
XP4-yp=rczr, (c,p)=1

in ganzen rationalen Zahlen x, y, z, wobel z durch p nicht teilbar ist,
nicht losbar,

Beweis. Es ist evident, dass weder X noch y durch p teilbar ist.
29
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Denn wire p|x, so folgt aus
yr=c2 (mod p?,

dass ¢ ein p-ter Potenzrest (mod p?) ist. Damit ergibt sich dem vorigen
Satze gemiss, dass '

t+1p—tr—1
p
mit t= > (mod p), d. h. dass
y

=0 (mod p)

(%) —x? —y7 =0 (mod p?)

und demnach

(xtyy=cezr (mod p?,

CE()—C*;Q)[, (mod p?),

was der Annahme widerspricht.

Als unmittelbare Folgerung dieses Satzes erhalten wir den Satz;

Folgerung, Die Gleichung

X2 - 92 = ¢ 29,

wo q eine beliebige Primzahl der Form q=—1 (mod 4), ¢ eine ganze
rationale Zahl, welche keine Primteiler der Form qt4-1 hat und welche
zugleich mit% (mod ¢%). g-ter Potenznichtrest ist, ist in ganzen Zahlen
nicht ldsbar.

Der Beweis ergibt sich aus der Bemerkung, dass 2, wenn nur

{x,y)=1, durch g nicht teilbar sein kann, denn ¢ kann kein Teiler ei-
ner Summe zweier Quadrate sein, ' ’

Als weitere Anwendung des Satzes 5 kénnen wir die folgende Ve-
rallgemeinerung eines Mirimanoffschen Satzes angeben:

Satz 7: Ist die Gleichung

XP Y =c2P, (c,p)=1,

wo p eine ungerade Primzahl ist, ¢ eine ganze rationale Zahl, welche kei.

ne Primteiler der Form pt--1 hat. in &anzen durch p nicht teilbaren
Zahlen losbar, so ist.

-1 (— =91 (—#)=0 (mod p),

30
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wo t=-> (mod p) und
J

(mod p).

—tr
) Foms (r)z-ﬁip—”«-i

Erster Beweis. Ist
x=y (mod p),
so folgt aus der Kongruenz (1), dass
Po—1 (—8)=¢p—1 (— 1) == Ppt(—1)=(—1 + 1) + 1—1=0 (modp). )

Es sei also %y (mod p)
Da das Produkt zweijer Lésungen der Kongruenz
rPl=

(mod p?),

zugleich eine Losung dieser Kongruenz ist, so folgt, dem Satze 2 gemiss,
dass

(x—yy=x—y (mod p?.
Dem Satze 1 gemiss ist aber
x?==x (mod p?)
ued y'=y (mod p?,
somit ergibt sich (g —?  (mod 7,
& (—t+1p=—tr41 (mod p?.

Nun ist die Tatsache zu beachten, dass der Satz 5 immer, d. h fiir je-
de Zahl ¢, welche keine Primteiler der Form pZ--1 hat, wahr ist, wenn

u
- x%y (mod p)
ist, also ist auch )

) (t-1)p=tr 1

Multiplizieren wir die Kongruenzen (2) und (3) miteinander, so erhalten
wir:

(4) (—f1)p=—f% +1=0 (mod p?.

(mod p?).

Man kann den vorigen Beweis nur mittels der
Und zwar baben wir aus der Kummer-

Zweiter Beweis.
Kummerschen Theorie fithren,

schen Theorie die Kongruenz
@pt (t]EQ__‘{lep_T_tf_—_lEO (mod p)
p
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(s. Satz 5) und die Kongruenzbedingungen:
(Pi[t)Bp___lEO (mod p)
)

(s. Folgerung des Hilfssatzes 9). Von diesen Kongruenzen ausgehend,
erhielt D. Mirimanoff 7) das folgende System der Kongruenzen (s, auch

?) 8. 127—9) Bpi (1) @1 () =0

(5) (mod p)
1=2,3,.,..

pP—1,
T2
Nun ergibt sich aus einer einfachen Erwégung (s. ") S, 315und ®) S. 137),
dass

~1 )
"S 0 () G (6) = pot (— 22,
n—1

Teilen wir die Kongruenz (4) durch (3), so erhalten wir die Kongl"auenz (2).
w. z. bw
Nun beweisen wir aus der Kummer-Mirimanoifschen Theorie ausgehend

den folgenden Satz
Satz 8 st

o tionale Zahl, welche keine

wo p eine ungerade Primzahl, c eine ganze rationale Zahl,

Prin]iteiler der Form pt--1 hat, in ganzen durch p nicht teilbaren Zoh-
losbar und ist :

fen 103 x=£y (mod p).

3=

XP - yP = ¢ 2°,

so ist (mod 2.

X

Beweis. Die Zahl t, wo t==-— (mod p), ist, wie es schon im
y

vorigem Satze erwihnt war, eine L8sung der Kongruenzen (1) und (4).
Demnach hat Mirimanoff bewiesen (s. '} S. 317), dass solche # auch der
Kongruenz ey °
R
O (t) = ({4 )
3

——z=x0 (mod p)

=0 mod p

geniigen, wo a; die verschiedenen Wurzeln der Gleichung

' =1
z—1

) D. Mirimanoffi Sur le dernier théoréme de Fermat: Jour. f Math. 139
(1911) S. 309—324,

32
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bezeichnen und
R frmi(—=)

(1 —ap—t’
Letztere Kongruenz ist aber fiir m =3 linear,
®(1)=0 (mod p)

(s 1) S. 318 oder 2) S, 142),
Voraussetzung gemiss

Fiir ungerade m ist

Da z durch p nicht teilbar ist, so ist der

+i1zrzl

7 (mod p),

und es muss identisch
P()=0 (mod p)
P (— =0
sein. Nun ist aber (s, 7) S,

sein, also auch
(mod p)

317 oder ?) S. 141):

ml—1 R
Y =Z-h~1_ai (mod p)

und somit muss fir m=3

—1 __
T8 1)=0 (mod p)
sein *)

Die Mirimanoffsche Theorie ist durch Fro benius
welcher bewiesen hat,

w. z. b, w.
%) fortgefithrt worden,
dass fiir alle Primzahlen P, wo p=35 (mod 6):
Pl=5r =T 1=13p-1=1 . {mod p?).

(dies war durch F. Pollaczek, fiir alle
Ausnahmen bez. p, verallgemeinert ).
den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 9: Die Gleichung xr +yP 27 =0, fir p=6857, ist durch P
nicht teilbare Zahlen, nicht ssbar,

g9=31, bis auf endlich viele
Wir werden dies benutzen um

*) Mit dem Fall, p eine regulére Primzahl d. h, ist die Klassenzahl von % (p) durch 4
nicht teilbar, hat sich mit der Gleichung (1) E, Maillet (s: Acta Math. 24; 247—256 (1901))
befasst. Man kann diesen Fall unmittelbar ausgehend von den Kummerschen Erwigun-
gen (s, %) S, 232—4, 271—4q) erledigen, Fiir p ~ 100 ist es aber sehr schwierig zu erken-
nen, ob eine Primzahl p reguléir ist, Dabei ist beachtungswert, dass bei Maillet, ¢ héch-
stens aus p—-3 verschiedenen Primidealfaktoren zusammengesetzt ist,

® G. Frobenius: Uber den Fermatschen Satz I, II, II, Beiliner Akad.-Ber,
1909, 1910, 1914;

’) F. Pollaczek: Uber den grossen Fermatschen' Satz,
126 (1917),

3

Wiener Akad. Ber, B
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Beweis. Esist @ s1=5 (mod 6),

also ist s. ®) und °): , ‘
50856 — 70850 = 13680 =1 (mod 6857%).

Nun ist 56— 15625 — 2., 6857 __1_ 1911; 1911 =3,7% 13,

i b Iso .
Wir haben 2 5% =19117==1911=3.7%13 (mod p%,

wo p=6857. Da s 55 (mod 6857)
so ist dies unmdglich, denn
502421911 (mod 6857%),

Anmerkung: L Dickson ) hat mittels der Sophie Germain-
schen Theorie bewiesen, dass fiir alle Primzahlen pY wo p < 7000, auhs-
ser im Falle p=6857 der erste Teil der F:ern‘latschen Vermutung wahr
ist. Benutzen wir das Wieferichsche Kr1terfum, so kann masn. wie ;s
Beeger ') getan hat, beweisen, dass auch fiir p== 6857 der. al{zlw: r
ist. Die Rechnuungen welche man durchfiihren muss, um die Relation

20-1— 150 (mod 68577),

zu verifizieren, sind aber kompliziert. Dagegen ist‘ der obige Beweis
unmittelbar und auch allgemein auwendbar.

ZWEITER TEIL.

Wir erdrtern zuerst einen Kapfererschen Satz beztiglich der
Lisbarkeit der Gleichung
(1] . Pl _yz =38, 22n—2 xen

i i i : denen je zwei teilerfremd
in drei ganzen rationalen Zahlen X, y, 2 von en je ' d
sind. Kapferer ) hat nimlich bewiesen, dass die Lésbarkeit der f}lel
chung (1) mit der Lésbarkeit der Fermatschen Gleichung X" —{-l-y" 42 =:0
dquivalent ist. Nun weisen wir auf einen Jermakoffschen **) Satz hin,

1) L., Dickson: Messe;nger of Math, (2), 38 (1908) 14—32; Quart. Jour, Math,
40, 1908, 27—45, 3 . )

1) N, G, W, Beeger: Mess, of Math. 55: 17—21 (1925), Assoc, Frangaise Liége
1924), 105—6, L
( )‘-2) H Kapferer: Uber die diophantischen Gleichungen z'—y*==3! 2k xM
und deren Abhingigkeit von der Fermatschen Vermutung s, B, Heidelberg, Akad, Wiss,
Abh, B, 2 S. 32—7 (1933) vgl. Zntrbl, fiir Math, B. 7 Heft 1. Si 4

" 1) V. Jermakow: Wiestnik opytnoj fizyki i element.- mat, 1912 S, 87,

a4
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welcher dls Ausgangspunkt des vorigen Satzes angeschen werden kann,
Auf Grund dieses Satzes verallgemeinern wir leicht den Kapferer~
schen Satz folgendermassen:

Damit die Gleichung
. xn+yn+lez:0‘

wo n eine natirliche Zahl und P eine Primzahlpotenz ist, in ganzen ra-
tionalen Zahlen, x, y, z l0sbar sei, ist es notwendig und hinreichend,
dass die Gleichung

W3 — g2 ==382-2 P
in drei ganzen rationalen Zahlen u, v, w, von denen Jje zwei teilerfremd
sind, losbar sei, '

Um das bekannte Wendtsche Kriterium zu verallgemeinern und
ein Bachmannsches Kriterium zu widerlegen, benutzen wir die folgenden,
an und fiir sich charakteristischen, Hilfssitze:

Haben die Kongruenzen
) =f ({)=0 (mod p),

wo f(z) und f,(z) ganzzahlige Polynomen sind und p eine Primzahl ist,
(mod p) g gemeinsame Waurzeln, so ist (mod p) der Rang der Matrix
der Sylvestreschen Resultante gleich m—+n—g. (s Hilfssatz 10).

Haben die Polynome f(x) und f, (%) (mod p) einen gemeinsamen
Teiler, welcher mindestens vom zweiten Grade ist, so muss die Resultan-
te dieser Polynome durch p® teilbar sein (s. Hilfssatz 11).

Das verallgemeinerte Wendtsche ) Kriterium lautet:

Ist die aus den Zahlen (1, (%), . . ... ) GAR)) gebildete zykli-
sche Determinante durch ©* nicht teilbar oder ist mindestens ein Minor
(2h—2)-ten Grades dieser Determinante durch = nicht teilbar, wo
T =2hp-t1 zugleich mit p ungerade Primzahlen sind, und (hp)=1
S0 ist, in der Gleichung xr--yr 4-2r =0, wo x, V.. z-ganze rationale
Zahlen sind, eine Zahl z. B, x, durch p= teilbar. :

Bei Wendt ist die zyklische Determinante nur durch p teilbar,
Ferner werden bei Wendt die Minoren nicht beriicksichtigt. Ausserdem
muss gleichzeitig verifiziert werden, ob p¥ =1 (mod %) und eine ge-
wisse komplizierte zyklische Determinante (s, Anmerkung zum Satze 12)
durch = teilbar sei.

) 'E. Wendt: Jour, £ Math, 113 (1894) S, 335-—347,
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Schliesslich widerlegen wir das Bachmannsche Kriterium folgender-
massen:

Die ans den Zahlen [1, (7Y, 33, . . . .. Gt gebildete zyklische
Determinante, wo p>1T eine Primzahl ist, ist stets durch p® teilbar.

Bachmann hat bewiesen, dassim Falle, wenn die Fermatsche Ver.
mutung, mit durch p nicht teilbare Zablen X, y, k3 16sbar ist, die zyklische
Determinante durch p? teilbar ist.

Der Kapferersche Satz
,Die Existenz einer Losung der Gleichung

28 — y? = 3%, Q-2 xin

in drei ganzen rationalen Zahlen x, y, z won denen jd zwel teilerfremd
sind, ist fir jede natirliche Zahl n==2,3 ... .. , gleichbedeutend mit
der Existenz einer Losung der Fermatschen Gleichung u"--v"=w""

(wie wir glauben) wird, in einem neuem Lichte erscheinen, wenn wir
seinen Zusammenhang mit einem sehr interessanten, aber wenig be-
kannten Jermakoffschen Satz aufdecken. Dies wird uns auch ermdg-
lichen den. Kapferrerschen Satz zu verallgemeinern, Der Jermakofi-
sche Satz %) lautet: : )

Damit die Gleichung
. x¥=Ax-+42B,

wo A und B teilerfremde ganze rationale Zahlen sind, in ganzen ratio-
nalen Zahlen losbar sei, ist es notwendig und hinreichend, dass die Diskri-
minante dieser Gleichung eine Quadratzahl sei”.

Der Beweis dieses Satzes ist bei Jermakoff im Falle, wenn 3|4,
in komplizierter Weise durchgefithrt. Nun bieten wir unseren Beweis des
Jermakoffschen Satzes fiir diesen Fall:

Beweis. Der Voraussetzung gemiss ist die Diskriminante der

Gleichung (1) gleich:
e ¢ 4 A% —27B? = D?,

wo D eine gewisse ganze rationale Zahl ist. Setzt man
A=3A4,, D=2D,,
AP=B*43D2,

Da A und B teilerfremd. sind, so ist (4;, 3)=1 und somit ist jeder
36
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Primteiler der Zahl 4, durch die Form x?-}3y? darstellbar. Daraus
ergibt sich, dass man alle Darstellungen der Zahl A,® durch die Form
X2+ 33? mittels der Formel

x-+yV—3y=(u-+} l/’—_3ry]3
erhalten kann, wo
A =uF302 1),

Nun ist es leicht zu verifizieren, dass
24, —u—3v, —u-+3v
Wourzeln der Gleichung (1) sind, und zwar ist:
20+ (—2—30) 4 (~ut30)=0;
2u(—n—3v)+2a(—u437v)F-u?—9e2
=—3w+43v)=—A.

(Der Fall (3,4)=1 verlduft ginzlich analog und ergibt sich sogar
viel einfacher). :

Als unmittelbare Folgerung dieses Satzes erhalten wir eine Verall- -
gemeinerung des Kapfererschen Satzes.

Satz 9: Ist die Gleichung
(1) ‘ ax' by +cz" =0,
wo a, b, ¢ ganze rationale Zahlen sind und n eine beliebige natiirliche
Zahl ist, in ganzen rationalen Zahlen x, y, z losbar, so ist die Gleichung
{2) uf—v* =3% 27202 p? 2
in ganzen rationalen Zahlen u, v, w losbar. Ist n ungerade, a=-1,
b=11 und ¢ Potenz_einer Primzahl, so muss auch umgekehrt aus der
Losbarkeit der Gleichung (2) in ganzen rationalen u, v, w, von denen Je

zwel teilerfremd sind, auch die Losbarkeit der Gleichung (1) in ganzen
von Null verschiedenen Zahlen x, y, z folgen,

Beweis. Wir beachten die Gleichung
B=ut+2WwW
deren Wurzeln die Zahlen ax”, by", cz" sind, also

W:—;—abc[xyz)”.

%) s d. Verfassers: Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-Legendreschen
Satzes, Math, Zeitsch, B. 33 (193) S, 326 (= Defin. 5 und Bemerkungen zu dieser Defin.;
auch §, 335—6; Satz 3, ‘
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Die Diskriminante dieser Gleichung ist bekanntlich gleich 41% — 27 (2 W,
dabei muss sie Quadrat einer rationalen Zahl sein' (denn die Wurzeln
der Gleichung (2) ganze rationale Zahlen sind). Es existiert also eine
ganze rationale Zahl v, fiir welche 2*— 27 W? = v? oder

s — 2 =27 W=
Ist umgekehrt die Gleichung ‘ ‘
ua —_ ,U'/} :33 2—2 CS w‘l/l
in ganzen rationalen #, v, W, von denen je zwei teilerfremd sind, 18sbar,
so ist, dem Jermakoffschen Satze gemdiss, die Gleichung (3), wo

W=cw", in ganzen, zueinander relativ primen rationalen Zahlen, 16sbar.
Sind dies ¢;, %, %3, so folgt aus

tilyty=cwn,

da ¢ — Primzahlpotenz ist und Ifl, 5+ Iy teilerfremd sind, dass fiir ge-
wisse ganze rationale Zahlen X. J, 2, z. B.

fz =y,

t,=x", ly=cz"

ist.

Wir gehen jetzt zu der Verallgemeinerung des Wendtschen Satzes

iiber, dazu bendtigen wir die folgenden zwei Hilffssétze:

Hilfssatz 10: - Haben die ganzzahligen Polynome. f(x) und f(x)
(mod p) , wo p ein Primzahl ist, g gemeinsame Waurzeln, so ist, (wenn

nur f(x)=ayx*-+a x4, +an, Fux)=byxm4-b xm=1 4., 4 by,
der Rang der Matrix:

Qy ‘11; c @, 0,
0, aq, . n—1, Qn,
0, 0, a,... @yl @y, 0.0 | (m
0, 0, 0, . ay
1) Bou Byy byy o b, O,
0 by, by .. bmy, b
0, 01 bo‘{ - bma-l‘ bm .. 0 n,
0, 0 ' by, bm
(mod p) glewh m-}—n—- ‘ v
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durch g Parameter linear (mod p) bestimmt werden.

Studien itber den grossen Fermatschen Satz R
Beweis. Es sei
F=ayRba, L
A= b b i L b,
wo : )
aﬂva’ll"'aﬂ-; bDvblr"'bﬂ'l

ganze rationale Zahlen sind. Wollen wir in der Gleichung
() C f Y () Ffi ) (k) =

wo R die Resultante der Polynome f(x) und f;(x) ist, und ¢ (x) vom
Grade n—1 und ¢, (x) vom Grade m—1 ist; die Koeffizienten von ¢ (x)
und ¢, (%) finden, so erhalten wir m -7 folgende Gleichungen: ~

‘.Z()‘ul—]_ -.+bo'v1“|" =0
@) ay iyt Ggls+ . o . b v by va T =0
[).ul—l—o,ug—{— v anamto. vy o0 v 4 L Fomva=R
wo : -
s I
b () =u, x" 1t u x4 L .

Haben die Polynome f(x} und f; (x) (mod p) einen gemeinsamen Teiler
genau vom Grade g, so finden sich zwei (mod p) eindeutig bestimm-
bare Polynome ¢(x) und ¢;(x), deren Grade entsprechend gleich sind
n—g und m—g. so dass . - B

e () +fi(x)e(x}=0 (mod p).

Wir konnen jetzt die letzte Kogruenz mit einem Polynom. vom
Grade g— 1 mit willkiirlichen Koeffizienten, multiplizieren, Wir erhal-
ten somit m -7 Kongruenzen (3), wobei die Koeffizienten

4) Wy, Uy, . . Un; Uy, Vgy o s v Un

Die Determinante
der Gleichungen (resp. Kongruenzen) (3) ist identisch mit der Determi-
nante (1), Der Rang der letzten Matrix muss also vom Grade
m—{—n—~ £ sein.

Umgekehrt ist die Matrlx (1) (mod p) vom Range m+ﬂ——g. 50
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haben die Polynome f(x) uud f, (%) (mod p) einen gemeinsamem Teiler
vom Grade g 19).

Hilfssatz 11: FHaben die ganzzahligen Polynome f(x) und f, (x)
{mod p), wo p eine Primzahl ist, einen gemeinsamen Teiler, welcher min.
destens vom zweiten Crade ist, so muss die Resultante dieser Polynome
durch p? teilbar sein.

Beweis. Bezeichnet o eine Zahl der Reihe (4}, so erhalten wir,
den Gleichungen (3) gemiss, dass

o= O.MI—{—OMZ—I“. ’ -RMk“f“- ‘ :OMM+If=
R

wo My, My, ... M, ... Muta entsprechende Minoren vom Grade
m—n—1 sind (bekanntlich ist die Determinante (1) genau gleich
der Resultante der Polynome f(x) und f,(x)). Die Koeffizienten von
¢ (%) und ¢, (x) in der Gleichung (2) sind also entsprechend gleich den
Minoren (m—r-—1)—ten Grades von (1). Haben die Polynome f(x)
und f; (x) (mod p) einen gemeinsamen Teiler, dessen Grad mindestens
zwei ist, so miissen, dem vorigen Hilfssatze gemiss, diese Minoren und
die Resultante durch p teilbar sein. Teilen wir, in der Gleichung (1),
beide Seiten durch p, so erhalten wir:

My,

FOLow+AmLtem=Lrg,
p p r

wo die Koeffizienten von i({al (x) und von 1 ¢ (%) ganze rationale Zah-
len sind. Da aber f(x) und f; (%) (mod p) einen gemeinsamen Teiler ha-
hen, so muss pifg sein, d. h,, R ist durch p? teilbar.

p

Die Verallgemeinerung des Wendtschen Satzes lautet also folgender-
massen:

Satz 12; Ist die zyklische Determinante

LG R, 1
(2) Gh, &, ... 1, &y
‘ 1, (21’1). PPN (thﬁz)r (2.1351

) G. Darboux hat diesen Satz fiir algebraische Funktionen bewiesen (s,
Bull, d. sc, math, et astr, I-ére serie, 10 (1876), II-me série, 1 (1878)). Obwohl sein Satz
wenijger allgemein ist, ist sein Beweis doch viel komplizierter,
40
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durch 72, wo ==2hp 1, zugleich mit p Primzahlen sind, nicht teilbar,
oder ist mindestens eine Unterdeterminante (2h—2) —ten Grades der
Determinante (1) durch = mnicht teilbar, so ist, wenn nur (p, hy=1, die
Gleichung

@ Xy 22 =0

in ganzen rationalen Zahlen x, y, z nur dann losbar, wenn eine der Zah-
len x, y, z durch p= teilbar ist.

Beweis. Ist die Gleichung (2} in ganzen rationalen, durch m nicht
teilbaren Zahlen, lésbar, so wird z. B.

(ﬁ)”z (%)’+ 1 (mod =)

z

Somit haben die Kongruenzen

(41 —1=0 (mod 7)

sein.
{3) #h—1=0,

die folgenden Wurzeln gemein:

x\? x\? v_y-ﬂ (l)ﬂ (ﬁ)ﬂ (i)ﬂ
GGG 66
(mod =)
gleichzeitig nicht bestehen, denn andernfalls ist

XP e yp - 2P =3 xP=3yP=32"=0 (mod =),

d. h. (x, y, 2) %1 Es miissen somit unter den Wurzeln (4) drei ver-
schiedene geben. Die Matrix (1) aus Hilfssatz 10 mit

flx)=£r—1 und f (%)= (fF1p"—1% -

ist also héchstens vom Range m-+#—3 und von der Gestalt

Nun kann
XP=yP=2F

1 0 o ,..0—1 0 O0... 0
0 1 o ...0 0—1 O0... 0
0—1... 0

o 0 0 ...0 O

) en, e,
0 [2111)’ (2211)' .
0 0 @, ...

DO S I PR
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Addieren wir die k-te Kolonne, wo k=1,2,..,.2h—1, mit der
(27— k)-ten, so erhdlt die letzte Matrix die folgende Gestalt,
1 0 L 0 ...0 0
0 1 N ...0 0
0 o t1... 0 ...0 0
) 0 0 ... o o |
(Zlh]; (22’1)1 1...1 [z/ff.]]! [21/2} e 2/?_{2_2] "'
0.0 oo G, GRED . GRE
0 " O’ ’ L (Zlh) ' (2211) LA (2[22.’1.‘1]

Es ist evident, dass die Matrix (4) desgleichen héchstens vom Range
m~-n—3 ist. Und zwar, addieren wir eine Kolonne (resp. Zeile) K| mit
dem a-—fachen einer beliebigen Kolonne (resp. Zeile) K,, so ist die neue
Matrix von demseélben Range, wie die vorige, Denn nehmen wir eine
beliebige Unterdeterminante (r--1)-ten Grades, wo r der Rang der er-
sten Matrix ist, so ist die Unterdeterminante im Falle, wenn in ihr die
Kolonne Kj +-a K, nicht représentiert ist, offenbar == 0. Ist aber K, aK:
représentiert, so kann man U=U, + a U, setzen, wo U, und U, Unter-
determinanten, welche aus der Zerlegung der Kolonne K, 2K, ent-
springen, Es ist evident, dass U, = U, =0 und demnach auch /=0 ist,
Offenbar ist die Determinante (4) der Determinante (1) gleich und jede
Unterdeterminante (2%—2)-ten Grades von (1) ist zugleich einer Unter-
determinante (44— 3)-ten ‘Grades von  (4) gleich und ebenso muss
sie = 0 sein. - Ist also die zyklische Determinante (1) durch =® nicht
teilbar oder ist mindestens eine Unterdeterminante (2A—2)-ten Grades
von (1) durch = nicht teilbar, so muss in der Gleichung (2) eine Zahl
z. B. x durch 7 teilbar sein.  Somit muss auch plx sein, denn andern-
falls wird dem Furtwinglerschen Satze gemiéss (s. Satz 1)

w=r (mod p?
sein, was unmdglich ist, da
=12z (mod p*)
ist.
Anmerkung: Bei Wendt %) ist die zyklische Determinante nur

durch p teilbar. . Ferner -werden bei Wendt die Minoren nicht beriick-
42
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sichtigt. Bei ihm tritt die Voraussetzung (%, p)=1 (welche in der Pra-
xis, z. B. beim Beweise der Fermatschen Vermutung fiir p <7000 kei-
nen Einfluss hat) nicht hervor. Ausserdem muss bei Wendt gleichzei-
tig verifiziert werden, ob gleichzeitung

App=p*—1=0 (mod %),

wo 4y, die folgende Husserst komplizierte zyklische Determinante ist:

Zh. .. .. (2/3&1]- 2—prhtr—1) |
. .Ah— (2211).' (23)1)' L. 2____p2h(p—1)‘ (Z‘k]
2h = ) . -
2—prhe=n, (3l GA%y), ) 22 ’

Dadurch kann man z. B. fiir alle p<{4000 unmittelbar und ziemlich
schnell, mittels der Primzahlentafeln, den ersten Teil der Fermatschen
Vermutung beweisen.

Es ist zu beachten, dass es (wie wir in einer anderen Arbeit be-~
weisen wollen) geniigt zu verifizieren, ob die zwei ersten Hauptminoren
der zyklischen Determinante (1), d. h. die Unterdeterminanten, welche
aus (1) entstehen, indem man die j ersten Zeilen und J ersten Kolonnen
streicht, durch p teilbar seien. .Und zwar sind dann (im Falle, j)venn
diese zwei Minoren durch p teilbar sind) alle Minoren (2/— 2)-ten Gra-
des durch p teilbar. : '

Nun ist es jetzt leicht (gemiss Hilfssatz 10), das Bachmannsche
Kriterium zu widerlegen und den folgenden Satz aufzustellen:

Folgerung: Fiir jede Primzahl p>17 ist die zyklische Determinante

T N P PR et
. (IpI:% ' 1.' (p;l]' . ' o (g:é)

durch p® teilbar.
Beweis.  Die zyklische Determinante (1) ist (s. Satz 12, (3) uhd (4))
der Resultante der Polynome
fy=tr'—1 und . fi()=({-41p~"—1
gleich, Offenbar ist:
R(f.f)=R (fO, D) R (f, £,®) R (fO,f,®) R (f®, /@),
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wo )
—1 —~1 —1 1
=Tt P=fThy fo=tT—1 A= 1Ty

und R(f®, fU)) die entsprechende Resultante bezeichnet. Da fiir =1
tir mindestens zwei quadratische Reste, resp. Nichtreste, ein Rest oder
Nichtrest nachfolgt %), so haben die Polynome

(O, £, i=12; j=1,2,

{mod p) mindestens zwei gemeinsame Wurzeln. Dem Hilfssatze 11 ge-
méss ist demnach, jeder Faktor der rechten Seite von (2), durch p?
teilbar, .

Anmerkung: Bachmann ) S, 57—9 hat bewiesen, dass im
Falle, wenn %73 -2 =0 in ganzen, durch die Primzahl p nicht teil-
baren Zahlen l6sbar ist, die zyklische Determinante (1) durch p® teilbar
sein muss,

Streszczenie.

W niniejszej pracy staramy sie teorje wielkiego zagadnienia Fer-
mata, stworzona przez Furtwédnglera, Kummera, Mirimanoi-
fa i Kapferera, zastosowaé do ogélnego réwnania x” +yr==cen,
W ten sposéb teorja zagadnienia Fermata wychodzi z ram teorji od-
osobnionego zagadnienia i staje sie¢ podstawa teorji wyzszych stopni.

W koticu I-ej czesei dowodzimy, ze réwnanie X? 37 427 =0 dla
#=06857 jest niemozliwe w liczbach catkowitych niepodzielnych przéz p,
z czego wynika, Ze pierwsza cze§¢ wielkiego zagadnienia Fermata
jest udowodniona dla wszystkich wykladnikéw <7000,

W II-¢ czesci miedzy innemi tak dalece uproszezamy teorje Wend t a,
Ze skomplikowane uzupelnienia do niej podane przez L. Dicksona
staja sie¢ zbyteczne i jest ona bezposrednio w praktyce stosowalna.

W koficu obalamy kryterjum Bachmanna rozwiazalnoéci pier-
wszej czesci wielkiego zagadnienia Fermata.

") s z B.E Cahen: Theorie des nombres II (1924) S, 1024,
8) a,a O,
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Sur une démonstration du théoréme de M. Borel
concernant les probabilités dénombrables

(O pewnym dowodzie twierdzenia Borela, dotyczacego

prawdopodobienstw przeliczalnych.)

Par

Stanistaw Ruziewicz

M. Emile Borel a démontré le théoréme suivant concernant les
probabilités dénombrables 1):

72 () désignant le nombre de chiffres égaux a 1 parmi les 7 pre-
miers chiffres du développement du nombre x & base g, on a pour tous
les x réels sauf pour les nombres X formant un ensemble de mesure
lebesguienne nulle, l'égalité

nl) 1

lim —
n->00 R g

Le but de la présente Note est démontrer comment on peut dé-
duire ce théoréme du théoréme connu de M, H. Lebesgue daprés

lequel toute fonction monotone a une dérivée finie partout, sauf peut
étre aux points formant un ensemble de mesure lebesguienne nulle,

o 1
Il suffit évidemment de prouver que pour tout nombre positif a<—2—

I'ensemble E de tous les nombres de l'intervalle (0,1) pour lesquels on
a pour un chiffre 71 de la base g (g>>2)

1) Les probabilités dénombrables el leurs applications arithmétiques, Rend, Circ, Mat,
Palermo XXVII, 1° sem, 1909, pp. 247—271,
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