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Das Riemann-Stieltjessche Integral
(Catka Riemanna-Stieltjessa)
Von
J. Ridder in Groningen

Einleitung

Zur Definition des Riemann-Stieltjesschen Integrals einer fiir a <z <5
beschréinkten Funktion f () in bezug auf eine Funktion a(z) (die Determi-
nante), welche in (a, b) von beschrinkter Variation sei, bildet man die Summe,

@ 7@ - {a@) —a@),
=
wobel ay=m, < <2, 7..<z=>0ud g, <E=<a (=1, 2,..., n)
ist. Wenn diese Summe, wie auch die Teilungspunkte von (a, 5) und die
Punkte (£) in den Teilintervallen gew#hlt sein mégen, immer denselben Grenz-
wert liefert, sobald die L#nge des grofiten, zur Summe gehdrigen Teilinter-
valls nach Null konvergiert, so definiert dieser Grenzwert das R.-S. Integral
b

ther (a, b): f f@)da@).

Die Ditferenz a(z) — a(x;y) soll in dieser Definition dieselbe Rolle haben
wie die Differenz a;—;_, bei der Definition des gewshnlichen Riemannschen
Integrals. Das ist jedoch nur teilweise der Fall. Denn «(z)— a(z.,) tritt
zwar in die Summe (1) auf; man verlangt aber nicht, daB die groBte der
Difterenzen {a () — a (z;_;)}, sondern daB die groBte der {z,— @,_,} nach
Null konvergiert. Man kann bemerken, daf das erste, wenn o(x) stetig ist,
eine Folge ist des zweiten, wihrend es bei unstetiger Determinante nich immer
mbglich ist Teilungen zu finden, bei welchen das grofte der {& (z) — @ (z_y)}
nach Null konvergiert. Jedoch lassen sich zu jedem positiven ¢ immer Tei-
lungspunkte (2) wihlen mit den Eigenschaften: 10 jeder Unstetigkeitspunkt
von ¢ (x) mit

Ve+0)— ViEe—0)=s,
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wobei V(z) die Totalvariation von &(2) in (a,2) ist, und V(z-+0) = x],Lmz V(x');

s >
V(z—0) = lim V(«")*), kommt unter den Teilungspunkten vor; 20 fir zwei
i
aufeinander folgende Teilungspunkte z,_, <2 wird
Vigg—0)—V (54 0) < e
gein. Wenn dann die Summen
2 . A+l
@ X /@) {aly—0)—ala+0)+ Y@ {ab+0)—al—0)
= =1

fir -0 immer denselben Grenzwert liefern, so definiert dieser ein verall-
gemeinertes R-S. Integral tiber (s, 0), dessen Eigenschaften, wie sich
im folgenden zeigen wird, aus den analogen Eigenschaften des R. Integrals
herzuleiten oder direkt zu beweisen sind. Speziell bei monotoner Determi-
nante o (z) liegt diese Anderung der Definition auf der Hand. Dieses Integral
ist allgemeiner's) als eine von E. W. Hobson in seiner »Theory of funections* I
(Third Ed. 1927) behandelte Greneralisierung des R.-S. Integrals *). Bs hat den
Vorteil, da verschiedene Satze (§§ 3—1) einfacher formuliert werden kdnnen
als bei Hohson, loc. cit.; speziell sind keine Bedingungen tber die gegen-
seitige Lage der Unstetigkeitspunkte von a(#) und f(z) aufzunebmen, wie
das in einigen Sitzen beim urspringlichen R.-S. Integral oder bei der eben
genannten Geperalisierung notwendig ist.

Der Paragraph 11 enthslt eine geometrische Definition des verallgeme-
nerten R.-S. Integrals.

In einer kleinen Arbeit ,Uber das Riemannsche Integral“®) zeigten wir,
wie es moglich ist, unter Anwendung von nach Jordan meBbaren Funktio-
nen (man siche die Definition 11 und nehme in ihr a(#)=w), eine Defini-
tion des R. Integrals zu geben, welche iibereinstimmt mit der bekannten ana-
lytischen Definition des L. Integrals von Lebesgue. In § 13 findet man
fir das R.-S. Integral, wieder verallgemeinert in dem oben angedeuteten Umfang,
eine dritte Definition, analog mit der eben genannten ftr das R. Integral,
wobei an Stelle des gewdhnlichen Jordanschen Mafles das «(z)-Mafl nach
Jordan benutzt wird und weleche fir a(z)=x in die tbercinstimmende
Definition des R. Integrals tbergeht.

%) In & und b gei V(s —0)==V(a); V(b~}0)==V (b). — Auf gloiche Weise lassen sich
a(s—0) und «(b-}-0) einfithren.

%) Man siehe auch S. Pollard, Quart. J. of Math. 49 (1928), S. 74138, ins bes.
8. 96 n. 122,

*) Siehe: Nieuw Archief (Amsterdam) (2) 15:4 (1928), 8. 821—829.
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Riemannsche Form der Definition.

§ 1. Definition 1. & (x) sei von beschréinkter Variation im abgeschlosse-
nen Intervall (g, 8). Ein Punkt  von (a,5) heifle ein Doppelpunkt in bezug
auf ¢(z), wenn e (x) unstetig ist in #; man denke sich in % zwei Punkte z—0
und 2 -0 zusammengefallen und definiere ¢ in diesen Punkten wie folgt:

a@—0)= .zhElx @(@) und e(@+40)= lim a ().
P =31

Unfl man schreibe & <<z —0<o-+0<§, wemn & <z & ist; die
Axiome der linearen Anordnung werden dadurch gliltig bleiben im x;euen
Punkthereich, gebildet von den Stetigkeitspunkten von ¢ (z) und den zu den
Doppelpunkten von @ (z) gehsrenden Punkten (z — 0), (@ -+ 0).

Definition 2. f(x) sei definiert fir 0 <Xa <% und @ () sei von beschrink-
ter Variation in (g, b). Dann soll, wenn z ein Doppelpunkt in bezug auf o (z)
in (a, b) ist, f'(x — 0) =f (z + 0) =/ («) sein.

Definition 3. Bei willktrlich positivem ¢ wird

aoder o —0=1, <z, < <...<<2,="b oder b40

eine e-Teilung von (a, b) sein in bezug auf eine Funktion @ (z)
von beschrinkter Variation in (s, 5), wenn: 1° die Teilungspunkte entwedex:
Stetigkeitspunkte von a () oder (zu einem Doppelpunkt von e (z) gehb‘rendé)
Punkte (z—0) oder (x-}0) sind; 20 zu jedem Doppelpunkte = von «(z) mit

Viw+0)— Viz— 0) =

wobei V'(z) die Totalvariation von a (x) tiber (a, #) darstellt, unter den Tei-
lungspunkten zwei aufeinander folgende, #, und %41, 2zu finden sind mit
#=5—0 und z,, == 0; 3° fir jedes Paar aufeinander folgender Tei-
lungspunkte (%, %,y), welches nicht zu den unter 29 betrachteten Pasren gehsrt,
. Vg — Vi) <e
1st,

Im folgenden werden in den Betrachtungen nur da Punkte (®—0), (x4-0)
zugelassen wo von &-Teilungen (und e-Summen) die Rede ist.

) Det:inition 4. Zu der fiir a<x=<b endlichen Funktion f@
wird bei willkiirlich positivem ¢ die Summe

2@ {a@ —a@r) odee Ff(E)-4e()

Jm1 Jeal

4) Wemn a od(.ar b Unstetigkeitspunkt von () ist, so sei a(e—0)=ua(a) bzw.
(b~} 0) = « (5). Wir bemerken, daB bei dieser Deuting die Symbole o (z —0), & (z -} 0)
denselben Zahlenwert darstellen wie in der Einleitung.
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eine e-Summe lber (g, b) in bezug auf die Determinante a(x) (von
beschriinkter Variation in (g, b)) sein, wenn die Teilungspunkte @ < 2;<...< %,
eine &-Teilung von (a, b) in bezng auf e () bilden und

ya=5=%(j=12..., )

ist, wahrend auf f(2) die Definition 2 angewandt worden ist.

Definition 5. Die fir @ < << b beschrinkte Funktion f () besitzt tber
(a,b) ein (verallgemeinertes) Riemann-Stieltjessches Integral
b

in bezug auf a(z), /f(w)da(w), wenn die zu f(x), a(v) gehtrenden e-

Summen tiber (a, b) nach einem festen Grenzwerte G konvergieren fur &— 0.
Es soll dann

jf(z)da(a:)=@

sein %) ).
Definition 6. Zu f(z), endlich ftir a <z b, wird bei willktirlich
positivem e die Summe

@ K] =2‘M,’ <4 a(x)

=

) Die Klasse der e-Summen ist umfassender als die der Summen (@) in der Einlei~
tung. Mit Hilfe von Satz I sieht man jedoch leicht, dab beide Klassen zu demselben Inte-
gralbegriff fithren.—Wenn wir im folgenden ohnemehr yon einem R.-S. Integral sprechen,
meinen wir immer ein Integral gemiif Definition 5.

®) In einer Arbeit von Miss R. C. Young, Math. Ztschr. 35 (1932), 8. 117 — 163
werden ,vielwertige" Stieltjessche Integrale definiert. Dazu wird gefordert, daf die griSte
Intervalllinge (,the norm“) von Teilungen von (@, b) in endlich viele Intervalle nach Null
konvergiert, wobei dann mittels zur Teilung gehtrenden und von den Fuiktionen f (@) und
g () abhlingigen Summen die Werte des Integrals von f(#) in bezug auf g(x) iber (o, b)
gefunden werden. Im Falle dab 9 (%) von beschriinkter Variation ist, ist es mdglich die hier
in Definition 3 eingefiihrten s-Teilungen von (2, b) bei der Bildung jener Summen zugrunde
zu legen. Dadurch wird dann die Vielwertigkeit det Integrals verringert und sehr wahrschein~
lich ist es, daB die von Miss Young in § b ihrer Arbeit abgeleiteton Bezichungen zwischen
den vielwertigen ginneren* Stleltjesschen Integralen und den poodifizierten”  Stieltjesschen
Integralen von Pollard (siehe Pollard, 1 c. %)) sich im Falle, daBl g(x) von beschriinkter
Variation ist, Gibertragen lassen auf die mit Hilfe von e-Teilungen zu definierenden
vielwertigen yinneren® Stieltjesschen Integrale und die verallgemeinerten R.-S. Intograle, die
hier mittels Definition b eingefiihrt wurden. Ubrigens kann man auf verschiedene Weisen
s Teilungen und dabei gehorende Btieltjessche Integrale sowohl im Sinne der Youngschen wie
im Sinne unserer Arbeit einfiihren auch dann, wenn ¢ (%) nicht notwendig von beschriiakter
Variation ist; die geg itigen Verbsltnisse dieser beiden Definitionen wiiren dann jedesmal
zu untersuchen (man vergleiche wieder §5 der Arbeit von Miss Young). Wir gehen jedoch
nicht niiher darauf ein.
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eine obere e-Summe iiber (4, 8) in bezug auf a(x) sein, wenn die
Teilungspunkte (x;) eine e-Teilung von (a, b) bilden und

M = obere Schranke M; von f (§) ist fiir x, | =< & =<, im Falle d,& (x) =0, .
= untere Schranke m; von f(§) ist fir z,_, < § < x;, im Falle J,a (z) <O ist

(j=1,2,...,n); auf f(x) sei hierbei wieder die Deifinition 2 angewandt.
Die zugehtrige untere s-Summe tber (a,0) in bezug auf a(z),

@ 8= Y'm- ¢a ()
-1
enthilt zu jedem j==1, 2,..., n eine Zahl

m; = untere Schranke m, von f(§) fir 2, , <5 <x,, wenn 4,a(x)=0,
= obere Schranke M; von f(§) fir 2, , &=, wenn 4, a(x)<<0 ist.
Satz . Wenn f(z) beschriankt ist fur aéxgb, so nihern

sich die oberen e-Summen einem bestimmten Grenzwerte fir
€—>0; dasselbe gilt fur die unteren z-Summen.

Definition 7. Die in Satz I genannten Grenzwerte definieren das (ver-

~
allgemeinerte) obere Darboux-Stieltjessche Integral,f)‘(x)da(x),

11
bzw. das (verallgemeinerte) untere D.-S. In tegral,ff(x)da(x) o).
Bewels des Satzes I. V() sei die Totalvariation von a(z) tber (a,%),
P (x) die positive und N (x) die negative Totalvariation von a(x) tber (a,z).
Dann ist fiir die bei den &-Teilungen in bezug auf e (x) zugelassenen Punkte :

6 c@=e@+PE—N@ wl VE)=P@+N@);

dabei ist in jedem Punkt 2—0 P(z —0)= lim P(2') und in jedem Punkte
3z
240 P(xr40)= }'1-? P(x') gesetzt und sind die Werte von N(x) und V(z)
x>x

in diesen Punkten auf analoge Weise definiert. Aus (5) und Definition 6 folgt:

® Zm,-de—zn'M-d,Néggs‘gzﬂ'zw-d,P~2"m/-6,N,

J=1 J=1 Fml J=1

wobei 6, P==P(z)—P(%,_,) und 6 N=N(z)—N(z.,) ist (j==1, 2,..., n).

®) Man vergleiche Leb e sgue, Legons sur l'intégration (Deuxiéme ¥d. 1928), 8. 27
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Die Funktion $==P(x) bildet die Punkte’) des abgeschlossenen Intervalls
(@, b) der x-Achse aut die Punkte?) des abgeschlossenen Intervalls &
=P(a)==0, #,=P(b)] der #-Achse ab, wenn man fr jeden Stetigkeitspunkt
# von P(z) t==P(x) zum Bildpunkt nimmt, jedem Unstetigkeitspunkte z’ das
abgeschlossene Intervall [P(2’'—0), P(#'+-0)] auf der t-Achse hinzufigt,
Ordnet man dem Punkte t== P(z) den Funktionswert f(z) zu, jedem Punkte
des abgeschlossenen Intervalls [P(z' — 0), P (2’ 4 0)] den Wert f(x), so wird
auf [t,, %] eine Funktion ¢ (#) erhalten 8) und die Summen

jM,-d,P und jm,-d,l’

J=1 J=1

™

-ty

konvergieren fir £—0 zum oberen Darbouxschen Integrale f @ (t) di9) baw.

)
zum unteren Darbouxschen Integrale / @ () dt.

4

Auf dieselbe Weise lufit sich mit Hilfe von %= N(x) das Intervall (a, b)
auf das Intervall [u; = N(a) =0, wuy==N(F)] einer u-Achse abbilden; f(z)
goht dabei in eine Funktion w (1) in [, u,] tber und die Summen

zn‘MpéjN und zn'm,-d,N

fuy J=1

f”’v)(u) du bzw. /u:p(u) du.

y

konvergieren fir ¢— 0 zu

Aus (8) folgt somit

. ity —y
_ . BUp 3
[w(t)dt /w(u)dugllm P S <

&0

fq»(t)dt~f v du,

wobei auch § statt S geschrieben werden darf.

") Es werden biermit keine Punkte (& — 0), (= 0); (¢ —0), (¢4 0) gemeint.
®) Man beachte, daB in den abzihlbar vielen Punkten (%), weleche mit Inlervallen auf

der -Achse korrespondieren, in denen «(w) konstant ist, ¢(#) im allgemeinen nicht einden-
tig sein wird.

o ]

—=h
D) / @ (#d¢ hat denselben Wert wie f @ (Y)dt, wobei p, (¥) eine in (4, £,) eindeu-
. 1 1

tige Funkti.on ist, welche aut der Teilmenge, in deren Punkten ¢ (9 eindeutig ist, mit dieser
zusammenfillt unc.l die in jedem Punkte, welecher mehr als einen ¢-Wert zulit, gleich der
oberen Schranke jener g-Werte ist. Es gibt verschiedene e-Teilungen von (e, b) in bezug
70
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Die Differenz der beiden #uBersten Glieder dieser Ungleichung ist gleich

{ (Z‘MJ 6P — Ymy- ajN) - (Zm,- 42— 3.4 N)} =
J=1 Je=1 CJ=1 J=]

2’"@, -4V,

J=1

lim
=0

&0
wobei @, == M,— m,. Ftigt man zwischen je zwei Teilungspunkten (%= —0,
%y, ==z - 0) den Punkt x als neuen Teilungspunkt hinzu, so &ndert sich die
Summe = ;- d; ¥ nicht; somit avch nicht ibr Grenzwert. Die Summen (8)

)
und (4) gleiben dabei ebenfalls ungeindert.
Denken wir uns die neuen Teilungspunkte unter den () aufgenommen,
so wird die Anzahl n der Glieder in den verschiedenen Summen im allgemei-
nen zugenommen sein (n’) und es ist dann

2‘0/' &GV —(8—8)= 2‘“}' (6,7 —| a (@) — a(@)]).

J=1

9

=1

Ist Q die Oszillation von f(z) im abgeschlossenen Intervall (a, b), so
wird der nicht negative Ausdruck (9) héchstens gleich

Q- (V) — Yla@m—al@ )

J=1

sein. Da jeder der Unstetigkeitspunkte von a(z) fir gentigend kleines & zu

auf a(x), welche zu derselben Teilung von (4, #,) fithren; zwischen den beiden, zu dieser
Teilung gehdrenden oberen Summen fiir @, (2):

(4) (G —7y) wd  Zpf(y—5a),
) )

wobei gy==obere Schranke von @, (f) im abgeschlossenen Intervall (77-1,%) und p3 =obere
n
Schranke von ¢, (£) im offenen Intervall (z7_1,7;), liegen die Summen {EM/ . 6JP}, gehdrend zu
Jeml

den verschiedenen, mit der Teilung von (2,,¢,) korrespondierenden e-Teilungen von (&, b). Dies

bleibt der Fall, wenn bei der Einfithrung von M; das zugehfrige Intervall der e-Teilung

offen (also ohne Endpunkte) oder halboffen angenommen wird. Sowohl in diesen Fillen wie
b

in dem des Textes folgt die Grleichheit von Hu:, 3 M;. 6 P und f @ (t) dt daraus daB beide
80 j=1

#
—t t

Summen (4) fiir ¢ = 0 nach @, (t) dt konvergieren.
[
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den Teilungspunkten gehort, findet man leicht, dal die letste Summe V (3)
zum Grenzwert hat, falls & nach Null konvergiert %), Dadurch muf

lim (§ — 8) = lim 5 w6V
- Fad
71

e—+0

=y s Ny 1y
=/q)(t)dt——fq:(t)dt+f1p(u)du)——/1p(u)du
gein, ' . “ i

Aug (8), denselben Ungleichungen mit S statt S und (10) folgt die Existenz

von lim S und lim S und es ist
=0 80

(10)

(11) lim §=fl(p(t)dt—ft;(u)du und lim §=f¢(t)dt-]zp(u)du.

Damit ist der Satz bewiesen.
Aus (11) und Definition 7 folgt weiter:

ff(x)da(x):ff(z)d?(x)-—-ff(x)dN(m) und

(12) 14 b &
[f@da@=[f@ire—[wive.
Satz Il. Damit die beschrinkte Funktion f(x) tiber (a, b) in

bezug auf die Determinante a(x) (von beschrinkter Variation

in (a,b))integrierbar sei nach Riemann-Stieltjes, ist notwendig

uud hinreiechend, daB die oberen und unteren D.-S. Integrale

(im Sinne der Definition 7) iber (a, b) einander gleich seien. Ihr
b

gemeinsamer Wert gibt dann ff(x)cla #).
Der Beweis folgt in einfacher Weise aus Satz I und den Definitionen 4—7

Satz ll. f(«)sei beschrinkt und e(x) von beschrinkter Va-
riation fir a2 =<5. Damit

[reaan

¥) Siehe z, B. Lebesgue, 1. ¢.%) 8. 61.
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existiere, ist notwendig und hinreichend, daB

&

[r@ave

existiere, wobei V(z) die Totalvariation von a(x) dber (a, )
darstellt.

Dies 148t sich ableiten aus der Tatsache, daB fiir £ — 0 (9) nach Null kon-

vergiert, anch wenn man die im Beweise des Satzes I neu hinzugefiigten
Teilungspunkte wieder fortlaBt.

b
Satz IV. Wennff(w)da(w) existiert, so existieren auch

ff(x)dP(z) undff(x)dN(x), wobei P(x) und N(z) die positive

bzw. negative Totalvariation von a(x) iber (s ) darstellen,
und es ist:

10 jf(z)da(x)::jf(x)dl’(x)—ff(”)dN("‘);

und

2 [f@ave= [f@iP@+ [fEdNe.
Beweis, Die Existenz von ff(x)dP(x) undf/(:c)dN(z) und 1° fol-

.3
gen unmittelbar aus (12). Nach Satz III existiert auch j f(@x)dV(z). Schlieb-

lich folgt 29 da V(z)= P(z) -} N(=z) Aist, durch Anwendung der Definition 4
auf die Funktionen f(z), V(z)).

§ 2. Bekanntlich 188t sich zu einer Funktion « (), von beschrinkier
Variation in jedem endlichen Intervall (z,, @), fur die beschrinkten Teilmen-

1) Auch 148t sich mit Hilfe der Definition 4 zeigen, daf

[r@ae@+pe= [r@iam+ [r@ase

ist, sobald die Integrale des rechten Gliedes existieren und «(#) und A(x) beide monoton
nicht — abnehmend oder beide monoton nicht— zunehmend sein; f (%) soll dabei wieder be-
schrfinkt sein fir 6 <<2z=<b.—Unter Anwendung von Satz V 146t sich sogar zeigen, daB
diese Behauptung auch giiltig bleibt, wenn e () und #(x) nur von beschriinkter Variation
zu sein brauchen.
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gen der @-Achse ein duberes und ein iuneres a (x)-MaB definieren, die fiir
a(x)=o mit dem gewthulichen atiBeren hzw. inneren Mafe nach Lebesgue
zusammenfallen; dabei wird das atibere Maf eines offenen Intervalls (&, &)
gleich a (& — U) — a(§ -+ 0) angenommen, wobei a (£ 0) E:}BE o (%) und

. o>
a(f~—0)==lim @ () sein soll. Ebenso und in annloger Weise lassen sich
2>

fir alle bese;rii.nl{tell Teilmengen der -Achse ein Hufleres und ein inneres
a (x)-MaB einfibren, die fir o (z)==a« mit dem Jordauschen Hufleren bzw.
inneren Male zusammenfallen; das 4uBere Mal eines offenen Intervalls ist dabei
wieder wie soeben anzunehmen. Die erstgenannten MaBe neunen wir dullere
und innere e (x)-Mabe (L), die letztgenannten dullere und innere e (x)-Mafe (J).
Bine in (a, b) liegende Menge E, heiBt @ (x)-mefbar nach Lebesgue bzw.
Jordan, wenn ibre duferen und inneren V (z)-MaBe nach Lebesgue bzw.
Jordan einander gleich sind; hierbei ist V () die Totalvariation von e (z) iber
(@, ). AuBerdem ist die Menge dann auch P ()-mefibar und N (z)-meBbar nach
Lebesguje bzw. Jordan, wobei P(x) und N (z) die positive bzw. negative To-
talvariation von ¢ (w) tiber (a, #) darstellen, und man hat, wenn mq, das «a(z)-
Maf nach Lebesgue bzw. Jordan der meBbaren Menge (d. h. den gemein-
samen Wert der zugehorigen #ufleren und inneren Mafle) andeutet:

(13) Mg By =Mpgy () — Mgy (B) 0nd 1m0y (B) == 154 () 4= 1y (Em)l %),

Satz V. f(x) sei beschrankt und @(z) von beschrinkter Va-
riation im abgeschlossenen Intervall (a, 0. Damit

/f(w) da ()

existiere, ist notwendig und hinreichend, daB die Menge der-
jenigen Unstetigkeitspunkte von f(x), welehe nicht gleich-
zeitig Unstetigkeitspunkte von a(z) sind, ein V(z)-MaB (L)=0
habe.

Beweis. Fir die Existenz des R.-S. Integrals von f{x)nach a(2)ist nach Satz ITT
b
notwendig und hinreichend die Existenz von f f#@)d V(x). Die Transformation

t=T(z) und ihre Umkehrung fithren das letzte Integral und das Riemannsche
2

Integral fw (f)dt (man siehe den Anfang des Beweises von Satz I und

P
1

%) Man vergleiche fiir die ganze Theorie z B. Liebesgue, 1. ), 8. 277—281.
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nehme dort == V(x) statt # = P(%)) ineinander tiber. Damit das Riemannsche
Integral existiere, ist notwendig und hinrefchend, daB die Menge derjenigen
Unstetigkeitspunkte von ¢ (#), welche nicht Bildpuokt eines der abzihlbar
vielen Unstetigkeitspunkte von V(z) (oder was dasselbe bedeutet, von a(z))
sind, ein Lebesguesches Maf Null habes). Das MaB (L) dieser Menge ist
jedoch gleich dem V(x)-Mae (L) ibrer Bildmenge. Daraus folgt der Satz
fast unmittelbar.

Es wird in diesem Satze nicht gefordert, da die Unstetigkeitspunkte
von f(z) von den Unstetigkeitspunkten von « (z) verschieden sind. Wenn z. B.
f(#) und e(x) beide nur in einem und demselben Punkte von (a, b) unstetig
sind, so existiert dennoch das verallgemeinerte R.-S. Integral tiber (a, b)%4);
das R.-S. Integral in seiner nicht veraligemeinerten Form kann dann jedoch
nie existieren.

Allgemeiner folgt aus dem vorigen Satze das

Korollar: f(x) sei beschrinkt und e(x) von beschriankter

Variation im abgeschlossenen Intervall (q, b). Zur Existenz
&

von ff(x)da(:c) gentigt: 1° f(z) ist von besehrdnkter Variation

im (@, b), oder allgemeiner: 2° f(x) hat héchstens abzdhlbar
unendlich viele Unstetigkeitspunktels).
Wenn f(z) und a(z) beide von beschrinkter Variation sind, so existieren

& &
beide Integrale: f f@)da(r) und f o (z)d f(x)).

Elementare Eigenschaften des Integrals.

§ 3. Wir lassen einige weiteren Figenschaften des hier behandelten
R.-S. Integrals folgen. Bei den Suizen, deren Beweise fast dieselben sind wie
die ibres Analogons bei dem gewthnlichen R.-S. Integrale oder der von
Pollard und Hobson behandelten Generalisierung, werden diese nur kurz
angedeutet,

13) Siehe Hobson, Theory of functions I (Third Ed. 1927), S. 469.

4) Man siche auch die Beispiele bei Hobsomn, ). ¢.13), 8. 559. Diese zeigen auBerdem,
dafl Funktionen f{x), @ (] sehr wohl ein R.-S. Integral in der hier behandelien, verallge-
meinerten Form liefern konnen ohne ein ,generalisiertes® R.-S. Integral zu haben nach der
Definition, behandelt von Pollard, 1. ¢.%) und von Hobson in den §§ 377 — 380 seines
zitierten Werkes. Aus Satz II, (11) und Hobson, L. ¢. 8. 562 folgt jedoch, daB umgekehrt.
aus der Existenz eines ,generalisierten” Integrals die des zugehdrigen veraligemeinerten
Integrals notwendig folgen wird und dab sie dann einander gleich sind.

1) Vgl. Hobson, L ¢.1%), S. 545 u. 546,
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Mit Hilfe von Satz V und Definition 4 lassen sich die beiden folgenden
Siitze ableiten.

Satz VI. f(x) sei beschrinkt und () von besehrinkter Va-
riation in (@, b). Dann laBt sich schreiben ftir a<e<Ch:

ff(w)da(x)=ff(w)da(w)+ff(w)da(w),

sobald die Existenz des linken oder die der beiden rechten
Integrale bekannt ist

Satz VI. Wenn die beschrinkten Funktionen f(x) und fi(x)
in (a,5) R.-S. Integrale haben in bezug auf die Determinante
a(2) (von beschrinkter Variation in (a, ), so ist anch fi(@)-f()
in (a, b) intergrierbar (R-8) in bezug auf e¢(x) und

f{ﬁ(x)+];(x)}da(x)=f;§(x)da(x)+fjg(x)da(w).

§ 4. Definition 8. F(x) sei endlich und a(x) sei von beschriinkter
Variation im abgeschlossenen Intervall (a, b). Jede Umgebung eines Punktes §
von (a,b) enthalte Punkte (z) mit V(x)> V'(§)'¢), wobei V() die Totalvaria-
tion von (z) tber (a, ) darstellt. Wenn dann in £

. F(z)— F(§) . . .
14 TS
{14) ?}r:)a;;g{‘_o)") a@—a(® (endlich oder bestimmt unendlich)

existiert, wobei nur derartige Punkte (2) betrachtet werden, in denen (%)= a(£)
ist, so definiert dieser Grenzwert die rechte a(x)-Ableitung, Dy, ., F(E),
von F(x) in £, Auch wenn es eine Umgebung von & gibt, derartig,
daf in keinem ihrer Punkte V(z)>> V'(§) ist, aber in jedem Punkte mit
V(z)= V() und > § auch F(x)=F(£) ist1®), betrachten wir D, , F(€)
als existierend. @ibt es dann eine linke @ (xz)-Ableitung in £ gleich einem
Grenzwerte wie (14), wobei jedoch V(r) < V(§) sei und V(x) nach ¥ (£—0)
konvergiere, so nehmen wir den Wert der rechten « (x)-Ableitung gleich dem
der linken; sonst sei der Wert voun D, , F'(€) unbestimmt. ~Die linke a(x)

Ableitung, Dy, F(£), von F(x) in £ und ihr Wert sind in analoger
Weise zu definieren.

1) Oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit «(x) % «(£) und x>,
1) Oder @ — & und & > &.

“?) Man kann auch fordern: es gibt eine Umgebung von £, derartig, dab fiir alle Punkte
2> ¢ in ibr gleichzeitig o (@)=« (f) und ¥ (@) =F'(&) ist.
76
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Definition 9. Zur Einfihrung der e(x)-Ableitung, Dy, F(§), von
F(z) in £ betrachten wir drei Fille: 1° wenn £ mit a oder b zusammen- .
fillt und in a bzw. b die rechte bzw. linke &(x)-Ableitung existiert, soll die
a(x)-Ableitung in £ existieren und denselben (bestimmten oder unbestimmten)
Wert haben; 20 wenn in [ a oder b] V(§)=TV(£+0) oder = V(§—0)
und == V(-4 0) ist?%) und wenn dabei die linke und die rechte & (z)-Ablei-
tung den gleichen Wert haben, sei D, F(£) gleich dem gemeinsamen Werte;
30 wenn nur einer der beiden Grenzwerte V(E—0), V(§—0) von V(§)
verschieden ist und die zugehorige (rechte bzw. linke) a (z)-Ableitung existiert,
sei D,y F(E) gleich dieser.

Definition 10. Es seien F(x) und a(z) wie in Def 8. Dann nepnen
wir F(z) in & (a<E=b) linksseitig stetig nach a(x): 1° wenn in 3
gleichzeitig V(E—0)== V(£)*) und F(§—0)=F(§) ist; 2° weon £ ein Un-
stetigkeitspunkt von V(z)%) ist. Eine in § nach « (%) sowohl links— wie
rechtsseitig stetige Funktion heifie in £ stetig nach a(z).

Diese Definitionen ermdglichen es zu formulieren den

Satz VIII. Das unbestimmte Integral, G(z), fir a<a=<b gleich
der Summe vonff(x)da(a:) und einer willktirlichen Konstante

und fir z=a gleich dieser Konstante, ist in allen Punkten
des abgeschlossenen Intervalls (a, b) stetig nach a(x) und
hat in jedem Punkte £ in welchem f(z) stetig ist nach a(x)
und, im Falle daB V() stetig istin & daneben Dyya(@)=+1
oder —1, oder unbestimmt ist, eine a(x)}-Ableitung=7r(&)*)

Beweis. Aus den Definitionen 5 und 10 folgt die Stetigkeit nach a(z)
des unbestimmten Integrals G(z) in jedem Punkte von (a, b).

Wenn P(z) die positive und N(z) die negative Totalvariation von e (z)
tber (a, @) ist, so werden in jedem Punkte £ in welchem f(£+ 0)=/(£)
und V(£ 4 0)= TV (£) ist, die Ableitungen

z

4
| [ fyare— [feir@
Dres ch (”)dp(”)]gy(‘,?_.mi y  P@—P@

19) Oder: wenn a () in £ stetig oder auf beiden Seiten unstetig ist.

1) " Oder a(§ —0)=2a(§).

31) Oder von &(x).

*1) Bei dieser Formulierung rechnen wir die («)-Ableitung in denjenigen Punkten,
in welchen sie zwar existiert, aber unbestimmt ist, gleich dem zugehdrigen Werte von f(@).

77

_ Alx,§)
[= Ll(g)l—» vz B(z, 5)]



GUEST


14 J. Ridder

und

x

£
S(@)dN(x)— [ flx)dN (=) !
Dma»[ / Ji (x)d N (m)]—:—x‘lim f e —{(5) i} [s lim _0@1@]

V() V(@ £0 vin—vie£0.D(,§)

existieren und gleich f(£) oder unbestimmt sein. Ist in auBerdem Dy al)
==~1, 80 wird fur gentigend kleine Differenzen {V (2)—V(£)}

| N(@)— N@|<n-|Px)— P&

sein, wobei % positiv und fest, aber willktirlich klein, Hiermit beweist man aus
der Existenz der beiden vorigen Ableitungen, daB auch

2 §
ff(x)da(x)~—ff(w)da(m)
D, G (&) = lim g 8 =1
s G ) V>V (EL0) a(z)—a(g) | = v v B(@, =D (w, 8)
existiert und gleich /(&) oder unbestimmt ist. Dies gilt ebenfalls, wenn in
& Dy & (@)=—1 ist. SchlieBlich wird auch fur Dy (E) unbestimmt die
Ableitung von G (x) nach @ (x) in & existieren, jedoch unbestimmt sein.

Dab Dy G (2) in einem Unstetigkeitspunkte £ von V(x) existiert und
gleich f(£) ist, folgt in leicht ersichtlicher Weiso aus den Definitionen 5 und 9
(2° und 3°).

Satz IX. Dasunbestimmte Integral G{x) von f(x) nach )]
hat in allen Punkten (») des abgeschlossenen Intervalls
(a, b) eine a(z)}-Ableitung=/f(x), ausgenommen in den Punkten
einer Teilmenge vom V(x)}-MaBe (L) Null

Beweis. Aus der Theorie der Funktionen von beschrinkter Variation
geht hervor, dal in allen Punkten von (a, b), welche Stetigkeitspunkt von
V() sind, ausgenommen diejenigen einer Menge - yom V(x)-Mafle (L) Null,
die Ableitung Dy, (x) existiert und entweder 41 oder — 1 ist %), Dadurch
folgt Satz IX sofort aus den Sitzen VIII und Va4,

*) Man siehe Liebeague, 1 c. 1), S. 259 u. 260, Wir hemerken. dab dies und Fuszn.
80 die einzigen Stellen unserer Arbeit sind, an denen oin Resultat benutzt wird, dag mit
Hilfe der Y.ehesgueschen MaB-und Integrutionstheorie bewiesen wird. An oinigen woiteren
Stellen haben wir zwar zur »Formulierung* der Siitze das Lebesguesche MaB oder o-Mab
angewandt; das wire jedoch leicht zu vermeiden gewesen,

%) Dieser letzte Satz 148t sich nun, unter Anwendung von Definition 10, auch so

b
aussprechen: Damit /f(m)du () existiere, int notwendig und hinreichend,
Zx
daB die Punkte von (e, B), in'denen (%) nicht stetigist nach a(x), eine

Menge vom V{x)-MaBe (L)=0 bilden.
8
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§ 5 Satz X. Es sei f(x) heschrinkt und ¢(z) integrierbar
{(R) im abgeschlossenen Intervall (a, b); man setze fir a<<e=}d

fq)(mdx:@(x). Dann wird

[ra-o@ic=[rwaow

gein, wobei das erste ein R. Integral, das letzte ein R.-S. Integral
ist, sobald die Existenz eines dieser Integrale bekannt ist.

Fir den Fall, daB ¢ (2)=0 und das letzte Integral ein ,generalisiertes®
R.-S. Integral ™) ist, wurde der Satz am ersten von J. M. Whittaker be-
wiesen 23). Das von Hobsonu ) gegebene Beweisverfahren ist auch ohnemehr
anwendbar, wenn das R.-S. Integral im Sinne der Definition 5 genommen
wird und ¢ (z) wieder =0 ist.

LaBt @ (x) positive und negative Werte zu, so ist zu schreiben: ¢ (z)
= ¢ (z) — ¢~ (x), wobei in z: gt=¢ ist, wenn ¢ > 0, und sonst==0;

@ =—¢ ist, wenn ¢ < 0, und sonst==0. Dann sindf(p"‘(sc)dw undf(p_(x)da:

R. Integrale, welche die positive bzw. negative Totalvariation von @ (x) iiber
{a, x) darstellen. Der Satz gilt, wenn man ¢(x) durch ¢t (z) oder ¢~ (z)
ersetzt. Mit Hilfe von (12) und Satz II folgt daraus auch seine Giltigkeit

fiir ¢ () selbst 27).

§ 6. Hilfssatz. a (x) sei von beschridnkfer Variation im
abgeschlossenen Interval (4, 5). In jedem Punkte = von (4 b),
in welchem a(z) linksseitig (rechtsseitig) stetig ist, sei anch
die endliche Funktion f(z) linksseitig (rechtsseitig) stetig;
in jedem (offenen oder abgeschlossenen) Intervall, in dem
a(xr) konstant ist, sei anuch f(z) konstant Wenn dann: 10 fir
jedes # mit Ausnahme derjenigen einer Menge K, vom V(x)
Mafle (L) Null, D, f(x) existiert und gleich Null ist) und:

%) Siehe Proc. London Math. Soc. (2) 25 (1926), S. 213,

26) Siehe Hobson, 1 c. 1%, 8. 554, 555,

) Es wird hierbei benutzt, daB aus der Integrierbarkeit (R) in (s, 3) von f(2). o (z)
und von @(x) die von f(x). @+ (2) und von f(z).p~ (x) folgen; das ist so, da in jedem
Punkte, in welchem f (). ¢(x) und ¢ (x) beide stetig sind, dasselbe gilt von den Funktionen
fl@). gtiz) und fiz). p=(x),

%) In den Punkten, fiix die Deyf(2) unbestimmt ist, nehmen wir die Ableitung gleich
Null an.
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20 die Differenzenqguotienten ";—f(-(%:jjt;%% (mit V(z) == Vig))

in (@, b) beschrénkt sind, so wird f(x) konstant sein in (g, ).

Bewels. Es sei ¢ willkiirlich positiv und e=e¢, 4 & ... + & -}..., wobei
anch die Glieder dieser Reihe positiv sein sollen. Die Menge P der Unste-
tigkeitspunkte (w,) von @ (w), in welchen keine rechte e (x)-Ableitung =0 exis-
tiert, ist htchstens abzdhlbar unendlich (siehe Def. 9, 39). Zn jedem a; lift
sich, da f(x) in einem solchen Punkte rechtsseitig stetig ist, ein Intervall
(zy x;) angeben mit

(15) | flah) —f ()| <&

Die Punkte von E_ sind innere Punkte von abzihlbar vielen Intervallen
(&, &), fur die :
{16) ({; (VEN—TE<e

ist. Jeder Punkt & von E, ist also innerer Punkt mindestens eines der Inter-
valle (&, &); es sei (5 Eiw) ein derartiges Intervall. Dann wird es, wenm

. | flaey) — () . . .
M die obere Schranke aller | T =V (@) (mit V() 3=V (x,)) angibt, ein
Punkt &4, geben mit

A |f k) —f @S M- [V Ei) — V@)] wnd 2 < iy = Sk -

In jedem nicht zu P und nicht zu E, gehtrenden Punkt § von (a, B) ist
D, f(E)=0, und es gibt somit ein Intervall (§, £) mit

18) [fE)—f B <e-[VE) V).

Zu jedem Punkte des abgeschlossenen Intervalls (¢, b), b ausgenommen,
gehort mithin ein Intervall, dessen Anfangspunkt er ist und zwischen dessen
extremen Punkten entweder (15) oder (17) oder (18) gilt. Mit Hilfe dieser
Intervalle 148t sich eine Lebesguesche Kette konstruieren, welche bei a an-
fingt und b exreicht. Da in jedem linksseitigen Unstetigkeitspunkte x von
@ (%) Doy f(2) =0 und dadurch f(x— 0)=f(2) ist, und diese Gleichheit auch
in den linksseitigen Stetigkeitspunkten von e (%) gilt, folgt aus der Existenz
der Lebesgueschen Kette und (15) bis (18), daf

/O —fla)| <e+M-e+2-V(})

sein muB, e ist willkiirlich positiv; es wird dadurch f(a)==y(b) sein.

Der Beweis gilt ungeéindert fir jedes Intervall (¢, d) mit a <<e<<d<h.
Also ist f(2) konstant in (a, b).
80
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Satz XL a(x) sei von beschrankter Variation im abge-
schlossenen Intervall (a, b)) In jedem Punkte x von (g b), in
welchem a(x) linksseitig (rechtsseitig) stetig ist, sei auch die
endliche Funktion f(z) linksseitig (rechtsseitig) stetig; in je-
dem (offenen oder abgeschlossenen) Intervall in dem ()
konstant ist, sei auch f(x) konstant. Wenn dann: 1° fiir jedes x,
mit Ausnahme derjenigen einer Menge E, vom V(z)-Male (L)
Null, Dy, f(x) existiert, 20 diese Ableitung sich dureh Hinzu-
figung gewisser Werte in den Punkten, in welchen sie nicht
existiert oder unbestimmt ist, erweitern 148t zu einer fir
a=z=<b definierten und beschréinkten Funktion D,/ (z), fiir

b
die das R.-S. IutegralfDﬂ(,,f(m)da(z) existiert, 3° die Diffe-

renzenquotienten{,—ng‘))_—%%(mit V(z,) & V(2,)) in (g b) be-
- 2
schrinkt sind, so wird

s .
Pt @aa@ =70~ f@
sein (Hauptsatz der Integralrechnung).
Bewels. Nach Fuszn, 24 existiert f Doy f@)da(@) fir a<z=b.

Die Differenz zwischen ihr und f(x) — f(a) gentigt den Bedingungen des
Hilfssatzes und wird somit konstant sein. Diese Konstante ist Null,

§ 7. Satz XIl. Wenn die beschrinkten Funktionen f(x)
und g(x) im abgeschlossenen Intervall (a, b) integrierbar
(R-S) sind in bezug auf eine in (a, b) stetige und monoton
mnicht-abnehmende Funktion a(z), so wird

Jro-[[smaaw]iae+ [s6-] [r0aam]ta@
(19) a a . a . a
~[f@ia@-[1@ia@
sein. : ’
Bewels. f 9(y)da(y) ist, nach Satz VIII, stetig nach «(z) fur a<z=Sh.

Die Menge der Punkte, in denen f(x) nicht stetig ist nach a (z), hat das a(x)-
81
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‘Maf (L) Null (siehe Fuln. 28). Dasselbe wird nun auch der Fall sein fur
die Menge der Punkte, in denen f (). f 9(y)da (y) nicht stetig ist nach a(x)

und darauvs folgt, nach Fubun. 28, daB dieses Produkt tber (a, b) ein R.-S,
Integral nach « () besitat.

Auf dieselbe Weise lubt sich die Existenz des zweiten iterierten Integrals
in (19) ableiten; ‘

Ebenso wie im Beweise von Satz I mit Hilfe von ¢==P (x) sind hier mit
-Hilfe von #==a(z) die Punkte von (a, ) abzubilden auf die Punkte eines
Intervells [ == ¢ (), & = a ()] der #-Achse. Die Funktionen f(z) und g ()
sndern sich dabei in Funktionen von ¢t ¢ (#) bzw. ¥ (f) und das erste Glied
“von (19) geht tiber in :

f’(p(t)-[jw(u)du]dt;}—f.qy(t)-[f‘w(u)du]dt.

Aus der Theorie der R. Integrale folgt, daf sich hierfir schreiben luft i")

j:p(t) dt-fﬁw @) dt.

Und dies ist gleich dem rechten Gliede von (19).

Korollar. @ (z) sei stetig und monoton nicht-abnehmend,
% (%) und v (x) seien stetig im abgeschlossenen Intervall (q b).
In jedem (offenen oder abgeschlossenen) Teilintervall, in
dem a(x) konstant ist, seien auch u(z) und v(x) konstant. Wenn
dann: 1° ftir jedes #, mit Ausnahme derjenigen einer Menge
vom a(x)-MalBe (L) Null Dyyu(®) und Dy, v () existieren, 20 die-
se Ableitungen sich durech Hinzufdgung gewisser Werte in
den Punkten, in welchen sie nicht existieren oder unbestimmt
sind, erweitern lassen zu fir a2 <b definierten Funktio-
nen Dy, u(x) bzw. Dyyo(x), die tiber (g, b) integrierbar (BR-S)
nach a(x) sind, 8° die Differenzenquotienten ;‘;—%’l—))—:;w%%,
';(;;l)):;’__g:; (mit & (z)=a(x)) in (¢,b) beschrinkt sind, so wird

20) [ 4@ Duss2@)da(@)+ [ 0)- Dueyte)da(e) = u(t) - o(6) —u(a) - o)

gein.

©' ho) Giehe z B. Hobson, L ¢ 1), 8. 491,
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Beweis. Da die Funktionen D, % (x) und D,y v () nach Fubn. 23 nur in
den Punkten einer Menge vom a(z)-Mafie (L) Null unstetig nach «(x) sein
konnen, so werden, wieder nach FuBin. 23, auch die Produkte 0(2).« Dy i (2)
und % (@) Doy v (x) tiber (a, b) integrierbar (R-S) nach «(x) sein; die In-
tegrale in (20) existieren somit.

Nach Satz X1 luBt sich fir das erste Glied von (20) schreiben

fbba(,)v(x)-[wa(y)dacy)+u(a>}da<x>

+fbDa(z>u<x>-[f%w(y)da(y)+v(a>]da(x),

und dies ist nach den Sutzen VIII, XII und XI gleich

J Pusnteliata): [ Do) data)-+ (o) [ Duplordate) (@ [Puuact)
==u4(b) v(b) —u(a)-v(a)?).

Geometrische Definition des Integrals.

§ 8. Es sei a(x) von beschrinkter Variation in jedem endlichen Inter-
vall der g-Achse. Jedem offenen Rechteck mit o, <@ <<y 4, <y <<y,
ftigen wir ein &uBeres «(z)-y-MaB gleich (2, —0).y, —a(z, — 0)-7,
—a@+0 nte@m+0)-n=_{@m—0)—a@+ 0} (h—y) =
Ebenso wie fiir alle beschrinkten linearen Mengen der x-Achse, ausgehend
von dem #uleren o (x)-MaBle der offenen Intervalle, ein #uBeres und ein inne-
res a(x)-Mafl (L) oder (J) za definieren war, lassen sich auch fur alle be-
schrinkten Mengen der wy-Ebene, ausgehend von dem #nBeren e (z)-y-MaBe
der offenen, achsenparallelen Rechtecke, ein duBeres und ein inneres e (z)-y-
MaB (L) oder (J) einfihren (man vergl § 2); diese #uferen und inneren
MaBe fallen fur e (x) =« mit den gewshnlichen auBeren bzw.inneren MaBen (L)

1) Wird von a(2) vorausgesetzt, daB sie in (g, b) stetig und von beschriink-
ter Variation sei, so bleibt Satz XII richtig. Denn aus Satz XVIII folgt, dad jede
beschriinkte, nach @ (%) (R-S) integrierbare Funktion auch ein Lebesgue-Stieltjessches In-
tegral iiber (a, b) hat in bezug auf ¢ (z) und zwar von demselben Werte wie ihr R.-S. In-
tegral iiber (a, b); und die Anwenduug der von Lebesgue, I ¢.%), 8. 269 u. 260 gegebene
Transformation von L.-S. Integralen in L. Integrale fiikrt (19) in die analoge Formel fiir
partielle Integration bei L. Integralen tiber.Auch das aus Satz XII abgeleitete Ko-
rollar bleibt dann giiltig, wenn man dabei im Nenner der Differenzenquo-
tienten (in 3% statt () ihre Totalvariation V(x) eingetzt.
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oder (J) zusammen, Eine beschrinkte Menge K, ,, deren Punkte Abszissen-
werte haben, liegend im Intervall (a, b), heiBt @ (x).y-mebbar (L) oder (J),
wenn ihre &uberen und inneren V (v).y-Mafe (L) bzw. (J) einander gleich
sind; hierbei bedeutet V(z) die Totalvariation von ¥ (z) uber (@, ). Wenn
P(z) und N (v) die positive bzw. negative Totalvariation von a(z) tiber (a, )
derstellen, wird E,, dann auch P (). y-meBbar (L) bzw. (J) und N (z).y-
meBbar (L) bzw. (J) sein und man hat fur die zugehtrigen MafBzahlen:

M.y (Bay) == Mpgs.y (Bey) — Mu.y (Bry) und
M.y (Bas) = Moy 5 (By) + ey y (Bay)

§ 9. Ist auf der 2-Achse die Funktion «(z) monoton nicht-abnehmend,
80 erhilt man das atbere a(z).y-Mab (J) einer beschrinkien Menge I, als
untere Schranke der Summen der o (x)-y-MaBe von endlich vielen, offe-
nen Rechtecken (R,), welche simtlich H,, iberdecken. Wenn die Horizontal-
und Vertikalseiten der (R,) bis ins Unendliche verlingert werden, so entstehen
endlich viele offene Rechtecke (S,), welche entweder mit einem R, zusam-
menfallen oder Teil eines E, sind, Die Koordinaten der Punkte eines §,
sollen den Bedingungen o™ <Cx<af™; yi™ <y -<yi™ gentigen. Wenn es
dann mindestens ein Punkt von E,, gibt, dessen Koordinaten denselben
Ungleichungen gentigen, aber keiner mit » = x{"; ¢i" =y < y§™ oder mit
2 < @ < 2 y=y{, so lassen wir S, offen; es seien () alle derarti
gen Rechtecke unter den (S,). Grehorten bei S, entweder Punkte (, y) von
E,, mit »=a{”; y{" <y <y§ oder solche mit @{" La < af?; y== yim,
oder sowohl Punkte von E,, der ersten wie auch der zweiten Kategorie, so
fugten wir ihm alle Punkte der wy- Ebene zu, welche der ersten bzw. der
zweiten bzw. einer der beiden Bedingungen genligen witrden; es sei S, ein so
entstandenes, teilweise abgeschlossenes Rechteck. SchlieBlich lassen wir dieje-
nigen Rechtecke (S,) fort, welche nicht zu den (S;,) gehtren und nicht in ein
S ibergefuhrt werden konnen. Es ist klar, daB die (S;,) und die (S;) simt-
lich die Menge E,, enthalten und dab ihr a(z)-y-GesamtmaB (J) hochstens
gleich der Summe der a (z)-y-MaBe der (S,) ist.

Jedes Netz N(r), welches entsteht mittels Horizontal-und Vertikallinien,
bei denen der Abstand zweier nebeneinander verlanfender unterhalb der festen,
positiven Zahl # bleibt, liefert eine Uberdeckung von E,, durch endlich viele
Rechtecke (S, S). Es ist nun deutlich, daf die untere Schranke des a(x)-y-
GesamtmafBes (J) von (S,, S,) fur alle moglichen Netze N () nicht grofier
sein kaon als die untere Schranke der Summen der a(w)-y-MaBe von je
endlich vielen offenen, E,, tberdeckenden Rechtecken (B,). Da die erste
Schranke auch nicht kleiner sein kann als die zweite, sind beide einander
gleich. Also:
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Hilfssatz. Bei monoton nicht-abnehmender Funktion a(x)
erhilt man das dufere a(x).y-MaB (J) einer beschrinkten
Menge E,, als untere Schranke der Summen der a(s).y-MaBe
von je endlich vielen Rechtecken (S}, S,), welche samtlich
E,, therdecken und zu einem und demselben der Netze N(y)
gehoren; hierbei ist # willkiirlich positiv, aber fest

§ 10. Wenn im abgeschlossenen Intervall (z, 3) «(zx) monoton nicht-
abnehmend und f(x) nicht-negativ und beschrinkt ist, so hat die Ordinaten-
menge Ofa<2x<"b; 0 <y = f(x)] ein Auberes a(z)-y-Mab (J). Wahlt man
auf der y-Achse Punkte (y), derartig, daf je zwei benachbarte einen Abstand <C¢
(willktirlich positiv) haben und auf (g, b) Punkte o=, <2, <% ... <2, =b,
zu welchen eine &-Teilung von (g, b) in bezug auf a(x) gehort®). so liefern
die Parallelen zur a-Achse durch die Punkte (y,) und die Parallelen zur y-Achse
durch die Punkte () ein System ¥ von Intervallen (S, S.), das die Ordina-
tenmenge O entbilt (siche § 9). Das & (x). y-MaB (J) von 3 weicht um weni-
ger als e.[a(b) — a(a)] ab von der zu f(z) und der eben betrachteten &-Tei-
lung von (a, b) gehsrigen Summe S, bei deren Bildung die Intervalle der
&-Teilung jedoch als nach rechts offen betrachtet werden 32); das folgt aus den
Definitionen der oberen e-Summe S und des Systems von Intervallen (S, S,

b
Nach Fuszn. 9 hat § fur s—>0ff(x)da(n:) zum Grenzwert. Somit ist dieses

obere Integral auch Grenzwert des a(x).y-MaBes (J) von 2 fur €— 0. Auf
Grund des Hilfssatzes von § 9 mul dieser Grenzwert gleich dem oberen
a(z)-y-Mafle (J) von O sein. Wir erhalten somit den

Satz XIlIl. Wenn f(x) nicht-negativ und beschrinkt und
a(x) monoton nicht-abnehmend ist im abgeschlossenen Inter-

b
vall (a, b), so ist der Wert vonff(x)da(x) gleich dem #uBeren
a(z)-yMaBe (J) der Ordinatenmenge Ofa<z=<bh 0<y=r(2)]
Ist fiir a <2< b

0=f(x)<<h,

80 wird bei nicht-abnehmender Funktion o (x)
[ b
(22) JF@aa@=h-let)—a@]— [1—f@)de @

*) Siche Definition 3. Die Punkte (2) selber sind Stetigkeitspunkte oder Doppelpunkte
von a(z), also keine Punkte (x4 0) oder (x —0); die &Teilung erhiilt man, wenn man statt
eines jeden Doppelpunktes die zugehrigen Punkte @ — 0 und x40 setzt.

33) Siehe Definition 6 und Fuszn. 9.
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sein. Aus dem vorigen Satze folgt, daf das zweite Glied von (22) das innere
o (z) y-MaB (J) der zu f(z) gehorigen Ordinatenmenge darstellt. Das lie-
fert den

Satz XIV. Fir die in Satz XIII genannten Funktionen f(z)
b
und a(x) ist [f(z)da(z) gleich dem inneren a(x).y-Mafle (J) der

a
Ordinatenmenge O.

§ 11. Satz XV. Im abgeschlossenen Intervall (a, b) sei f(2)
nicht-negativ und beschrinkt, a(x) von beschrinkter Varia

b
tion. Dann ist zur Existenz vonff(w)da(m) notwendig und

hinreichend, daB die Ordinatenmenge OfaLs<h; 0y < /(@)
V{)ey-meBbar (J) sei, wobei V(2) die Totalvariation von e (z)
tiber (a, ¥) darstellt. Sind P () und N(x) die positive bzw. ne-
gative Totalvariation von a(x) tbher (a, @), s0o wird

(23) ff(-”) da (x) = mp(y., (0) — Myg .y (0) = Mgy, (0)

seir‘l7 wobei m Mah (J) andeutet.
3

Beweis. Aus der Existenz vonff(m)da(m) folgt, nach Satz III, da8

a

3
auch f f (@) dV (z) existiert und daraus auf Grund der Sitze XIII und XIV
die V(). y-Mefibarkeit (J) der Menge O.

Umgekehrt, sei O ¥ (2).y-mefibar (J). Dann wird sie auch P(x).y-meBbar
(J) und N (%) y-mefbar (J) sein und nach (21) ist

(24) ma(z)._v(o) = Mpay .y (0) = MNG .y (O)'
Nach den Sétzen XIII und XIV laBt sich hierfur schreiben:

b . b
(25) mu(,)_,(O)——-ff(a:) AP (@) — ff(x) i N(x)

&
Nach Fuszn. 11 existiert nun such [ f(2)dV () und dadurch, nach Satz III,

b
‘/-f(a:J de (). SchlieBlich folgt (23) aus (24), (26) und Sata IV, 10,
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Satz XVI. Wird von f(z) nur Beschriénktheit angenommen
und ist f*(s)=f(x) auf der Teilmenge E von (a, b), auf der f(z)
positiv ist, und=0 auf der Komplementarmenge C(E), ist
f~(@)=—f (%) auf C(E) und =0 auf E, s0 ist zur Existenz von

&

ff(:v)da(x) notwendig und hinreichend, daB die Ordinaten-

mengen 0;[a<z<b; 0<y<f*@)] und O [aL2<b; 0<y<rf(a)]
V(@) -ymeBbar (J) seien. Es wird dann

(26) ./lf(m) da () = m, @.»(01) — Mo #(0y)

sein, wobei m MaB (J) angibt. (Geometrisé¢he Definition des
R.-8. Integrals)

. Bewels, Wenn f(x) tiber (a, b) integrierbar (R-S) ist nach a (), so folgt
aus Satz V dasselbe fir die Funktionen f*(z) und JS7(@); und umgekehrt.
Zur Existenz der Integrale von St(®) vnd f~(x) ist, nach Satz XV, wieder
notwendig und hinreichend die V'(x).y-MeBbarkeit (J) der Mengen O, und 0,.

Nach Satz VII ist: '

& ] 1]
Jr@eew=[rwice— [ F@aa@.

Auf Grund von (23) folgt hieraus (26).

Lebesgne-Radonsche Form der Definition.

§ 12. Hilfssatz A. Die Menge E sei enthalten im abgeschlos-
senen Intervall (g, 8), auf dem a(x) monoton nicht-abnehmend
sei. Fir eine Funktion f(z), auf E gleich einer posiven Kon-

stanten A und gleich Null auf der Komplementirmenge C (&),
wird .

@) [ r@ae@=h-mu,m)
und ‘

1]
(28) [ @@ =h-m

sein; hierbei deuten m und m suBeres bzw. inneres lineares

Maf (J) an.
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Beweis. E liBt sich tiberdecken durch eine Menge I von endlich vielen,
einander fremden und offenen Intervallen, welche siimtlich E enthalten und
fiir die bei willktirlich positiver &:

29) Moy (1) < oo (E) - &

ist, For die Ordinatenmenge Ofx auf I; 0 Sy =<?%] wird das #uBere Fli-
chenmab (J)
: Mo (y.y (0) = b+ iy (I)
sein. Hieraus und aus (29) folgt, unter Anwendung von Satz XIII:
b

[r@ia@<h mn®)
Jede nach Definition 6 gebildete obere &-Summe S von. f(%) uber (a, B
und in bezug auf « (x) ist grofer als oder gleich k.« My (E). Konvergiert e
nach Null, so gibt das:

(30

—b
81) [ 7@ da@ = b (B
Aus (30) und (31) folgt (27).
Ist die Funktion g(x) auf C(Z) gleich h und auf E gleich Null, so wird

b b
[r@aa@=h1e0—a@)— [s@de@
=h[@ () —a @] —h - Ty {CE)} =h my, (B)
gein. )

Hilfssatz B. Die Werte der nicht-negativen Funktion f(z)
seien im abgeschlossenen Intervall (a, ) alle kleiner als G;
@ (%) seinicht-abnehmend in (g, b). Dann wird fur 0<p<<p+hrlG:

T gy (B (f 2. 4 W} S Mgy {O (0 p + B} S b o Wy (B (f2p)}

und
Beto{B (f 20+ B} S ey, {O(py p -} Sh e mo (B (F 200}

sein, Hierbei deutet E,(f>p + k) die Teilmenge von (a, b)
an, in deren Punkten f>p-h ist; O(p,p-+h) ist eine ebene
Punktmenge, deren Punkte (£ #) den Bedingungen: a <E<Sb;
p<nsfE)<p+h gentigen

Beweis. Aus der Menge O(p, p-+%) entsteht durch Fortlassung der
zwischen y=p und y ==p-}-h liegenden, aber nicht bis zur Geraden y==p-F~
88
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reichenden Ordinatenstticke eine Teilmenge, deren #uberes ¢ (x)-y-Mab (J)
nach Hilfssatz A gleich h « fiiy, {E, (f > p -+ h)} ist.

Hitte man die nicht bis zu y==p -} } reichenden Ordinatenstiicke 3)
von O(p,p~+h) verlingert bis zu y=p-h, so wire aus O eine Menge
entstanden, welche O enthielte und deren #uferes o (z).y-Mad (J) gleich
b Mo {B.(f 2 p)} wire.

Damit ist der erste Teil von B bewiesen. In derselben Weise folgt der
zweite Teil.

Hilfssatz C. /(z) und ca(x) seien definiert wie in Hilfssatz B;
G babe die gleiche Kigenschaft wie in jenem Hilfasatz. Wenn

dann 0=y, <y; <% ...<¥,=@G und 6 das Maximum der Diffe-
renzen (yy,—y) ist, so wird

b =
(52 ;ff(w)da(x)=gig, 0= o (B 200
und
@)  [fedaw=in S0 s tB. (20}
sein.

b n
Beweis. Da f f@da@= 3 My, {0 (Y1 y)} ist, folgt ans Hilfs-
a f=1

satz B:

S mad B 7240)S [ f@)data
(34) J=1 a

< Z =1 oA B f 2911}
je=1
oy {B: (f = y)) ist eine beschrinkte, monotone Funktion von y. Nach einer
bekannien SchluBmethode wird dadurch jede der in (34) vorkommenden
Summen einen Grenzwert haben und dieser ist fur beide derselbe. Er muf

b
somit gleich f f(@)de (x) sein. Damit ist (32) bewiesen; auf gleiche Weise

folgt (33).

§ 18. Definitlon 11. f(z) sei beschriinkt und & (z) von beschrinkter
Variation im abgeschlossenen Intervall (a, b). Dann wird f(z) in (a, b) a (@)

) Hierbei wird auch ein einzelner, ‘auf y =« liegender Punkt als Ordinatenstiick von O
betrachtet.
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meBbar (J) sein, wenn fir jedes reelle y, mit Ausnahme h&chstens
abzihlbar unendlich vieler y-Werte, diejenigen Punkte (z) von (g, b)
mit f(z) =y eine lineare Menge bilden, welche (z)-mebbar (J) ist (siehe § 2).

Satz XVIl. Damit die fuir a<4<b beschrinkte Funktion
f(@) ein R.-8. Integral tiber (a, b)) habe in bezug auf die nicht-
abnehmende Funktion «(z), ist notwendig und hinreichend,
daB f(x) e (wymebbar (J) sei in (a, )

8ind g und @ die untere bzw. obere Schranke von f(x) im
abgeschlossenen Intervall (a, b)) und sind die Teilungspunkte
{y) von (g, @), wobei @ > G sein soll, derartig gewthlt, dalh

I=h<h<thh.. <=6

ist und daB die Teilmengen {E,(f=y)} von (4,b) fur jedes j o (x)-
mebbar (J) sind, so wird

1 n '
f f@de (z) =lim 2 Yio1° o) (B (s S <)}
g d_m/.q .
sein J deutet hierbei die groBte der Intervalllingen (y,—y,_,)

der Teilung von (g, ') an. (Lebesgue-Radonsche Definition
beinicht abnehmender Determinante).

b - - .
Beweis. Fiir die Existenz von f f(@da(2) ist notwendig und hinrei-

chend die Integrierbarkeit (R-S) tber (¢, ) und in bezug auf a(x) der nichi-
negativen Fanktion & (z) = f(z) — g. ) ‘

Da ey {E. (h=y)} wnd mye {E (b= %)} monoton nicht-zunehmende
Funktionen von y sind, so werden sie gleichzeitig stetig sein fur alle y- Werte,
welche nicht zu einer hochstens abzahlbar unendlichen Menge K, gehoren.

Nach Hilfssatz C ist, wenn 0 =0 <h<ph  <Fo=G —g ud 8
das Maximum der Differenzen (T — ) sty

@) Jroaa@=1m 36, — ). mun (2.0:2 )

=)
and

Jr@da@=tin 3,5 muo (8.2 1)
~a J=1

Diese beiden 'Grenzwerte kénnen dann und nur dann ein
wenn fiir alle y-Werte, welche nicht zu K, gehtren,

) {E= (h é y)} = Moy {Ez (h _2.. Y ))

ander gleich sein,
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ist; dies folgt aus der Tatsache, daf das dubere «(x)-MaB (J) einer Mengp
mindestens gleich ihrem inneren a (z)-MaBe (J) ist. Aber damit ist bewiesen,

b
daf die im obigen Satze genannte Bedingung fiir die Existenz von f Ff@da(x)

notwendig und hinreichend ist.
b
Existiert f h(z)da(x) und wihlt man die Teilungspunkte (7,) von (0, @ —g)

derartig daB die Mengen {Z,(h=7)}a(x)-meBbar (J) sind, so laBt sich
statt (35) schreiben:

b n
(36) f h)da () =lin %‘@, — 7 D) i B (B = 7))

Da

2 G Tt * Moy (B (b Z= Ty = — Fo = Mo { B. (b = 51))

=]
n—1

-+ 2 U Mo $ B () S B < Ypya)y - Fn * Magey 1B (b 22 7))

i=1

und 7, =0, My {E.(h=7,)}=0 ist, so 148t sich wieder statt (36) schreiben:

3 "

@ Sr@aam—=tin 351 meo B2 =1 <)

a d_.>ol—l

Setzt man fir jedes j ;=7 -+ ¢, so geht jede Teilung von (0, & —yg) in
eine Teilung von (g, @) tiber und das Maximum J der zugehorigen Intervall.
langen wird gleich 8 sein. Aus (37) folgt dadurch:

ff(w)da(x)=]h(x>da(x)+g-[a<b>-a(a>1

== lim 2 Yo * Mooy LB (o = f <))
6—»0]_1
Satz XVIlI. Wird von a(z) nur gefordert, daB sie in (g, b)
von beschrinkter Variation sei, so bleibt Satz XVII gelten.
(Lebesgue-Radonsche Definition des R.-S. Integrals)s)

#) Lebesgue bemerkt 1 c.8), S. 284 (FuBnote), daB die. Funktionen, ¢ (x)-meBbar
{J), mit den Funktionen, welche ein R.-S. Integral in bezug auf a(x)haben, identisch sind.
Er nimmt dabei das R.-S. Integral in nicht-verallgemeinertem Sinne und bei der Definition
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5
Beweis, Nach Satz III ist zur Existenz von ﬂ (%) d o (%) notwendig und

I3
hinreichend die Existenz von / f(x)dV (x), wobei V(x) die Totalvariation

von @ (x) Uber (a, 2) darstellt. Dazu ist, nach Satz XVI[ und Definition 11,
wieder notwendig und binreichend, daB f (%) in (4, b) V(x)-mefibar (J), oder
auch @ (z)-mefibar (J) sei.

Sind g und G die untere bzw. obere Schranke von /() im abgeschlossenen
Intervall (a,b), ist @’> G und haben die Teilungspunkte g==1y,<y; <yy.<y, =G
von (g, G') die Higenschaft, daf fur jedes j E,(f=y) o(z)-mebbar (J) ist,
so wird nach den Satzen IV und XVII und dem Anfang von § 2:

ff(w)da(x)=ff<x)dP<w>~ff<w) 4N (@)

h LY . “
= }sLmoz' Yoy (B (11 S < ¥} — 31_’:}) Z Yi—1° My {E,, 1=y <<w))
o1

Jm1

:]Bi_r)‘;zyl—l < Mo (B Y1 = <y}
=

sein; hierbei deuten P(z) und N(z) die positive bzw. negative Totalvariation
von g(z) iber (¢,#) an und ist ¢ das Maximum der Intervalllangen W~y

§ 14, Zum SchluB wollen wir die Lebesgue-Radonsche Definition an-

wenden beim Beweise eines Satzes tber den Grenztibergang unter dem Inte-
gralzeichen,

Hilfssatz. a(x) sei von beschréinkter Variation im abge-
schlossenen Intervall (a, b); f(x) sei in (@ b) a(@)ymeBbar (J) und
Grenzfunktion einer Folge von Funktionen {ful®)}, welche in
{a, b) ebenfalls a(z)-mebBbar (J) sein sollen. Bezeichnet man
dann bei willktirlich positivem & mit En, & die Teilmenge
von (g ), in deren Punkten (z):

[fal@)—f@)|>e

der a.(m)-.Meﬂbnrkeit; (J) von Funktionen 148t er nicht die Mgl
den hier in Definition 1.1 sugelassenen Ausnahmepunkten, A. Rogenthal hat jedoch fiir
;(z)aw eine sogar st(?tlge. Funktion konstruiert, welche somit ein R.-S. Integral nach o (rsex
(;; i(::st n;:h dem iewoém]xchen R. Integral zagammenftll) und dennoch nicht @ (x)-meBbar
obesgueschen Sinne ist. (Man siche Rogenthal U
Fanktionen 1958, 8. 1046 (. o8, nthal, Neuere Untersuchungon iiber reelle
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ist, so wird, wenn V() die Totalvariation von «(x) iber (s, 2)
darstellt,

lim My {E (n, 81} =0

n—»00

sein.

Beweis. Aus der Definition 11 folgt, daB es bei willktirlich positivem
& ein positives 5 < e gibt mit der Eigenschaft, daB die Punktmengen {& (n, 1)}
fr jede natiirliche Zahl » a (x)-meBbar (J) sind.

Nun muf Hm my {E (n, 1)} =0 sein,

Sonst existierte eine positive Zahl L und daneben eine unendliche Teil-
tolge {f, ()} aus den {f, (®)}, so daB fiir jedes »

My {5 (v, )y > L

wiire. . Aus der Definition des inneren V (x)-MaBes geht hervor, daf es dann
zu jedem v eine Menge von endlich vielen abgeschlossenen Intervallen {4}
und von endlich vielen Unstetigkeitspunkten {x,%} von V(x) geben wirde,
welche simtlich zu E (v, 7) gehtrten und deren V (x)-Gesamtmal (J) grofer
als L/, wére.

Mittels ¢ =V («) lassen sich die Punkte des abgeschlossenen Intervalls
{a, b) sbbilden auf die Punkte des abgeschlossenen Intervalls [f, =V (a)=0;
t, =V (b)}; dabei gehen die Funktionen {f, ()}, f(x) tber in Funktionen
{9, (@), @(t) und es ist @ (¢)=Ilim @,(#)*). Die zu einem bestimmten » ge-

horenden Intervalle {i®} und Punkte {z{®) wiirden dabei abgebildet auf eine
Menge K, der t-Achse, welche eine Teilmenge von endlich vielen, nieht
tibereinander greifenden und offenen Intervallen {v{%} enthielte, deren Gesamt-
linge ebenfalls > L/, wire.

Nach einem Lemma von Arzela, das sich ganz elementar ableiten 148t **),
wiirde es nun eine unendliche Teilfolge {#"} aus der Foge {v} geben und zu
jedem #' ein Intervall o¥”, derartig, daf die Intervalle {v{»?} mindestens
einen Punt 7 gemeinsam hitten. In diesem Punkte ktnnten sodann die ¢, (7)-
Werte nicht konvergent sein bei zunehmendem n. Wir gelangten somit zu
einem Widerspruch,

%) Zu einem Punkt #, der Bildpunkt eines Intervalls # der ®-Achse ist, auf dem V(x)
konstant bleibt, gehoren unendlich viele konvergente {@a(f)}-Folgen, jede fiir sich korres-
pondierend zu einem bestimmten Pnnkte & von %.

%) Es lautet: ,Wenn irgendeine Folge von Intervallmengen aus einem beschriinkten
Gebiete vorgelegt ist, deren MaBe durchweg oberhalb einer wesentlich positiven Schranke
liegen, so gibt es mindestens einen Punkt, der unendlich vielen dieser Intervallmengen an-
gohort“. Siche Arzeld, Rend. Acc. Lincei (4) 1 (1885), 8. 262 — 266 oder Bieberbach,
Math. Ztschr. 2 (1918), 8. 1656—167.
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Also wird lim my, {E (n, 1)} =0 und umsomehr nl-l—’b]:o My {E (n, €)) =0
sein miissen,

Satz XIX. a(x) sei von beschrinkter Variation im abge-
schlossenen Intervall (o, . Wenn es dann eine Folge von
Funktionen {f,(a)} gibt, welche in (a, b) gleichmiiBig beschrinkt
und e(x)-mebbar (J) sind und mit zunehmendem # nach einer
Funktion f(2) konvergieren, welche in (a, b) @(z)-mefbar (J)
ist, 8o wird

ff(x)da(x):}iiffﬂ(w)da(x)

a
sein.

Beweis. Aus der gleichmifBigen Beschrinktheit der {/,(#)} und der Kon-
vergenz dieser Folge nach f(x) folgt, dall es eine positive Zahl G gibt mit
der Eigenschaft, daB

(88) 7@ —/ful@)| <@

ist in jedem Punkte 2z von (a, b) und fiir jede natirliche Zahl n.

Bei willktirlich positivem # gibt es, nach dem obigen Hilfssatze, eine
natlirliche Zahl N, derartiz, daB fiir jedes ganze, aber fest gewuhlte n = N
die Punkte (x) von'(s, b), in welchen

(39) FCRACIE

nicht gilt, eine Menge E (#, 1) bilden mit
(40) Ty {E (m, 1)} < %‘;

hierbei ist ¥ (x) die Totalvariation von e (z) tiher (a, ).

Bei jedem 1 N lubt sich die zugehtrige Menge E (n, 7) einschlieBen
in eine Menge von endlich vielen, nicht tibereinander greifenden und offenen
Intervallen {0}, deren V (z)-GesamtmaB (J) auch noch Kleiner als—z—% ist,

Es sei {g} eine Folge von positiven, mit zunehmendem j nach Null kon-
vergierenden Zahlen. Zu jedem ¢ betrachten wir fiir die Funktion J(@) — f(=)
eine. &”-Summe tiber (¢, b) in bezug auf a(a); dabei soll jeder Punkt, der
Endpunkt eines der Intervalle {u(®} ist, eins oder, im Falle daf o(x) in diesem
Punkte unstetig ist, zwei Teillungspunkte der zugohorigen &"-Teilung lieferns?).

1) AuBerdem sei hierbei fir die Punkte ay_y, @, & (man siehe die Definition 4):

B H<wy.
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Aus (38), (89) und (40) folgt dann, daB fir jedes & der absolute Wert der
&M-Summe kleiner als

n
¢5gtavg TO="1

sein mufi. Aber dann muB, nach Definition 5, fir den betrachteten Wert
von 7 auch

|/ ) —fo @] data) <n

sein, Damit ist der Satz bewiesen.

Es wire nicht schwer weitere bekannte Sitze tiher Grenzfunktionen beim
Riemannschen Integral 38), unter Anwendung der Definition des a (z)-MaBes (J),
zu tbertragen auf R.-S. Integrale.

Auch bemerken wir, daB die drei Definitionen des (verallgemeinerten)
R.-S. Integrals von Funktionen einer Veranderlichen sich derartig abindern
lassen, dafl sie fiir Funktionen beliebig vieler Verinderlicher gelten.

) Man vergleiche Ridder, Comptes rendus Soc. Sci Varsovie 22 (1929), 8. 118142,
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