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Remarques sur les fonctions de plusieurs
variables réelles ;
(Uwagi o funkcjach wielu zmiennych rzeczywistych)
Par
W. Sierpinski

M. Bieberbach a signalé en 1931%) le théordme que toute fonction de
deux variables réelles se laisse représenter par superposition de fonction d’une
seule variable réelle et de la fonction s(v,y)=== -4 y. Ce théordme a été
démontré récemment par M. A. Lindenbaum?). .

Le but de cette Note est de donner une démonstration tout & fait élé-
mentaire de ce théoréme remarquable ainsi que de la proposition de M. Bie-
berbach concernant la réduction des fonctions de trois variables aux fone-
tions de deux variables, et de faire quelques remarques qui s'y rattachent.

1. Considérons tout d’abord le probléme suivant:

A laquelle condition nécessaire et suffisante doit satisfaire la fonction de
deux variables réelles @ (z,%) pour quil existe pour toute tonetion de deux
variables réelles f (x,y) une fonction g (f) d’une seule variable réelle (fonetion
qui dépend de la fonction f), telle que

@ Sl y) =gk y)

pour tous les nombres réels x et y?

Je prouverai que cette condition est que la fonetion ¢ (z,y) soit & valeurs
distinetes (c’est-d-dire que Végalité ¢ (v, ) = @ (v;,y,) entraine toujours:
@y =1y ot yy = y).

1) Jowrn. f. r. u. o. Math, 165, p. 92.
%) Pundam. Math, t. XX (1988), p. 26.
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En effet, soit ¢ (z,y) une fonction donnée de deux variables réelles et
supposons quiil existe pour toute fonetion f(x,y) de deux variables réelles
une fonetion ¢ (#) d'une variable réelle #, telle qu’on a la formule (1) pour tous
les nombres réels x ot y. Admettons que z,, y,, z, et y, sont quatre nombres
réels, tels qu'on a soit @, ==z, soit y, Sy, et qie
@ ® (@, ¥1) = @ (2, %)

11 existe évidemment une fonction de deux variables réels f(w, y), telle que

6] (@, y0) =S (@, 90)
(p. ¢ la fonction f(x,y) ==, si @, 5=, et la fonction f(z,9), 8 y, F=v,).

D'aprés notre hypothése, il existe une fonction g(#) d'une variable réelle ¢,

telle qu'on a pour z et y réels la formule (1), donc en particulier

f@ELn)=g(@@,n) et f(@,1)=g@ @, )

ce qui donne, d’aprés (2): f(w;, ) = f (%, ,), contrairement & (3).

La fonction ¢ (7,y) est donc nécessairement 3 valeurs distinctes et notre
condition est nécessaire.

Soit mainfenant ¢ (x,y) une fonction donnée quelconque de deux variables
réelles & valeurs distinctes. Soit f(#,y) une fonction donnée quelconque de
deux variables réelles. Définissons la fonction g (#) d'une variable réelle ¢
comme il suit. '

Soit ¢ un nombre réel donné. Sl n'existe aucun systdme w,y de deux
nombres réels, tel que ¢ (z,y) =1, posons g (£)=0.

il existe un systdme z,y de deux nombres réels, tel que ¢ (w,y)=1¢

il existe un seul, la fonction @ (,y) étant & valeurs distinctes. Les nombres.

x et y sont done dans ce cas bien déterminés par le nombre # Nous poserons
9=/ (z,3)

1l est évident qu'on a Tégalité (1) quels que soient les nombres réels
et y (Puisque si, = et y étant deux nombres réels données quelconques, on pose
t=g(z,y), on a, daprés la définition de la fonetion g, g(t) =f (x,y), et les

“dgilités =g (x,7) et g (t)=f(x,y) dounent I'égalité (1)). Notre condition est
done suffisante.

Notre assertion est ainsi démontrée et nous pouvons énoncer ce

Théoréme 1: 8i ¢ (x,7) est une fonclion de deux variables réelles & valeurs
distinctes (et seulement dans ce cas) il existe pour toute Jfonction de deux variables

réelles f(x,y) une fonction dune variable réelle g (), telle guon a pour fous les

nombres x et y réels Pégalité (1).
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Or, comme on sait, il existe des fonctions @ (z,3) de deux variables réel-
les & valeurs distinctes qui sont de la forme

® (% y) = ¢, (&) + 9a (),

ol @, et @, sont des fonction (d’une variable réelle) de 1™ classe de
Baire?)
En posant s (x,y) ==z -}y on a done

P (2, y) =5 (@, (=), P ()

et il s'en suit la proposition de M. Bieberbach que toute fonction de deux
variables réelles se laisse représenter par superposition de fonctions d'une seule
variable et de la fonction s (z,9) =2t y.

Quant aux fonctions de deux variables réelles & valeurs distinctes, il est
& remarquer qu'elles ne peuvent &tre continues (méme par rapport & chaque
variable séparément)?),

De notre théoréme 1 résulte encore que toute fonction de deux variables
réelles est une fonction d’une variable réelle d'une fonction fixe de deux
variables réelles (qui peut étre fixée comme une fonction de premidre classe
de Baire?)). La généralisation aux fonctions de plusieurs variables réelles
n’offre pas de difficultés.

2. Théoréme 2: Si ¢ (z,y) est une fonction de deusw variables réelles
4 valeurs distinctes (et seulement dans ce cas) il ewiste pour toute fonction f (z, 9, 2)
de trois variables réelles une fonetion g(u,v) de deuw variables réelles u et v,
telle que

) Il suffit évidemment de démontrer P'existence dune telle fonetion @ (2,y) définie
pour 0.< <1 et 0-<y < 1. Telle est p. o. la fonction @ (&, y) = @, (@) @, @), ol

00

E2v g 2 gor—t
p@= Y22 T e (W) =% @),
g

nel

ot E't désigne V'entier le plus grand ne dépassant pas ¢ (Cf. A. Lindenbaum, Fund.
Math., t. XX, p. 27).

%) Voir p. e. mon livre Legons sur les nombres transfinis, Paris 1926, p. 73.

?) On voit aussi sans peine qu'on peut fixer ¢ (%,y) comme une fonction de 1r clagge
(b valeurs distinctes), dont 'ensemble de valeurs est de mesure nulle. La fonction g(t) (qui
dépend do f) définie comme plus haut est dans ce cas toujours mesurable. Done: toute fonc-
tion de deux variables rdelles (wesurable on non) est une fonction meswrable d'une variable
rdelle d'une fonction de Boire (fizce) de deux variables rdelles (Cf. la Communication de
M. 8. Ruziewicz au 2= Congrés des Mathématiciens Roumains & Turnu Severin, 1982).

173


GUEST


i . W. Sierpinski

@ [y, 2)=g@0y.2)

porr tous les nombres réels x,y et z%).
La nécessité de notre condition (que ¢ (z,y) est & valeurs distinctes) se
démontre sans aucune difficulté: nous prouverons done seulement sa suffisance.

icm

Soit done @ (z,y) une fonction donnée de deux variables réelles i valeurs.

distinctes,

Soit f(2,4,2) une fonetion donnée queleconque de trois varisbles réel-

les. Définissons la fouction g(u,v) de deux variables réelles % et v comme
il suit.
.. Soit (1, ) un systéme donné de deux nombres réels. Sil n'existe pas un
systtme de deux nombres réels (y,2), tel que v =g (9, 2), posons g (w,v)=0.
Sl existe un systéme (y,2) de deux nombres réels, tel que v==g (y,2), ce
systéme est unique, la fonction ¢ étant i valeurs distinctes. Les' nombres y
et 2z sont donc dans ce cas bien déterminées par le nombre v. Posons g{u,v)=
[ y,2). 1L est évident qu'on a pour tous les nombres réels y ot z l'éga-
lité (4). Le théordme 2 est ainsi démontré,

Du théoréme 2 et de l'existence des fonctions de deux variables réelles.

a valeurs distinctes résulte que les fonctions de trois vartables réelles se rédui-
sent par superposition aux fonctions de deuw variables réelles.
Pareillement comme le théoréme 2, on démontre sans peine le

Théoréme 3: Si ¢ (x,y) est une fonction de deux variables réelles & va-
leurs distinctes (et seulement dams ce cas) il existe pour toute fonction f(m,y, z,1t)
de quatre variables réelles une fonction g(u,v) de deuz variables réelles, telle que

Sy at)=g(p@, ¥, ¢ (= 1)

pour tous les mombres réels x, y, = et t.
(La fonction g (u,v) peut &tre définie comme il suit. Sl existe (pour les

nombres % et v donnés) deux systdmes de nombres réels (@, y) et (2,1), tels
que w== g (r,y) et v =@ (2,¢), les nombres &, 5, 2 ot ¢ sont bien déterminés

par les nombres u et v (puisque @ est une fonetion & valeurs distinctes) et
on pose g (u,v) =f(z,y,2t). Dans le cas contraire on pose g (x, v) = 0).

Du théordme 3 résulte que foute fonction de quatre variables réelles se
réduit par superposition auw JSonctions de deux variables réelles.

Généralement ou peut démontrer que toute fomction d'un nombre Jini de
variables réelles se réduit par superpositions aux fonctions de deuw variables
réels. Cela résulte sans peine par linduction du théordme suivant, dont la
démonstration est tout & fait analogue & celle du théoréme 2:

[ N, : .
' 4) Ot L Bieberback L ¢, p. 89—80.
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Théoréme 4: Si ¢ (2y,,,...,2,) est une Jfonction de 'n variables réelles
& valeurs distincies (et seulement dams ce cas) il existe pour toute fonction
Sy @yynes @y @yy) de n--1 variables réelles une JSonction g (u,v) de deux-
variables réelles, telle que

o, 2,0, 2, Gpyr) =g (2, @ (2, Dgyeeey Tayy)

pour tous les nombres réels x,, Tyyeoes Ty X1

Streszezenie.

Autor podaje dowody elementarne twierdzenia L. Bieberbacha, ze-
kazda funkeja dwich zmiennych rzeczywistych daje sie ofrzymaé przez super-
ponowanie funkeji jednej zmiennej rzeczywistej, oraz funkeji s (z, N==z-+ty,
jakotez twierdzenia Bieberbacha dotyczacego sprowadzania funkeyj trzech.
zmiennych do funkeyj dwuch zmiennych, a wreszeie czyni résne uwagi z tem,
zwigzane.
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