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Beitrdge zur Theorie der Deformation
' (Przyczynki do teorji odksztatcenia)

von

J. A. Schouten und E. R. van Kampen

Einleitung.

In dieser Arbeit werden wir eine nene Methode skizzieren zur Behandlung
von Deformationsproblemen in allgemeinen Mannigfaltigkeiten. Die Methode
ist invariant. Sie geht aus von der Tatsache, daf es im Allgemeinen in
einem dem Aufpunkte benachbarten Punkte eines Feldes drei Feldwerte gibt,
den nattirlichen, den pseudoparallelverschoben und den ,mitgeschleppten. Es
gibt also auch drei nicht invariante Differentiale, dagegen sind die drei
Differenzen dieser Differentiale, die wir ,kovariantes Differential®,
pLiesches Differential“ und ,scheinbares Differential“ nennen, invariant.
Wird nun irgend eine Deformation ausgetibt, so gibt es noch ein viertes nicht
invariantes Differential und es entstehen drei invariante Variationen.
die wir mit den Namen nattirlich, geoditisch und absolut andeuten,
Bei einem in Ruhe gelassenen Objekt ist die naturliche Variation Null, bei
einom pseudoparallelverschobenen die geoditische und bei einem mitgeschlepp-
ten die absolutc. Bei einem Deformationsproblem gibt es nun immer gewisse
geometrische Objekte, deren Variation gegeben ist, und das Problem besteht
darin, die Variation underer Objekte, die von diesen Grundobjekten in
gegehener Weise abhiingen, zu bestimmen. Wenn die Grundobjekte entweder
in Ruhe gelassen oder pseudoparallel verschoben oder mitgeschleppt werden
(and dies ist fast immer der Fall), fuhrt geschickte Anwendung der passen-
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den invarianten Variationen zu einer tberraschend einfachen und eleganten
Lisungsmethode. Die Behandlung fithrt stets iber die Grundformeln (2. 2),
die das Kommutationsgesetz der invarianten Variationsoperatoren mit dem
Operator  der kovarianten Ableitung enthalten. Diese’ Formeln bilden den
Kern der Methode.

Als Beispiel ist die Deformation einer V7in V, behandelt 1), Grundobjekte
sind hier die mitgeschleppten lokalen m-Richtungen und die in Ruhe gelas-
sene Riemannsche Ubertragung. Es ergibt sich u. a. ein Satz ither Deforma-
tionen, bei denen stmtliche geoditische V7 geodutisch bleiben, und eine Ver-
allgemeinerung des Begriffes der Minimal-V,, die mit einem von Bompiani
bewiesenen Theorem tiber Deformation einer Minimal- ¥, zusammenhingt.

1. Zu einer Deformation gehérige invariante Differentiale
und Variationen.

Ein Feld »* in L,* mit den Urvariablen & und den Ubertragungspara-
metern I'y, bestimmt eine infinitesimale Deformation d&* =1 d, die ,Ver-
rickung®. Das Feld v ist oft nur in einem Teil von L, definiert, z. B. ttber
einer der Deformation unterworfenen X, , m < #. Ist v in einem Punkte mit
den Koordinaten &% gegeben und liegt dieser Punkt im Definitionshereich
irgend eines geometrischen Objektes3), so kann man in & - d&” folgende
Feldwerte dieses Objektes unterscheiden :

1. Der nattirliche oder in Ruhe gelassene Feldwert, der
dann und nur dann existiert, wenn sowohl £ als & -4 d& in Defi-
nitionsbereiche des Objektes liegen.

1
Mit d bezeichnen wir die Differenz der natiirlichen Feldwerte in
& -+ d& und &, = B. fir einen Skalar, einen Vektor, einen Affinor
oder ein System von Ubertragungsparametern :

!) Durch Spezialisierung lassen sich daraus die Formeln der Deformation einer Vi in
Ve gewinnen. Es ist interessant diese zu vergleichen mit J. A. Schouton, Over infinite-
simale vervormingen van een Vi in den Vu, Versl. Kon. Ak. v. Wet. 86 (1927) 11211181,
englisch: Proc. Kon. Ak. v. Wet. 31 (1928) 208—218; es zeigt sich dann, daB infolge der
hier angewandten Methode siimtliche Formen invariant geworden gind.

?) X = n-dimensionale Mannigfaltigheit; L, =X, mit einer linearen Ubertragung;
Va= Ly mit Riem annscher Ubertmgung; L7 baw. Vi = Ly bzw. Vu mit einem m-Rich-
tungsfeld.

!} Unter einem geometrigchen Objekt verstehen wir ein System von Bestimmungs-
zahlen mit gegebener Transformationsweise. Ist die Transformationsweise linear homogen,
80 heiBt das Objekt G-x58e, 2. B. Vektor, Affinor, Dichte.
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1 . . a

dp = wdtd,p (9"=@‘)
1 1

1 cliu" = vdid,wy duy=vrdtd, m,

APy, = wdtd, P,

1
ary, = wdta, I'y,

2. Der pseudoparallel verschobene Feldwert, der dann
und nur dann existiert, wenn fir das betreffende g. O. eine Uber-
tragung in der Richtung von d&” vorliegt und auberdem £* (aber
nicht notwendig £* 4-d&) im Definitionsbereiche des Ob-
jektes liegt.

2
Mit & bezeichnen wir die Differenz des nach §* - d&v wbertrage-
nen Wertes und des nattirlichen Wertes in £¥, z B.:

2
dp =20

2 2
1.2 dvt = — I wrerdt; dwy=- I}, w, o0 di

2
dPv, = — I, P di+ I P?, o db.

3. Der mitgeschleppte Feldwert, der dadurch zustande kommt
daB das Koordinatensystem mitgeschleppt wird und alle Objekte mit-
gehen, d. b, in Bezug anf dieses mitgeschleppte System
die alten Bestimmungszahlen behalten. Der mitgeschleppte Feldwert
existiert dann und nur dann, wenn £ im Definitionsbereiche
des Objektes liegt, auch wenn dies mit £ 4 d£* nicht der Fall
ist und anferdem die partiellen Differentialquotienten der »” nach den
£ bis zu einer gentigend hohen Ordnung in £¥ bekannt sind. Um die
Bestimmungszahlen in Bezug auf das gew8hnliche System in §* - d&v
zu erhalten, hat man also die alten Bestimmungszahlen zu transfor-
mieren wie bei dem Ubergang von £” zum neuen System & & ggv,
was bekanntlich mit Hilfe der intermediiren Bestimmungszahlen des
Einheitsaffinors

v w08 4
A3 £ A4y 49, 0" dfy

A =27

1.3
0 (v=12)

Ay
08 & 4y 0w ai
g A B

1) Eine Gleichung, wird mit £ statt mit = geschrieben, wenn sie nicht hei allen
Transformationen zu holonomen oder nichtholonomen Systemen (und zwar fiir jeden einzeln
Index fiir sich) invariant ist.

4y X
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und (wie z B. bei den I'f,) deren Ableitungen geschieht, Bezeichnen

3
wir algo mit d die Differenz des nach £” -} d £ mitgeschleppten Wer-
tes und des natiirlichen Wertes in £”, so ist z. B.:

3

dp =20

s 8

du =urd,odt; duy=—w,d,vdt

14 8
AP, = Py, aM o dt -— Pf'” 9, vt di

3 ..
dTy, =Ty 8,0 dt — g, 8,0% dt— I'fy9, o dt — 9, 8,07 dt

12 8
Aus den drei Differentialen d, d, d, die selbst im Allgemeinen nicht in-
variant!) sind, lassen sich drei invariante Differentiale bilden:

1. Das zur Ubertragung gehdrige kovariante 1) Diffe-

rential 6=0§——(§, das dann und nur dann existiert, wenn ftir das
betreffende g. O. eine Ubertragung vorliegt, und auber dem
sowohl £7 als £” 4 d£” im Definitionsbereiche des Objek-
tes liegen. Der Ausdruck 4177, hat also keinen Sinn, da es fur das
g 0. I'z, keine Ubertragung gibt. Geben wir allgemein Division
eines invarianten Differentials durch d¢ an durch Verwendung des
Buchstabens D, so ist also z. B.:

Dp =v#d,p
15 Dw =wvrd,u + Ip wbor; Dwy=ut3, w,— I3, w, v#
= ”"V,ﬂ‘” == pH Vs
PO
2. Das Liesche Differential d==d—d, das dann und nur
L
dann existiert, wenn sowohl £* als £” 4 d&” im Definitionsbe-
reiche des Objektes liegt, z B.:
Dp =wd,p
s ?v” = R, u — u#d, 0"
ZL)w,1 = vk, w,; 10, 3, vF

.ZL)I"{M =9, I}, — I’%‘M 971)"+1’,";, 2, u‘+1”3’,9Mv’+9M v,

*) Unter einem invarianten Differential verstehen wir ein Differentinl mit der Higen-
sf:haft, dab die Differentiale der Bestimmungszahlen selbst Bestimmungszahlen eines g. O.
sind, Hat dieses Objekt dieselbe Transformationsweise wie das differenzierte Objekt, so heiBt
dap Differential kogredient. I

. ?) Der Ausdruck kovariant hat mur historische Bedeutung; die hier definierten drei
Differentiale sind bei Anwendung auf Affinoren alle kogredient im in Fubn. 1) definirten Sinne.
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Das Liesche Differential ist also unabhéngig von jeder Uber-

tragung, Fur Vektoren und Affinoren ist es kogredient, filr andere

geometrische Objekte braucht es dies nicht zu sein, 4.I'f, ist = B. ein
L

Affinor. Das Differential von Affinoren kann, obwohl unabhéingig von
der Ubertragung, stets auch mit Hilfe von p geschrieben werden, z. B.:

{— Y w o PRIy A — v .
IL)v Vg, U Uy, v 28, ut ok = vhp,u ukv,v

iz
1.7 IZW": v, Wy = w, Py Ve - 2850 w, 0= Vi, w, - w, v;#
8in? = Iy,
wo
1.8 0,0 =9, 0" 4 ', v*
das kovariante Differentialquotient von v* in Bezug auf Iz, statt
I'3, ist. Die Form (1.7), die den Vektorcharakter des Differentials
hervorhebt, 148t sich meistens besser verwenden als (1.8).
PR
8. Das scheinbare Differential d—d, das dann und nur
dann existiert, wenn fir das betreffende g. O. eine Ubertragung
in der Richtung von d&” vorliegt und auBerdem sowohl £* (aber
nicht notwendig auch £~ d£¥) im Definitionsbereiche des
Objektes liegt. Es ist z. B.:
D =0
v
Duw = —uv;*u*
19 >
' Duw, =+vw,
s
DPYy = — v, Pty + vp P2

Das scheinbare Differentisl von ¥ steht in Beziehung zur infinitesi-
malen Transformation mittels des von dem differenzierten Objekt unab-
hiingigen Affinors A% — v;* df, die das mitgeschleppte Feld in das p. p.
verschobene Feld uberfuhrt.

Im Allgemeinen nimmt ein Feld irgend eines geometrischen Objelstes
infolge der Deformation in £¢ -~ d&” einen Wert an, der weder der nattirliche
noch der pseudoparallelverschobene noeh der mitgeschleppte ist. Einfache Bei-
spiele liefern die Krttmmungen einer iber d£¥ verrtickten Kurve in V,, sowie
erster und zweiter Fundamentaltensor einer verriickten V,.; in V,. Diesen

v
Feldwert wollen wir den variierten nennen und allgemein mit o --dy
angeben. Es giebt dann drei invariante Variationen:
a v 1 .
1. Die nattirliche Variation d = d — d, die Differenz von va-
b
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riiertem und nattirlichem Feldwert, z. B.:

- d
Dyp =(—Z—tp ——u/"E)H_p

v

" d
Duw ——_.—C—ﬂ uv —vﬂaﬂu"

Dw, = = w, — vhd, w,

L2
di
_Dnl'vv — d Iy 0y Iy
’“"—Ei Zu-v [ Rl 7Y
Die natiirliche Variation existiert dann und nur dann, wenn sowohl
£¥ als £ d£¥ im Definitionshereiche des Objektes lie-
gen. Sie ist unabhingig von jeder Ubertragung

2. Die geodatische Variation b=d— d die Differenz von
variiertem und psendoparallel verschobenem Wert, z. B.:

Die geodutische Variation existiert dann und nur dann wenn fur das
betreffende Objekt eine Ubertragung in der Richtung von d£&* vor-
liegt und ausserdem £ (aber nicht notwendig auch £* - dg*) im
Detinitionshereiche des Objektes hegt

3. Die absolute Variation d=d——d die Differenz von va-
riiertem und mitgeschlepptem Wert, =z B.:

a

‘Dpfﬂ:mp —1}' a ”D_i" uyaﬂ.”u—l_]wipaﬂ.”ﬂ"l"a alvv‘
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Die absolute Variation existiert dann und nur dann wenn £* (aber
nicht notwendig auch §¥ -+ d£%) im Definitionsbereich des Objektes
liegt und auflerdem die partiellen Differentialquotienten der v” nach
den £* bis zu einer gentigend hohen Ordnung in £* bekannt sind. Sie
ist unabhtingig von jeder Ubertragung.

Offenbar ist stets

I
b&
|

7
D — D

D= - D
g n a L
D=0+ D= =D —D
18 .
1 D:d+D=b+D
L 8§
— D4+ D=
L 8§

Ein Problem der Deformationstheorie hat immer folgende Form. Von
gewissen geometrischen Objekten, den Grundobjekten, ist die Variation gegeben.
Es ist die Variation zu bestimmen von anderen Objekten, die von den Girund-
objekten in gegebener Weise abhiingen. Die Grundobjekte werden meistens
entweder in Ruhe gelassen oder pseudoparallel verschoben oder mitgeschleppt.
Fir ein in Ruhe gelassenes Feld ist z B.:

n g a

Dp =0; Dp =Dp =oty,p ; Dp =Dp

n & a

Dur =0; Du* =Du* =vky,u*; Dw =Duw’ =viy, w—utv,”
114 , . -
Dw, =0; llj,wnml)w'Z =vky,wy; Dwy ==IL)1,47,1 =vhy, wyt+w,vik
DIy, =05 DI’,{’”=1L)I’;3’M=V”1),;“-—R‘;,‘;{’ vo,
wo R,.;” die zu den I'j, gehorige Kriimmungsgrosse ist.

Tur ein pseudoparallel verschobenes Feld ist z B.:

Dp =—Dp; Dp =0, @v=?p=0
1.1 Dw = — D Dur =0 Du = D = — ;¥ ut
" & a s
Dwy == — Dwy; Dw,==0; Dwz=.§)wz=+v;”w,,.
Ftir ein m1tgeschlapptes Feld ist z B.:
bp =-—Dpp ; DP:”DP—O Dp =0
L
Dw = —Dw ; bw = —Dw 3 Duw 0
116, t . s .
Dw, = —Dw, ; Dw,= ——.?w,l ; Dw, =0
L
b3 [
DIy = ——?1’;”; DIy, =0
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Als Beispiel geben wir eine Ableitung der Killingschen Gleichung,

Ein Feld v* in V, definiert dann und nur dann eine infinitesimale Be-
wegung der ¥, in sich, wenn der mitgeschleppte Wert des Fundamentaltensors
ay, in §¥--v*dé dem natiirlichen Wert dort gleich ist, d. h. also, wenn das
Liesche Differential von a,, verschwindet. Aus (1.7) folgt dann

117 0= IL)“M == Gy, P00 - a, P 0© = 2\7(,,1;1,.

2. Die invarianten Variationen einer kovarianten Ableitung.

Es gilt der Satu:
Die Ausdrticke

Dy, ¢ — VMIIS P

D £
2.1 DV,HP —_ Vﬂ]gw
a a
DV#U‘ — VM])T/L
worin ¢ irgend ein geometrisches Objekt ) ist, fur wol-
ches eine Ubertragung definiert ist, 4ndern sich nicht,
wenn die Variation von Y abgeindert wird bei Festhal-
tung der Variation der Ubertragung.
Bewels.

Per Beweis braucht nur fir den ersten Ausdruck geliefort zu werden,

d.a .dle beiden andern aus diesem enstehen durch Addition der von jeder Va-

riation unabhéingigen Ausdriicke Dy, —y, Dy baw. Dy, v — y, Dy Wird
L 3

oun die Variation von 4 geiindert, s geht der Wert v - d Woin E¥ - AEV etwa
tber in @4 dy+ ydt und dndert sich die Variation der Ubertragung nicht,
50 bleibt der Wert Tz, +dI, dort derselbe, Infolgedessen tindern sich so-

wohl Dy, als Vﬂbzp um y, g dt w. oz b.ow,

Der Satz bleibt naturlich gelten, wenn die {Thertragung uur in cinom

n.lchb notwendig #-dimensionalen Gebiet der L, definiert ist. ¢ kann dann nur
ein geomefrisches Objekt dieses Gebietes sein, und os ist die Anderung der
Yar'xatm'n von 4 dadurch eingeschrinkt, daB nur solohe Variationen von i zu-
lissig sind, bei denen v in dem Gebiet bleibt und nicht dem Wirkungsbereiche
der Ubertragung entzogen wird, Definieren wir »

] z B. die Uhertragung in einer
Vy in Ty durch die Festsetzung, Be

daBl der aweite Fundamentaltensor Tensor

1) Die Indizeg gind fortgelassen.

* ©
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der MaBbestimmung wird, so sind alle Variationen eines Vektors der T, er-
laubt, bei denen der variierte Vektor in der variierten ¥, liegt.

Was die Variation der Ubertragung betrifft, gibt es zwei besonders wichtige
Fille, die Uberiragung kann in Ruhe gelassen oder mitgeschleppt werden. Einer
p. p. Verschiebung einer Ubertragung kann man keine oder wenigstens keine
von der Wahl des Feldes unabhingige Bedeutung beilegen. In Bezug auf die
Variation des Feldes gibt es drei besonders wichtige Fille: in Ruhe lassen,
p. p- verschieben und mitschleppen. Um die Variation der invarianten Ableitung
in den resultierenden sechs Fillen zu berechnen bedienen wir uns der leicht
abzuleitenden Formeln

Dy, —puD)p = — v,2y,p
a (D Vu— V[AD) w = — ””Ro},;i" u"—vlf Vot
DVu— VuD) 0y =+ v° By3* w,— 0,0 7,0,
(‘IL)V,u_'V,u‘LL))p =0 '
2.2 b (-? Vo — Vu ]L)) u* = — o0 RBoosv ut - uty, 00

Py —vuDyw = 4 v By w,— 0, 7,0;”

Dyu—vuD)p =v.ty,p
o | Pvu—vul)w =0y, ot g0

(? Ve VHIS)) Wy = VP Yoy — W, 7, Vi

Wird die Ubertragung in Ruhe gelassen, so ist DnVM — V”D” infolge des be-

wiesenen Satzes unabhingig von der Wahl des Feldes oder der Variation des
£ 4

Feldes  stets Null. Aus (1.13) vad (2.2) ergibt sich also (Dy,, — y,D) ¢ und

(5 Vi —Vu 5) . In den drei oben unterschiedenen Fillen verschwindet ferner

entweder 1’51/) oder ﬁtp oder 131/1, und die zwei anderen GroBen folgen aus
n 4

(1.14), (1.16) oder (1.16). Damit sind daon aber auch y, Dy, y,D¢ und

V,,.,b’w und somit ) Vit 5VN¢ und ISVMP bekannt. Wird dagegen die

Ubertragung mitgesehleppt, so verschwindet (D, — y, D) ¢ stets, unabhingig

von der Wahl des Feldes und der Variation des Feldes und man vertihrt

£ . .

m. m. in derselben Weise. Der Fall wo (f)V,u —yu D) v verschwmdet‘lst
uninteressant da sich, wie oben angedeutet wurde, die Varistion der I', mtht
s0 withlen liBt, daB diese Gleichung unbhéingig von der Wahl des Feldes gll_t.
Die Rechnung ergibt folgende Resultate, z. B. fur den Fall, dal die

9
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Ubertragung in Ruhe gelassen und das Feld entweder in Ruhe gelassen oder
p. p. verschoben wird:
U.in Ruhe, F. in Ruhe:
a f)VuP = 0; Dvﬂv"zo; DV”w)L:O

Z
Dyup = vVou?

2.3 b Dy =y,
f)Vuwz = mev"
DV,up = V" Pou P + 07,0
¢ ﬁvﬂu" = v“’un” -+ v,;,"v,, w— "y, us

a
DVHWZ = Vm,uwﬁ. + D[:‘V Vyw2+ 1)},‘;‘7’ V;t wy'

U.in Ruhe, F. p. p. verschoben:

n
Dyup = —07V,p — " Vou?

a 1'57”“" = — 0 Byt vt — 07y, 0" — vy, 0
n
Dy = 0B w, — 07 P, W — 10 Yy 0,
157;4? = — 0 P,p

24 b b Pultl = — 0 BVt — o7y, u

lgvp, wy== v Ry w, —u.tp,w,
o
DVMZ' =0

¢ ISVMv" = — v“’Rt;,l'“:,_”u/1 — VT, v
a
D Vy Wy == C Rwuﬂ.v Wy + viy Vﬂ Wy

8. Deformation einer ¥

Als Beispiel soll die Deformation einer ¥ in ¥, behandelt werden. Fine
V3 ist eine V, in welcher ein m-Richtungsfeld definiert ist. Der Definitions-
bereich dieses Feldes sei eine V., m’ > m, deren mw/-Richtung in jedem
Punkte die m-Richtung des Feldes enthalt. In jedem Punkte des Feldes wiihlen
wir m beliebige Mafvektoren e, (q,...,g=1,...,m) in der m-Richtung und

n— m. beliebige Mabvektoren ¢*, (p, cenpu=m-1,...,n) in der zu dieser
r
10
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genkrechten (# — m)-Richtung. Die zu diesen # Vektoren ¢, (h,...,m == 1,..., n)
X 13
reziproken Vektoren seien e,'). Das holonome System der zu den Urvariablen

£» der V, gehorigen Mafivektoren e, Z;. sei mit (¥) bezeichnet, das nichtholo-
P

A ]
nome System der Mafvektoren ?", ¢, dagegen mit (k) und das System e?, ¢, in

den lokalen R, mit (c). Wir fihren jetzt die Grofen
3.1

ein, deren Summe A4 ist. Offenbar bestimmen das m-Richtungsfeld und Bj sich
gogenseitig eindeutig, m. a. w. eine V77 ist durch das Feld von B4 bestimmt.
Durch Uberschiebung mit B und C wird jeder Vektor zerlegt in zwei Kom-
ponenten, eine in und eine senkrecht zur lokalen m-Richtung. Verschwindet
die zweite Komponente, so nennen wir den Vektor Vektor der Vj oder
in V? liegend. Allgemeiner ist ein Affinor der V7 ein Affinor, dessen
simtliche Uberschiebungen mit ¢% verschwinden. Ein Affinor, der bei Uber-
schiebung mit CY Uber einen oder einige aber nicht tber jeden Index ver-
schwindet heift verbindend und mit den erstgenannten Indizes in V7 lie-
gend. Jeder Vektor »* bzw. w, der V7 hat m Bestimmungszahlen in Bezug
auf (¢}, die wir mit o° bzw. w, bezeichnen. Fiir die Bestimmungszahlen der MaBvek-

[
toren ¢*, ¢, gilt nattirlich
@

3.2 o Xoe, 0%
Die Aunsdrlicke ’

B = ¢, ¢"
33 .

B = ¢, fe

sind intermedidre Bestimmungszahlen von B, die sich mit dem einen
Index auf (c), mit dem anderen auf (v) beziehen. Sie bewirken den Ubergang
awischen Bestimmungszahlen von Affinoren der Vi in bezng anf (¢) und auf (»):

P = BYo°

Wy == B;w,,.

¥ = B
w, == Bl wy;
Ist ein Vektor der V, nicht auch Vektor der V7, so entsteht bei {berschie-
bung mit B seine V"-Komponente.

1) Im Gegensatz zu den lateinischen Indizes A, ...,m stehen die griechischen Indizes
fiir cursiv gedruckte Indizes 1,...,n.

34
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Die Ausdriicke
3.b B. = B} B, £ 0}
sind die Bestimmungszahlen von B in hezug auf (c).

Offenbar haben Affinoren der V, dann und nur dann Bestimmungszahlen
in bezng auf (¢), wenn sie gleichzeitiy Affinoren der V7' sind. Intermedisire
Bestimmungszablen existieren ftr Affinoren der V7 und fur verbindende
Affinoren, bei letzteren konnen Indizes aus der Reiche a,...,g nur dort auf-
treten, wo die Affinoren in V7 liegen. Indizes aus der Reihe A,...,m kinnen
natiirlich bei allen Affinoren an jeder Stelle vorkommen, Es gibt also folgende
drei Arten von Affinoren:

1. A, der ¥, mit Indizes %,...,7 oder A,...,m

2. A, der V7 mit Indizes %,...,7 oder %,...,m oder a,...,g

3. verbindende A. mit Indizes #,...,%; %,...,m oder an bestimmten Stellen
auch @,...,g.

Die m-Richtungen sind bekanntlich dann und nur dann V,-bildend, wenn

. B . 4 .
die » — m kovarianten Vektoren ¢, es sind, d. h. wenn

5.6 B3, 0;  p=m+L..,u

Dieses Gleichungssystem 148t sich leicht umformen in folgende Bedingung
fiur By

»
3.1 0=2;» & B% &, By £ — B2 (3 €41) s".

Das Verschwinden des Anholonomitétsaffinors Z;;% ist also n. u. h, fir
die Holonomitét der V7. Wird im holonomen Falle m’'=m, so haben wir
den Fall der isolierten V,, in V,, das System (c) luBt sich dann so wihlen dafB
g

3.8 Bt = ma

wo die #* Koordinaten der V,, sind.
Der Fundamentaltensor a,, der V, erzeugt in V7 einen Fundamentaltensor

3.9 by = B a,,

aus dem in tiblicher Weise ein kontravarianter Tensor entsteht. Letzterer hingt
folgendermafen mit Bj zusaramen:

3.10 Bf = 0 B a,,.

Im Falle der ¥, in ¥, kann man bekanntlich von (8.8) ausgehen und (3.9, 10)
zusammen mit

311 By = By B!
zur Definition von Bj und B} verwenden.
12
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Die Ubertragung der V, induziert eine Ubertragung in der V7 vermoge
der Forderung, daB das neue kovariante Differential die V"-Komponente des
kovarianten Differentials der ¥, sei:

3.12 V;4 P o= B;’T’ Ve Uy

Schreibt man diese Gleichung in Bezug auf das System (¢) und sind I'% die
Parameter der Ubertragung der V, in bezug auf das nicht holonome System (%):

3.13 Iy = A I'y, + 458,48,
go ergibt sich
3.14 ys ¥t = B 9,v* + I'Gv*; 9, = B& 2,

woraug fur die Parameter I'¢ der induzierten Ubertragung folgt
3.16 Iy X I,

Charakteristisch fiir die bisher verwendeten Formeln mit y und y’ ist, dafl
ibre Bedeutung nicht davon abhingt, welche von den jeweils erlaubten Arten
von Indizes verwendet sind, Diese Eigenschaft gilt nicht mehr ttir die Formeln,
die den von B. van der Waerden und E. Bortolotti eingefiihrten Operator D 1)
enthalten, der definiert wird durch die Formeln

Dyp = Pup
Dyw* = g, w5 Dyw, = y,uw,
3.16
3 D, ut = AE Vuu's Dy = A} Vit
'Dp,pc = B-: V;Lp" ; ‘Duqﬂ = Bﬁ V,u A
Dyp =y
Dyw = By, u’;  Djw, == Bity, w,
.17 Dyut =y ot v Dyw =

Dypf =Byt s Dig = Biyiu
Db p = B’Llf V,u

318 Dyw = By, wy  Dyw, = Biy,w,

Dy po= B’Llﬁu Vi s 1, Qo == B} V,u 9x

) Eine ausfiihrliche Darstellung der D-Symbolik it Littemturgngaben findet sich in
J. A. Schouten und E. R. van Kampen, Zur Einbettungs- und Kriimmungstheorie
nichtholonomer Gebilde, Math. Ann. 103 (1980) 7562—783, S. 771 u. f.
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14 J. A. Schouten und E. R. van Kampen

{wo u* und w, Vektoren der V, und p° und g, Vektoren der V7 sind) und
durch die Forderung, daff die formalen Regeln der Diﬂ'erent}ation fur Sum-
men, ftir Produkte und fir die drei méglichen Arten von Uberschiebungen
entsprechend den drei Arten von Indizes #%,...,%; ky...,m und @,..., g gelten.
Der prinzipielle Unterschied zwischen D-Formeln und Formeln mit y und p’
besteht darin, daB bei letstern die Indizes o,...,4, die nur dort aufireten
konnen, wo der Ausdruck durch Uberschiebung mit ¢ annuliert wird, stets
durch Indizes #,...,v oder h,...,m ersetzt werden konnen, ohne dafl die
Formeln ihre Bedeutung &ndern, wihrend in einer D-Formel die Ersetzung
der Indizes a,...,g durch andere nicht ohne Anderung der Bedeutung
moglich ist. Ist z B. p ein Vektor der V7, so ist D, p* ein Affinor, der
mit » nicht in V™ zu liegen braucht, withrend D, p° ein Affinor der V7 ist.

Bei Verwendung der D-Symbolik ergeben sich recht einfache Formeln

fiir BY:

3.19 By = D, &
fiir den (ersten) Kriimmungsaffinor der V7:
3.20 H;;» = Dy By = D, D, §"

und fiir den Anholonomititsaffinor
3.21 Z;;» = Hyy = Dy B == Dy, Dy §”.

Die 77 soll nun in folgender Weise deformiert werden. Die m-Richlungen
sollen bei der Verrtickung v”dt mitgeschleppt werden, wihrend das Feld
a;,, und die Ubertragung der ¥, in Ruhe bleiben ! Es ist also infolge
(1.14)

I3 £
a Day,=Day, =0
29 8 Day, =IL)aw = Js)aw = 2vg,; Dt =— 2yl
3.22
¥ DI'},=0

[
é DI’,:;L=?I’,{;‘= Vuvi® — R;.‘;,&,i"”“‘-

Einfachheitshalber schleppen wir die Vektoren ¢*, die ja doch innerbalb der

) Das Feld v¥ wird aulerhalb des Definitionshereiches Vi des m-Richtungfeldes jrgend-
wie fortgesetzt gedacht, damit der Ausdruck v;# und seine Ableitungen in jedem Punkte
-dieser Vm Sinn haben. Die Art der Fortsetzung von v* auberhalb "V, hat nur Einflu auf

3 . a Lo I3
die Resultate der Operationenr D und D, nicht aber auf die der Operation 15.
14
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lokalen m-Richtung frei wihlbar sind, ebenfalls mit, soda8

3.23 De = 0.

Weun p* bzw. g, ein Vektor der Vi ist, so:liegt dennoch im Allgemeinen

D p* bzw. IH)QA nicht in V™ Die Ausdrlicke D p° und Ijga hiitten also keinen
Sinn. Definieren wir aber

D p° = BfDyp®
3.24 « ?
Dg, = B}Dy,
und fordern wir Giultigkeit der formalen Differentiationsregeln in bezug auf

Summen, Produkte und Uberschiebungen, so bekommt D die Rigenschaften
eines D-Operators von v. d. Waerden-Bortolotti. Ftir Vektoren der V7, die

bei der Deformation in V” bleiben hat Ia)p” bzw. .5% die Bedeutung des
gewdhnlichen Differentials dividiert durch d¢, da die absolute Variation der

c
Mafivektoren ¢ und ¢, der V7™ verschwiudet:
a

3.25 De¢=0; De=0.
b
Aus (3.23) und (3.25) folgt
326 DBy = Do, o = 0.
b

und aus dieser Gleichung, (8.22) und (3.9) folgt
321 Dby = Bt Day,=2 Bt v
Ebenso folgt

DBy = 2B 030 ¥ (03 = O

D By = 2By ¢, v D 0y = — 2 BY ¢y, o'0
328 DB =0

Dby, = 204 — 2078 Vg b ez = 2038 V)

t a -
Dbww = 200 By i Do = — Gk - 200 By,

Werden ¢ und 15(,, in derselben Weise definiert:

5p‘= B 5p”= Dup”——B,‘, é)p":Dp‘-{—ij,;"p"
3.29 B ‘ p "
B, =Bt Dgy=Dg.— Bt Doy =Dg. — Biv* ¢,

15
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16 J. A. Schouten und E. R. van Kampen

so lassen sich aus
3.30 ISBZ::la)Bg——?B;:: Be Cyog+ B €2,
und (3.22 a) folgende Folgerungen gewinnen

DBy = BgCruy

b B; = Bz Cgor,

DB =0
3.31 c
Dby =0
z ) g
Dby, = 2Bg Cf vy s Doy = — 288 Of v
Dbw = 2Bp Doy Doww = — 2BW O o,
Aus dem Satze des § 2 und (2.2) ergibt sich:
3.32 Dy, —y,D =0
z g
Dvu—vuD)p =—127,p
z Fd
3.33 e Vi —Vu Dyw = —® K“;M” U — 0,0 Vo ¥

£ g
(‘D Vu—Va D) W, = v Kcmzv w, —0,€ Vo2

(‘I)V[.L——V,uu)p =0
3.34 (1? Vi—Vp e) w o= — v Koo ut -t Vi == — g, u?
WVu—VuDiw, =4 Koui® wy, — w,p,0;" = Y 20 W
WO
3.35 Yozu = — VaVe¥u + Vo Vi — VuVals
= — V2V Ut Vo Valu— VuValn

ein Affinorfeld ist, das infolge der zweiten Identitut fur K.Y symmetrisch
in Ap ist und nur vom Felde V(P nicht aber von vy abhiingt.
Infolge (3.34) ist die absolute Variation des Kritmmungsaffinors

455 D Hy;» = D Bty, By = B Dy, By
= — B#+ C2 o7y, — vy, b*9 Hyi®,
woraus unter Berlicksichtigung von (3.29) und (1.9) hervorgeht, daf
D Hyg» = — B0y o, — vy b0 Hyg* — Bjoyo Hyg
) — B}o# Hy® - v Hip?.

3.37

16
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Alternation tiber ba ergibt wegen der Symmetrie von v, in Ap:

£
3.38 D Z;» = — 204,y b Z;;F — 2Bk 0,0 Z55" 400 Zis#

und daraus geht hervor, daf eine holonome V7 bei Deformation durch Mit-
schleppen der lokalen m-Richtungen holonom bleibt, was ja auch geometrisch
evident ist. Eine geodstische Linie der V7 ist charakterisiert durch die Gleichung

3.39 # D, =0

fiir den Einheitsvektor ° in der Tangente. (3.39) ist gleichwertig mit

340 0=itp,i* — ik Py, i =iby, ¥ —ikiey, By = i#p, v — i H; .
Eine V» heiBt geodatisch, wenn jede in V7 geoditische Linie auch in
V. geodstisch ist. Dieser Eall tritt also dann und nur dann ein, wenn

8.41 Hip =0

ist. Aus (3.37) geht also hervor, daf eine geoditische P bei der Deformation
geodatisch bleibt, wenn B2 07 o7, verschwindet. Da aber dieser Ausdruck
dann und nur dann fir jede Wahl von B verschwindet !), wenn o,
der Form

3.42

i, SiCh in
Vpap = Gw(z Py)
schreiben laft, wo P, ein beliebiger Velktor ist, folgt der Satz:

Bei einer tiber die ganze ¥V, definierten Verriickung ¢*df
bleiben -simtliche geodéitische V7 dann und nur dann geodé-
tiseh, wenn v* einer Differentialgleichung von der Form

343 Va Vil — VoV %m + Vulals = Gou Fu

- mit beliebigem P, genitigt®).

Eine infinitesimale Bewegung in 7V, ist charakterisiert durch die
Killingsche Gleichung

3.44 Vovn = 0.

Da (3.48) mit P, = 0 eine Folge von (3.44) ist, bleibt die geoditische Eigenschaft
jedenfalls bei allen Bewegungen erbalten, was auch geometrisch evident ist:

1) Der Ricei-Kalkill 8. 59 Aufg. 4.
%) Felder der ¥y, die der Gleichung Y, Vp 92 =0 geniigen mit der Nebenbedingung,
dab vy ein Gradientfeld ist, sind untersucht von P. Schirokow (1926, Russisch). Solche
Felder sind nur in besonderen ¥V, moglich. Ob die Gleichung (3.48) in jeder beliebigen
V. Lisungen zuliift, ist eine offene Frag@

17
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Fiir m==n—1 und v =ya?, wo n* der Einheitsvektor senkrecht zur
lokalen (n — 1)-Richtung ist geht (8.37) Uber in

1%H5;,” = — Bﬁ"n” ne ne ngw -+ 0 Dy Dyyp
3.45 + B b D'y - WhiT 1,

wo hy, (bei einer ¥V, in TV, der zweite Fundamentaltensor) definiert ist durch
8.46 how = — Hiz* m, = By, n,.
Aus (3.45) folgt noch

lgihbm = B%‘n‘n(’ Kwﬂ.ygw’—DbDuw—hl;zhmw
3.47 .
D = — by, Y.

Aus der ersten Gleichung geht hervor, dab die Anderung von hy, bei einer
geodstischen V%' nur von der Krtimmungsgrobe der V, und D, D, ¢ abhs‘mgb
und in einer V, konstanten Krimmung nur von D, D,y, aus der zweiten,
dab bei einer allgemeinen V%~ die lokale (n — 1)-Richtung dan.n 1.111(1 nur
dann pseudoparallel verschoben wird, wenn die Ableitung von % in jeder in
dieser (n — 1)-Richtung enthaltenen Richtung verschwindet.

Fir den Krtimmungsvektor der V7

PR 1 ba v L
3.48 _ Te = ¥ Hi )
ergibt sich aus (3.37) und (3.34)
g 2 o oo L A
DT = — = o0 Hyyt 4 - O (7,72 0) b —
3.49 __l;n_ow Kf‘l)ue »vv BAw + ’U":’ Og o
— v, B2 T,

Verschwindet 7%, so heift die V7 minimal. Die geometrischen Eigen-
schaften einer Minimal-V,, sind bekannt, die einer Minimal- T ergeben sich
aus folgender Betrachtung. Das Volumelement der lokalen R, ist

350 a7 = (... @ne)o

1) Wir schreiben 7% statt D#, um Verwechslung mit den Differentiationssymbolen D

auszuschlieBen.
18
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wo die
851 (dny = By g

die Bestimmungszahlen des Linienelementes in bezug auf das nichtholonome

System (c) sind und 3 die Determinante der Matrix von b, ist. Bei der De-
formation v* d¢ ist also

m

Ddr = (dn)t...(dn» D ¥
352 = (dn)*... (dy)™ - § B4b,, Db,
= Ve (7, B v, 47, Of v) ds
= (D, By v* — Thu,)dv.

Das Volumeleent bleibt also bei einer Verrtickung v*dt senk recht zur lokalen
m-Richtung dann und nur dann invariant wenn T#v, verschwindet. Das
Verschwinden von 7% ist also notwendiz und -hinreichend dafitr, daB das
Volumelement bei jeder infinitesimalen Verrtickung senkrecht zur lokalen
m-Richtung invariant bleibt1). Dies ist die Verallgemeinerung der Minimal-
eigenschaft der V,,.

Die Minimaleigenschaft bleibt infolge (8.49) dapn und nur dann bei De-
formation erhalten, wenn

3.63 bH 02 v7y, + 20WA H,zv = 0.

) 1) Dak eine Minimal-¥,, auch in diesor Weise geometrisch charakterisiert werden kann,
wurde zuerst von Bompiani bewiesen; Studi sugli spazi curvi, Atti del R. I. Veneto 80.2
(20/21) 1113—1145, S, 1141.
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