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Sur l'équation différentielle x"+ A(@®)x=07

(O réwnaniu rézniczkowem x”+ A (#)x =0)

par
M. Biernacki

§ 1. Nous allons étudier l'allure des intégrales de I'équation
1) 2§+ AB () =0

pour les grandes valeurs positives de # en supposant que A(t) >0 dis que
t > t,. Il est bien connu que si A(f) ne tend pas trop rapidement vers O
lorsque #—> -~ oo toute intégrale de (1) est oscillante. Nous allons voir que si
A’ (£)> 0 pour £>1¢, une telle intégrale x(f) jouit d’autres propriétés de la
sinusoide.

Désignons par ¢, 4, ...%,... les zéros de () qui sont plus grands que
ty (b <<t <<t <...). Liintervalle (£,, ¢,,,) contient un zéro et un seul de la
dérivée «’(f), nous le désignons par z,. Enfin nous posons pour abréger:

— 2 '+‘ tn+1
2

S T,

Si A'() >0 pour ¢>t, les propositions suivantes ont lieu:

1) toute intégrale de (1) reste bornée lorsque ¢—> - oo,

2) Tim iﬂLt’"Hz——l (il n'est pas probable que l'on puisse remplacer
n—roo Ypfl T b

lm par lim),

1) J'ai exposé les prineipaux résultats de ce travail an Congrés Internationsl des Ma-
thématiciens & Ziirich, en septembre, 1932.
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3) on a lim u, == 0 lorsque » ne parcourt pas certains indices ,exception-
A—roe

nels“ (il n'est d'ailleurs pas probable que l'on ait limw#, =0 sans aucune
restriction), e

4) dans bien de cas (cf. les énoncés V et VI) toute intégrale de (1) tend
vers zéro lorsque ¢ —» - co.

Ces résultats deviennent en partie intuitifs si on les interprdte en consi-
dérant une masse concentrée en un point M et qui est attirée par un centre
fixe O avec une force dont le quotient par la distance OM est une fonction
donnée A(#) du temps.

M. P. Fatou a étudié ?) I'équation (1) en supposant que A(f) reste com-
prise entre deux constantes positives et il a montré, en utilisant une méthode
bien différente de la celle du texte, qu'alors non seulement toute solution est
bornde mais encore quelle est stable ¢. a. d. que l'expression a'% -}-2® est
comprise entre deux limites positives. Il serait intéressant d'examiner si ce
fait subsiste partiellement dans le cas envisagé par nous et de voir si l'on
peut supprimer les hypothéses relatives & la dérivée A’(f) en les remplagant
par les conditions lim A(f)= -4 oo ou lim A(#)>0. Il n'est d’ailleurs pas

400 fm

doutenx que les énoncés V et VI pourront é&tre considérablement généralisés.
Remarquons enfin avec M. Fatou ) que les résultats s'appliquent & des équa-
tions ou systémes plus compliqués, tels que =" @ H (2 32 ..)=0,...,
pourvu que l'on sache que H est positive et croit avee £
" § 2. Je rappelerai d’abord quelques propositions dont je me servirai dans

la suite:

Théoréme de Borel (complété par B. Nevanlinna)4).

Soit #(f) une fonction positive et non déeroissante pour ¢>> 0, tandis que

@ (u) est positive et déeroissante pour % >0 et que f @ () du existe. L'on a:

[
w{t+@u@)} <u(®)-+1
pour £>>0 sauf au plus dans les intervalles dont I'étendue totale est finie.
Théordme de Petrovitsch ®). On déduit de ce théoréme que si x(f) est une
intégrale queleonque de (1), A (£) positive et croissante l'on a; en posant z(2,) =1,

dans Yintervalle (¢, 2,): @, cos [(t—2,) VM] Sz @) <xac08[ (t—2,) JAH]
(s bogn)® @, 008 [(E—2,) VA (] << (t) L @, c08 [ (t—z) VA(2)] -

3) Problémes d’agrégations, session de 1926. Sur un critére de stabilité: Comptes Ren-
dus du 2. XII 1929. Je dois ces renseignements bibliographiques & M. H. Milloux.

%) Cf la Note aux Cowptes Rendus qui vient d'étre citée.

‘) E. Borel, Acta Math. t. 20 (1896), R. Nevanlinna, Bull. Sc. math. II't. 65 (1930).

%) M. Petrovitsch, Bull. Soc. Math. de France t. 53 (1926) et ,Intégration qualita-
tive des équations différentielles”, Mémorial des sc. math. fagc. 48, p. 49.
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§ 3. Assujetissons pour un moment la fonction A(£), supposée dérivable,
4 la seule condition d'étre positive pour ¢ > ¢,, admettons toutefois que Pin-
tégrale considérée x(f) est oscillante. En multipliant P'équation (1) par &' et
en intégrant par parties entre les limites « et b on obtient 1'égalité:

) 22 (b) — 2% (a) + A (D)2 (b) — A(a)z*(a) —fA’(t) 72 () dt = 0.
Si (b) = x(a) on aura :
2 (b) — 27 (a) = f A7(8) [z (t) — = (a)] d.

Si @ est un point de Pintervalle (£, 2,)-et b un point l'intervalle (2, ¢,4,)
et si A'(f)> 0 dans (f, f,,,) le second membre de la derniére égalité est ma-
nifestemment positif, done |’ (b)] > &' (a)| et par suite %, > 0, |@'(..0)|>2'(t.)].
Si A'(t) < 0 dans (%, t,yy) on a des inégalités contraires.

Posons maintenant dans (2) a =2, &==2¢,, il vient:

z

-l
@) Aaugs) o — Al = [ 40 () .

z’l

Ajoutons aux deux membres de (2) la quantité 4 (z,)-a%y,, le résultat
peut s'écrire:

Znp1
A [ — 28] + f A (8) [22y — 2 ()] d = 0

égalité impossible si A'(#) >0 dans lintervalle (z,, 2,4;) et si 2}, ==, En
ajoutant aux deux membres de (2) la quantité A(2,,)a? on obtient I'égalité:

zn—(—l
A [t — ] + [ 4 @)} — a2 ()] dt =0,

qui montre que si A’(f)<C0 dans lintervalle (z,, 2,41) lon a |®y41| > |, En
résumé nous pouvons énoncer, en tenant compte de (2'), la proposition suivante:

L Si A'() <O pour t>1t, Von a u,<0, les suites Va@,) =) et
{|a' (t)]} (la suite des valewrs absolues des exiréma de ' (f)) sont déeroissantes
tandis que la suite {|x,|} est croissante. Si A’(t) >0 pour t >ty Von a u, >0,
les suites {VA(2.) - |2,|} et {|o' (t.)]} sont croissantes tandis que lo swite {|,|}
est décroissante, x(t) est donc bornée lorsque t — -oo. Si A'($) >0 pour ¢ >1,
et si lim A(t) = -+ oo la dérivée x" (f) West pas bornée lorsque t —> - oo.

trfoo
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§ 4. Je supposerai, dans fout ce qui swit, que A'(¢)>0 dés que £>> 1.
Draprés le théoréme de Sturm on a les inégalités:

® == T
VaG. Vi)
done les longueurs des intervalles (z,, ?,.,) déeroissent avee 7.
En posant dans l'énomcé du théorbme de Borel w(f)==[log A (#)]? et

< tn+l - tn <

—iyz . . -
o) =4e 2V o0 obtient linégalité:

{1og 4 [t + Vz%]}% [log A (8] + 1

valable pour ¢>>#; sauf au plus pour les ¢ remplissant des intervalles d'éten-
due totale finie. En divisant les deux membres de I'inégalité par log A(f) on
aura a fortiors

4 1
10gA(t+~V—Z(—7))<logA(t)+l(Tgm'

En tenant compte de ce que ¢ <C1-}-2x pour les z positifs et assez petits,
il vient:

A(t+-m%) < (1.+h—§gm)-A(t).

En définitive, nous avons I'inégalité:
4
@ A t—f—~——)<[1+s(t)]At
[+ 17 ®

valable pour ¢ > f,, sauf au plus pour les ¢ remplissant les intervalles d'éten-
due totale finie. &(f) est une fonetion déeroissante de ¢ qui tend vers 0 lorsque
t > -} co. )

On peut trouver, pour une infinité de valeurs de #, un point y, dans l'in-
tervalle (2, 2,) tel que (4) soit valable pour t=y, et que

®) 0<m<;::::?l.n,<;ﬂ<u_

m et k étant des nombres fixes. En effet, dans le eas contraire 'étendue des
intervalles ol (4) n'est pas vérifiée serait infinie. Cela posé, il existe aussi pour
une infinité de valeurs de n (choisies parmi les valeurs précédentes) un point
w, tel que w, <t,, y,—w, < tuis — £, et tel que (4) a lieu pour t=w,, car
autrement (4) ne serait pas encore vérifiée dans des intervalles d’étendue to-
tale infinie.
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o
Il résulte méme de nos raisonnements que la sérieZ(t,,m— ty,) ol fi-
fo=]
gurent les indices %, pour lesquels les points y,, ou w,, n'existent pas est con-
vergente. Nous appelerons tous les autres indices n ,ordinaires“ et les inter- °
valles if,, t,.,) correspondants seront dits ,ordinaires®.
Supposons que n soit ordinaire, puisque

44_
Va(w)
et que (4) a lien pour ¢=uw,, on aura quelque petit que soit & pourvu que

n goit assez grand
Alya) << (1 + &) Ad(ws) <1+ A,

fi1 7yl &
tn+1—yn<tn+‘—tn<VA—m %

Yo Wy A (s — t,) << w, -+ —*l ,__ﬁ;—) < W, 4

done

et pai suite
4
b < Y -+ VZ(? )

si ¢ est assez petit. L'inégalité (4), appliquée an point ¢ = y¢/,, fournit alors les
inégalités :
Aty < (148 A(ys) <A +2)* Alt)
En définitive nous avons 1'énoneé suivant:

IL 8 A (%) > 0 pour t>>1, lon a lim AJY&'*‘?:I lorsque n me parcourt
n—>00 .

o0

pas les indices exceptionnels n,-qui sont tels que la série 5 (Bnypy —ta)) converge.
feal

§ b. 11 existe une suite infinie de groupes des intervalles ordinaires voi-
sins, telle que chaque groupe contient un nombre des intervalles qui eroft
indéfiniment avee lindice du groupe. Dans le cas contraire, en effet, le nombre
des intervalles d’un groupe serait borné, plus petit que Pentier ¢ par exemple.
Chaque groupe des intervalles ordinaires serait précédé par un intervalle ex-
ceptionnel de la longueur plus grande que la somme des longueurs des inter-
valles appartenant au groupe, divisée par g, l'étendue totale des intervalles
exceptionnels serait done encore infinie. En particulier, les inégalités (3) et
Pénoncé II fournissent de suite la proposition :

. tn+1 . tn e tn+1 — tn
IIL S A'(8) >0 pour t> 14 lon a —~—7-<1 et lim "

tn_ n—1 n->oa Vo T Yp—1

=1
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Appliquons maintenant les inégalités de M. Petrovitseh (§ 2), on en
déduit de suite les suivantes:
s 7 7
—— tu T *n S PRl
VA T T2y S T

Il en résulte de nouveau que ,>>0, en tenant compte de I'énoncé IX on
obtient en outre la proposition que voiei:

IV. 8i A'(#) > 0 powr ¢ >ty Pon a lim w, =0 lorsque n ne parcourt pas

n—»00

les indices exceptionnels.

§ 6. Considérons un intervalle (£, t,,,) ordinaire et supposons que l'on ait
(6) 2 (a)] > s+ |,].

En tenant compte de Péquation différentielle nous aurons alors dans Iintervalle
(¥ay 2) Vinégalité
| B> 5+ Aya) - |z

En intégrant deux fois cette inégalité dans' lintervalle (y,,2,) on aura:

] — 20| > 5 - Ay, - [z | - L2
done, en vertu de (5) du § 4:
P <[1—s-A) -3 (n+1 ba)*] + |2l
ot d'aprés (6), (3) du § 4 et 'énoncé II du § 4:
sml nt

s << [1 —(1—e&)-

quelque petit que soit le nombre positif e pourvu que 7 soit agsez grand. Par
suite si ¢ est assez petit on a l'inégalité :

1
§ < ——— ),
m3?

En définitive nous avons pour tous les # ordinaires et assez grands 'iné.
galité:

M S AREN

p étant un nombre fixe compris entre 0 et 1 (en choisissant convenablement
m on peut poser p==4)
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§ 7. Supposons que A’(f), positive, ne soit pas croissante pour t > f, et
que lim A(f) = - co. Admettons qu'une intégrale x(f) de (1) ne tend pas vers
t—4o0

zéro lorsque {— 4 oco. La suite |z, | étant décroissante on a done lim [z,|=g>0.
n—>00

A tout nombre positif ¢ on’ peut faire correspondre un entier N [qui dépend
de &) tel que x2 > x2(f) — & pour ¢>fy et pour tout > N. Il résulte des
hypothéses que tous les intervalles (¢,,f,.4) pourront jouer le réle des inter-
valles ordinaires, le rapport A(¢-41): A(f) tend en effet vers 1 lorsque
t— -} co. Les calculs précédents sont donc valables pour tout entier .

Nous aurons d’aprés 1'égalité (2) du § 3, en y posant a =iy, b= 2,:

8 C= f L) [ — 2 (1)) dt - Alty) 3> / £ () [ — ()] db = F(E, )
y ‘N s=N
oli

s g1
K= [2Qb-a0ld = JECIEEEOL

tandis que la constante C ne dépend pas de 2 D’aprés (7) on aura dans l'in-
tervalle (4, y,) *®(t) << pta? <<p?a? -4, il en résulte que
©) K, > [(1—p?)ai—e] [A(y) — A(t)]

Or, nous avons, en tenant compte des inégalités (5) du § 4, de ce que
u, > 0 et du fait que A’(f) ne croit pas:
A(ys) —A(ts)
A (ts+1) —A (ys

<0<

oot A(0) 1—2k
tn—ys Ap) ~ 142k
Ys !ls<<}’s<i:+1)

(10)

On peut done remplacer l'inégalité (9) par la suivante:

(11) E, > (b — k) [ —p*) 2z — &) [A (b)) — 4[]
D'autre part x*(#) <C x2 - &, done d’aprés (10)
J> — e[A(ta) — AW)] > — 1o e A — AQ),

on voit donc en tenant compte de (9) que K, J, >} K,, si & est assez petit
et l'indice n assez grand. Finalement, (8) et (11) fournissent I'inégalits:

c>(—~——)[(1— ) a2 — 6] [A () — A(tx)]
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En faisant augmenter indéfiniment I'indice » on arrive & une contradiction,
car le premier crochet reste supérieur 4 un nombre positif fixe et lo denxidme
crochet augmente indéfiniment. Nous avons done la proposition (ef. 'énoneé I):

V. Si A’ (f), positive pour t > by, est non croissante et Si; liT A(f) =} o0 .
e nfe 0O

touts intégrale = (1) de (1) tend vers séro lorsque t-»-|-oo, Tim |2 ()| VAG est
cependant positive. e

§ 8. 11 est aisé de vérifier que les caleuls du § 7 subsistent lorsqu'on
remplace les hypothéses de ce paragraphe par les suivantes:

A'(#), positive, est non déeroissante et le quotient A (t-{— Vz%?j):A(t) tend
vers un lorsque t— - co (cette derniére condition est bien remplie dans le
cas des fonetions usuelles).

Tous les intervalles pourront encore jouer le role des intervalles ordinai-
res, la seule modification  des raisonnements du § 7 consiste en ce quil faut
choisir les points y, dans les intervalles (225 tuys) de manidre que Lon ait:

n T Ry 1
O<m< ey

ce qui est possible, ear lim u, = 0. On obtient ainsi la proposition suivante:

n—»00

VI 8i A'(#), positive pour > 1y, est non décroissante ¢ si le quotient
1
A (t—}—m) S A() tend vers un lorsque £ - oo toute intégrale 2(t) de (1)

tend vers zéro lorsque t— + oo, lim |2 (@) VA est cependant positive.
trtoo

Streszezenie.

Dane jest réwnanie réniczkowe 2" () + A 2(t)y =0 w ktbrem A(#)>0,
A >0 dla t>¢,. Oznaczajac przes t,,4,,...4,... kolejne zora calki (1),
przez z, zero pochodnej a (t) zawarte w przedziale (3, tuys) oraz kladge:

2 tn + tn+1
U, ==
’ tn—i—l - tn

znajduje, ze
19) wartodei bezwzgledne extreméw calki z (f) stanowig ciag malejacy,
29 takiez wartosei pochoduej a' () stanowis eigg rosnaey,
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39 ﬁ]‘n%ﬂ:{_iﬂzL

n—yoo ¥n T Vp—1

40) ul‘ > 0, .

59 lim u, == 0, o ile » nie przebiega wyrazéw pewnego ciggu {=;} ta-
ot

kiego, e szereg zv(t,,[+1 — t,,) jest zbiezny,
F200 i
69 o ile lim A(f) = oo, to x”(f), nie jest ograniczona.
t—rtoo .
Udowadniam dalej, ze w dwéeh przypadkach nastgpujacych:
1%) A’(#) nie roénie, :lirfw A(f) =+ oo,
1
! i je, 1 e ' 1, gdy t— -+ oo,
29) A’(f) nie maleje, iloraz A (t + V:‘r(ﬁ) 1 A(Y) dazy do 1, gdy +

kazda calka dazy do zera, gdy ¢—> - oo.
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