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Résmmé,

Je traite dans se travail des questions assez variées cencernant les afi-
neurs antisymétriques et les invariants intégraux, en se servant des méthodes
du Caleul tensoriel. Dans la premiére partie jétablis d'abord une eorrespon-
dance entre les afineurs antisymétriques et les densitds afinorielles de poids
£ 1 et jintroduis un nouvel opérateur différentiel, analogue & lopérateur Xf
et déduit d’nne densité vectorielle. La suite est consacrée aux propriétés du
prolongement d'une transformation infinitésimale aux composantes des afineurs
et des densités afinorielles; jindique ici, entre autres, une classification des
afineurs relative A& une transformation infinitésimale. Je donne ensuite les
plus simples applications des considérations précédentes & la théorie des inva-
riants intégraux. La fin de cette partie contient quelques théorémes relatifs
aux invariants intégraux du systéme de Liouville.

La seconde partie du travail est consacrée b la théorie des invariants
intégraux du systdme de Hamilton. Je généralise ici plusieurs théordmes
dus & Poisson, Poincaré, Cartan, De Donder, et Schuntner.
Une partie des résultats donnés dans ce travail & 66 présentée & 'Académie
R. de Belgique le 6 Juin 1931.

La dernitre partie 4 pour objet les invariants intégraux du systéme au-
quel M. De Donder & donné le nom d’équations généralisées de Hamilton,
Je montre ici, entre autres, une liaison étroite entre la théorie de ce systéme
et la théorie des groupes de fonctions de Lie.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
der allgemeinen Analysis?

(Rownania rozniczkowe zwyczajne w Analizie ogolnej)

yon

M. Kerner

I. Binleitnng.

1. Der Gegenstand der Arbeit. Die allgemeine Analysis besc'hﬁftigt sich
mit Operationen, die einem Elemente eines abstrakten Raumes ein- Element
eines anderen oder auch desselben Raumes zucrdnen. Is}; der Ra'um hn?ar ux?d
normiert, so kann man fir diese Operationen den Begriff des .Dlﬂ'erentxitl,s bil-
den %), Doch ist es im allgemeinen nnmoglich auch den Begriff der Ableitung

abstrakte Operationen zu Ubertragen. )
e Eilﬁ wichtigper spezieller Fall eignet sich gut zur Ei.ufuhrung des B}(jlgrli:fs
der Ableitung. Das ist der Fall der Operationen, die einer reellen Za e}x]n
Element eines abstrakten, linearen und normierten Raumes zuo'rdnenn Solche
Operationen werden wir abstrakte I’nnktionfm nenuen. .Fur.clu'ase ?e{t H;rr
Préchot ) eine Definition der Ahleitung'emgefuhrt, rhe' wir 1md o gxe]n dzx;
Paragraphen anbringen werden.hlSii is:; eine Verallgemeinerung der 1

ilbertschen CGteometrie gebréiuchlichen 4).
o I;(;itzt man den Be{ériﬂ’ dor Ableitung, so kann ‘mann a.uch. den der ge-
wohnlichen Differontialgloichungen auf die allgemeine Analysis tibertragen.
die vorli it ist eine Kntwicklung des
26 Se;)(c}x:\l}(zezoll:)lgfe:\?: (f:ﬂm%iv;‘;;e? Konre der l:’ilvischen Muthemfxtike"r gggélil-gezns wurde.

%) Fréchot, Annales do I'lcole Noxmale Supéx:laure (8) ?2 (1935% b.1232 A\ 1;7

% Loe. it 8. 312. Vgl anch Kerner, Annali d.l Maffematlca (41 1(929 )q ‘77 .

9 Vgl. 2. B. Vitali, Geometria nello gpazio hilbertiano, Bologna (1929) &. 77,

Vortrags, der in Wilno (Polen) den
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Wir werden kurz diese Verallgemeinerung abstrakte Differentialgleichungen nen-
nen, weil es sich um Elemente eines abstrakten Raumes handelt. Die Ablei
tung einen unbekannten abstrakten Funktion ist in diesen Gleichungen mittels
eines Operation durch die Funktion selbst und (was in den Anwendungen we-
niger wichtig ist) durch die unabhingige Versinderliche ausgedriickt. Auch
abstrakte Parameter konnen in diesen Gleichungen auftreten. Auf soleh eine
Gleichung bin ich gestossen, indem ich die Extremalen eines Variationsproblems
im Hilbertschen Raume und inshesondere die geodutischen Linien eines krum-
men Raumes von unendlich vielen Dimensionen untersucht habe ®). Die abstrakte
Differentialgleichungen umfassen die Systeme von endlich oder unendlich vielen
gewthnlichen Differentialgleichungen, anch die partiellen Differentialgleichungen
und Integro-Differentialgleichungen als Sonderfille.

Der letzte Abschnitt der vorliegenden Arbeit ist dem Existenzbeweise fur
die abstrakten Differentialgleichungen gewidmet. Fiir diesen Beweis, der nach
der Methode der sukzessiven Approximationen vollfthrt wird, ist der Begriff
des Integrals einer abstrakten Funktion unenthehrlich, Dieser ist von Herrn
Graves®) gebildet und untersucht worden. Da wir aber einige bei Herrn
Graves nicht enthaltenen Eigenschaften der Integrale brauchen, so war es
far uns bequemer die Integraltheorie kurz von neu zu entwickeln. Das ist der
Gegenstand des zweiten Abschnittes, der auch die Tuylorschen - Formeln fix
abstrakte Funktionen enthalt. Der Raum wird dabei nicht nur als linsar und
normiert, sondern auch als vollstindig also Banachisch vorausgesetzt 7).

Im dritten Abschnitte bilde ich zwei Verallgemeinerung der Taylorschen
Formel fiir beliebige Operationen, die sich von der Verallgemeinerung von
Herrn Gtraves 9 ein wenig untescheiden, und die in dieser Arbeit nur als
ein Nebenziel angesehen werden sollen. Als eine spezielle Anwendung zeigen
wir, da fir allgemeine Operationen aus dem Vorhandensein des Differentials
das Bestehen der Lipschitzschen Bedingnng folgt 8).

2. Vorbemerkungen. Im folgenden bezeichnen wir mit grofen Buchsta-
ben die Elemente (die Punkte) eines oder mehrerer Banachschen, das heiflt
linearen, normierten und vollsténdigen Réiume 7).

Sei F(u) eine abstrakte Funktion, die jeder reellen Zahl # cines abge-
schlossenen Intervalls (0, b) ein Blement P zuordnet. Gibt es ein Element ¢
derart, daf}

[| £ (e + h) — I(u)
. I —

) Aunali -di matematica (4) 10 (1932) 8, 183—202,

%) Trausactions of the American Mathematical Society 29 (1927) 8. 168—177.
" Vgl z B. Banach, Fundaments Mathematicae 3 (1922) 8. 134—136.

f) Vgl anch Kerner, Studia Mathematica 3 (1931) 8. 1621686,

o
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mit |h| gegen Null strebt, so heilit ¢ die Ableitung von F(u) nach u?). Man

gehreibt  arg
= du

Q = 1"(u)

Pir diese Ableitungen gelten dieselben formalen Regeln, wie fiir gewii)hnlu;l:z
Punktionen. Ist insbesondere f(u) eine gewl’nlmliehe. und F(u) em?1 abstral
differenzierbare Funktion, so ist auch f(u)- F'(u) differenzierbar un

0 L)+ B o)) = fu) - " () + f )i F (w)-

Ist J'(F) eine beliebige Operation, so hezeichnen wir mit
dF(P;X)
das Digfevential von F(P) nach P “);bX ist dabs?i der Zu.wach‘s der unabhiingi-
gen Verinderlichen J ?). Dementsprechend bezeichnen wir mit
d*F(Py X5 Xy Xa) .
das n-te Differential von F(P); die Zuwichse Xi;X,...X, konnen im allge-
meinen verschieden sein %).

' i jebi i d P(u)
Ist F'(P) eine beliehige Operation un )
ist auch I'S[P(u)] eine abstrakte Funktion. Besitzt F(P)

eine abstrakte Funlktion, 8o
fiur P = P(u) ein

isen 1), dab
Differential und P(u) fur u eine Ableitung, so kann man beweisen ), dal
auch F[P(uj] eine Ableitung hat, und dab
'iﬁ.’;gﬂ’i)l — AP[Pu); P’ ().
u
ir P=A -+ Bu

i d besitzt F(P) f
Ist insbesondere P(u) == A +- Bu linear, un '
das n-te Differontial, so hat F[4 - Bu] die n-te Ableitang,

Formel

@)

und es gilt die
de P[4+ Bu] _ d"F[4 + Bu; B; B;...B].
du :

IL Iutegrale der abstrakten Funktionen.

) . ine i 14wt

3. Definition des Integrals. Sei F(u) eine 1m Tntervall (a,b) erllérte
abstrakte Munktion.

Mit II bezeichnen (

Teilintérvalle (,u) == (o, %), (thy thg)y (s U -+

i ls (a,0) in
ir el liehige Zerlegung des Intervals (a,0)
T gty Ur) = (nt b), wobei in je-

loe. ¢it. unter®), S. 163.

9) Wag die Schreibweise petrifit, vgl. Kerner 5. 147, gogcbenen

19) Dor Beweis stimmt mit dem vom Verfasser,
iberein, N
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dem Intervalle (#,.;%) eine ihm angehbrende Zahl v, festgelegt wird. Es ist
o=ty Y U U KUK U= b

Dabei sind alle u, verschieden. Zwei Zerlegungen sollen als verschieden be-
trachtet werden, wenn sie sich untereinander nur mit v, nicht aber mit w,
unterscheiden, Die obere Schranke d der Teilintervallen werden wir Fein-
heit der Zerlegung nennen. Jedem 7 soll ein Element entsprechen

n

= 2 (ts — ) F (v).

20

handeln, so werden die

be-

Wird es sich um mehrere Zerlegungen m, 7/, ;...
entsprechenden Feinheiten mit J,d,d;... und Summen mit 3 F, ...
zeichnet werden.

Detinition. Ist fiir jeds Folge der Zerlegungen wm,, fir die die Folge
der Feinheiten 0, gegen Null strebt, die Folge der Summen 3, kowvergent, so
heifit die Funktion F(u) i8 (a,b) intergrierbar. Die Grenze von 3, heiftt dann
das bestimmte (Ri he) Integral der abstrakten Funktion F(u) und wird mit

fF(u) du

bezeichnet. Ist b <C a, so bezeichnet man

F () du = —/F(u) du,

Die Definition ist eindeutiz. Wiren die Grenzen von zwei Z-Folgen ver-
schieden, so konnte man leicht divergente 3-Folgen bilden.

Es lassen sich, wie gewthnlich, die Sitze tber die Additivitit in bezug
auf die Intervalle, wie auch tiber Integrierang der Summe und des Produktes
mit einem konstanten Faktor beweisen.

4. Abschitzungen des Integrals. Sei a <C b, und sei f(v) eine gewShn-
liche nicht-negative, F'(u) eine abstrakte Funktion in (a,b). Sei weiter f(x) + F(u)
und f(«)+ || F(u)|| in (a,b) integrierbsr. Bilden wir fur f(u). F(u) eine Summe

=3

— b)) F(v,),

so gilt -
® 12 < 34— we) £ 2 - IF@].
6O
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Die rechte Seite entspricht derselben Zerlegung ftir die gewthnliche Funk-
tion f(u)«|F (). Geht man zar Grenze iiber, indem die Feinheiten der Zer-
legungen gegen Null streben, so wird

Hff(n)lf’(u) d"Hgff(u)']]F(u)Hdu.

Will man auch den Fall, wo b<Ca oder f(u) nicht-positif ist, wmfassen, so
bildet man den

Satz 1. Wechselt f(u) in (a,b) baw. (b, a) sein Zeichen wicht, ist f(u) F (u)
und f ) ||Fw)|] in (a,b) bew. (b, a) integrierbar, so gilé die Beziehung

Hff(u) F(u) du” glf}(u). (L) ] -

Ist a <Cb, und ist f(u) nicht-negativ, f(u) F(x
bar, endlich F'(4) beschrénkt, so ist nach (3)

n 3

k=]

)

) und f(#) in (a,d) integrier-

12 < e — ) (),

wo
P < m.

llf;"(u)F(u) clu“ < m .fbf(u) die.

Allgemeiner, gilt der
Satz 2. Wechselt f(u) in (a,b) bew. (b, a) sein Zeichen wicht, ist f(w) F(u)
und f(u) in (a,b) baw. (b, a) integrierbar, ist F(u) beschrdnkt

5) (|7 (|| << my
so gilt die Bezichung

H/j(u}ﬁ' u)dul m - ‘/fu)du|

Tnsbesondere fir f(4)==1 ist unter der Voraussetzung (5)

Daraus folgt

(6) .lb—a\.

b1
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b. Mittelwertsatz. Sei a <b, und sei f(u) nicht-negativ, f(u)F(u) und
f (@) in (a,b) integrierbar. Sei 87 eine beliebige abgeschlossene konvexc Menge,
die das Bild des Intervalls (z,b) mittels der Funktion #'(v) entbslt. Tir be-
liebige Zerlegung II gehort das Element

S (we—wa) f (o) F(vs)

k=1
.on

2 (00— as) S (v4)

ke

der Menge 87 an. Geht man zur Grenze tber, so strebt dieses Element gegen

[ o Fau
p=t

f [ () du

a

Da 97 abgeschlossen ist, gehtrt auch P der Menge &7 an.
Etwa allgemeiner, gilt der

Satz 3. Wechseli f(u) in (a,b) baw. (b, a) sein Zeichen wicht, ist f(u) F(u)
und f(u) in (a,b) bew. (b, a) mtegrzerbm‘ ist BT eine beliebige (2. B. die kleinste)
abgeschlossene konvexe Menge, die das Bild von (a,b) baw. (b, a) mitlels der Funk-
tion F(u) enthdlt, so gibt es in ON ein Element P derart, dafi

f}w) F(u) du= P- f}@ du.

Tnsbesondere gibt es in &% ein P, fiir das
b
f POy du = P (b — a).

6. Folgen der Integrale. Fur die Integrale abstrakter Funktionen, wie
fiir die gewshnlichen, gilt der

_ Satz 4 Komvergiert die Folge der integrierbaren abstrakien Funktionen F,(w)
in (a,b), baw. (b,a) gegen F(u) gleichmaﬁig, so ist auch F(u) integrierbar, und

) l1m If () du —ff(u) du.

62
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Beweis Ns gentigt sich zum Falle ¢ <b zu beschriinken. Sei ¢ eine
beliehige positive Zahl. Da I, () gegen F'(u) gleichmafig strebt, so kann man
ein #, wihlen derart, daB fur n=>n,

17, () — F)|| < 3(—1;8_7)

Ist IT eine beliebige Zerlegung, so folgt daraus fur n = n,

»

2 ( ~— Ups) B (00) — 2 (uy — p) F (0)

(8 k=l , Rl
<Y (we— )+ |Fa0) — F )] < -

L2

Sei II, eine willkrliche Folge der Zerlegungen
@ = um < v&”‘) < uﬁ”‘) < v;m) < U < S u,(;”,;).-1 < v},””? < ug;) == b,

fur die die Feinheit d, gegen Null strebt. Die Folge

Pm

3o = Y i — i) 7, 0f7)

k=1
b
ist nach Voraussetzung des Satzes gegen f F,, () du konvergent. Sei m, eine
a

Zahl derart, daB fir m > my und 1> my
e
)] 12 — 2l < 7

Macht man in (8) %=1y, so folgt fur =1, und II=1I,
Py R
(10) (PR _2' (@ — ) Fei) || <5

I —)] (o — o) F o) | <5

b,

(11)

Aus (9), (10) und (11) folgt fur m > mg und I >mq

Pm

2‘ (uf — ) F( (w§™) _2‘ (U — o2y) FeP| <

|

o 5
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Da der Raum vollsténdig ist, so schlieBt man daraus, daB die Folge
Pm
S (e — uf) F g
e
konvergent ist. Dies findet statt fur jede Folge I7,, fur die d, gegen Null
strebt. Also ist J'(«) integrierbar,
Aus (8) folgt, indem man zur Greuze tir 6> 0 tbergeht, dab fiur n == n,

b 13
Hfl”n(u) du ——fﬁ‘(u) du

<

woraus (7) folgt.

7. Stetige Funktionen. Von jetzt ab wenden wir uns zur Betrachtung
stetiger abstrakter Funktionen zu.

Ist F'(u) eine stetige Funktion in einem abgeschlossenen Intervalle (g, b),
80 kann man, wie iiblich, beweisen, daB sie gleichmibig stetig und beschrinkt ist.

Hilfssatz Jst I eine Zerlegung derart, dafi filr 2wei Werts w' und o
eines Teilintervalls der Zerlegung

|7y —F@))| < m,

ist weiter II' eine Zerlegung, die von II durch Hinzufiigung neuer Teilungs-
punkte enisteht, so ist

(12 | ¥~ 3| <nG—a.

Beweis Geht man von 3 zu 3 tiber, so soll man in jedem Bestandteil
von 3 den Wert v, durch einen anderen ersetzen, der demselben Teileninter-
vall von IT angehort. Nach der Voraussetzung des Hilfssatzes Uberschreitet nicht
die Norm der Abtinderung dos Bestandteils das Produkt von der Liinge des Teils-
intervalls von II' und #. Daraus folgt fur die ganze Summe die Beziehung (12).

Satz B, Fine stetige abstrakie Funltion L(w) im Intervalle (a,b) ist in-
tegrierbar.

Beweis, Sei I, eine willktrliche Folge der Zerlegungen, fur die &, ge-
gen Null strebt. Sei  eine positive Zahl, Da I (u) gleichmiBig stetig ist, kann
man ein soleches positives o wihlen, daB fur |u” —w/|<<o die Ungleichung

s ’ €
7@y — Fw)| < S6—a)
gilt. Sei 7, eine Zahl derart, da fur n>n, die Feinheit 6, < d. Ist m > n,
5k
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. . s
und 1> n,, so ist firr zwei Werte u' und " eines Teilintervalls von II,

oder IT, .
| Py — Il < SG—a)

Bilden wir die Zerlegung II’, die durch Aufeinandersetzung von II, und II,

entsteht (v, ktnnen in II" willktirlich gewkhlt werden), so ist sie zu II,, und

IT, in demselben Verhiltnis, wie II" zu IT im Hilfssatze. Dabei ist 7= §—(b—§_——aj
au setzen, Hs folgt daraus

12— <3,

1= — 2l <3
Also ist fir m > ny und #>mng

13— 5 < =

Da der Raum vollstandig ist, so ist die Folge 3, konvergent. Da uber II,
willktirlich war, so ist F'(u) integrierbar.

8. Primitive Funktionen. Die abstrakte Funktion

(13) O (z) = f P(u) du

(wenn sie existiert) nennen wir das unbestimmte Integral von F(u).
Satz 6. Ist F(x) fir ein o stetig, so ist

4@ _ pi
X

(14) a
Beweis Fr binreichend kleines h gelten die Beziehungen
ad-h
B (e -+ by — O (@) = | F(u)d,
x4-h
Fz) - h= [ F(x)du.
Daraus -

B+t h)—P@) —F@)- h= [F (u) — F ()] du.
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Bezeichnet m das Maximum von ||F(u)—F ()| fir e <Su<<a 4k baw

b <Cu<Cw, so folgt aus dem Satze 2, Formel (6)
1B 5)— B (2) — @) - B < m- |

|Blet B0 _ g,

{<m.

Da F(x) fiir = stetig ist, so strebt m mit % gege
a () fi Null. D
wirklich die Ableitung v,on @ () ist. geogen Jull Dacsus folgh dad e

ad
Satz 1. Ist @(a)=0 und ——;Zg-z-:()ﬁiragmgb,soistauch D(x)=0
Sir a<a<<h W),

Beweis, Man schlieBt, wie folgt:

lim D (z-h)— D () -0
k=0 h -
i 126 R —[0@] _,
R0 h -
2 2@)]|
T O

wmd d — . : . .
p, a [|@(a)]] =0, so gilt fur jedes x die Gleichheit [|@(2)]]==0 und

(x) = 0.

Satz 8. Das unbestimmte Integr ist eine eingi
8 gral (18) ist eine ei di ] -
tialgleichung (14), die fir x=a verschwim%et. reige Lining dor Diftren

Beweis. Gibe es noch eine andere Funktion @, (x), fur die

7,(a) =0,
d D,
*'Zl';(@ = F ("”)v

s0 kbnnte man schliefien
D(a) — B(a) = 0

A[D,(x) — D (x)]
dix

worsus nach dem Satze 8 die Beziehung folgt:

By(%)— B(z) = 0.

)

= 0,

Der Satz 6 lehrt tber die Existenz einer primitiven Funktion einer ge-

#) Vgl Fréchet, loc. cit. 8. 318,
b6
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gebenen stetigen abstrakten Funktion, Der Satz 8 lehrt #ber ihre Hindentig-
keit, wenn man von einem additiven konstanten Element abstrahiert.

9. Die Sitze liber endliche Zuwichse, Aus den Sitzen 2 aud 8 folgt
unmittelbar der
Satz 9. Besitet F(u) im Intervalle (a,b) baw. (b, a) eine stetige Ableitung
F' (u), wnd st || B ()| <<m, so gilt die Beziehung
17() — @) < mb—a)
Khnlich folgt aus den Sutzen 8 und 8 der
Satz 10, Besitet F(u) 4m Intervalle (a,b) bew. (b, a) eine stetige Ableitung
I (w), und ist &N eine abgeschlossene Thonvexe Menge, die das Bild des Infer-
valls (a, b) bew. (b, a) mittels der Funktion F'(u) enthilt, so gibt es in N ein
Element P derart, dajt
F(b) — F(a) = P(b—a).

10. Partielle Integration und Taylorsche Sitze. Aus der Formel 1
folgt unmittelbar der
Satz 11. Besiteen die gewihnliche Punktion f(u) und die abstrakte F'(u)
in (@, b) bew. (b, a) stetige Ableitungen F' (u) wnd F'(w), so gilt die Formel
b

(16) ff(u)F’(u) du+ff’(u) F(u) du = f(8) F () — f(a) F(a).

Dieser Satz kann in zweifacher Weise zur partiellen Integration benutzt
werden.
und F'(u) gleich ¢ (w), wo F'()

gt
Setzt man in (15) f(u) gleich %—_u)l)!

¢ine abstrakte Funktion ist, die eine stetige n-te Ableitung F® (1) besitzt, so

bekommt man
X b
e et b —u)* 2
S/ '%»‘—'u'i)“v FO () du = — %T:a)m e+ f (@'—'-y 22)—' red
u 12

Setzt man in der Formel (16) f(1) gleich (%z )2)! und F'(%) gleich T (),

8o bekommt man eine analoge Umformung des letaten Integrals. Setzt man
dieses Verfahren fort, so gelangt man zum

Satz 12. Besitet F(u) in (a, b) baw. (b; a) eine stetige n-te Ableitung, so
gill die Formel

n—1 ] S n—1
6 ro=r@+y (‘b"_kx L ro +f (?v:wT)'— e

bl
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Wendet man auf das letzte Integral von (16) zuerst den Satz 2 und dann

den Satz 3, so bekommt man zwei Sitze, die alg Verallgemeinerungen deg
Taylorschen betrachtet werden sollen:

Satz 13. Besitzt F'(u) in (a,b) bew. (b, a) eine stetige n-te Ableitung B (y),
und st || (w)|| < m, so gilt die Formel

n—1

76— 70— 3 2 ro6) <m

kwl

b= af

Satz 14. Besitet F'(u) in (a,b) baw. (b, a) cine stetige n-te Ableitung 7 (),
und ist O eine abgeschlossene konvere Menge, die das Bild des Intervalls (a,b)

baw. (b, a) mittels der Funbition F'*) (w) enthilt, so gibt es in BN cin Element P
derart, daf?

n—=1

F(b) = F(a)+ 2‘

hwt

0

_.?kalX‘ F® () P. (_b:_“)"_

nl

Die Sutze 13 und 14 enthalten die Satze 9 und 10 als Sonderfulle, die
der Annahme 7= 1 entsprechen,

III. Beliebige Operationen.
11. Taylorsche Sitze fiir beliebige Operationen. Sei 7'(P) eine Ope-

ration, die den Elementen eines Banachschen Raumes, den wir als P-Raum

bezeichnen, die Elemente eines anderen, den wir als ¢-Raum bezeichnon,
zuordnet.

Seien P und P, 4-X zwei Elemente des P-Raumes. Die Elemente
P=Py+uX fir 0<Cu<<1 bilden eine gerade Strecke, die 2 und P X
verbindet. Wir setzen voraus, daf lings dieser Strecke F'(P) ein n-tes Dif-
ferential d" F(P; X,; X,;... X,) besitzt, das stetig in bezug auf P bleibt.

Die abstrakte Funktion
Du) = F(Py + uX)
besitzt n Ableitungen, die nach der Formel (2) gleich
D) = & I(Py - uX; X3 X; ... X)
k=1,2,...,n)

sind. Diese sind in besug auf u fur 0w <1 stetig. Wir wenden auf D (u)
die Siitze 13 und 14 an, indem wir ¢ =0 und b==1 setzen. Man berechnet:
0(0) = F(Py)

B(1) = 7P, + X),
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b T

BH(0) = P F(Py; ; X X)
(=1,2,...,n— 1)

Wir bekommen in dieser Weise zwei folgende Sttze:

Satz 15. Besitet die Operatton J'(P) lings der geraden Sirecke, d@'e. P.0 7Zit
P, -+ X verbindet, das n-te Differential d"F(P; Xy5 X Xo), das. sm;(g m< ,:;
z;g auf P bleibt, st weiter fir jedes P dicser Strecke ||&°F(P; X; X;... X)||<<m,

so gilt die Formel -

\ 1 7t . . 3
2Py A Xy 2P = F p d P X X DS
Fwl
Satz 16. Besitet die Operation T'(P) lings der gemaleantrecke, td:c.z Jzzzwbbz
Py + X verbiudet, das n-te Differential & F(P; Xy; Xg5 .. Xy das lsi ¢ Jieé b
z; auf P bleibt, ist &0 eine Thomvexe abgeschlossene Menge de;: Q- a}t{ kon,s e
dai Bild dieser Strecke mittels der Operation df"F(P; ){; X; - g ;fz:m fomstant
und P lings der Strecke verinderlich ist, enthdlt, so gibt es in ¢
Q derart, dafi

m

(1

n—3 1
Lowpp . x X — Q.
PPy X) = PR + Y B X K K €
ksl

. it
Die beide Sitze lassen sich im Falle n==1 upmittelbar aus den Sitzen
9 und 10 folgern.

. &
12. Die Lipschitzsche Bedingung. Im Falle n=1 wollen wir noch die
Ungleichung (17) ein wonig \-nnformen. )
gIst m(P) die Norm der in bezug auf X
ist fur jedes P

linearen Operation d F'(P; X), so

a5 X)|| < m(P)- [ X[

¢ - go gibt es eine
Tst m (P) beschrinks in ciner leonvexen Menge des P-Raumes, gl

Zakl m derart, daf fur jedes P der Menge.
(18) (P Dl < m- X -
N . .
Nun seien [, und J4 zwei Ilemente der Me'nge, Da lhnlg; 13:292 V='=erl uI)) 1T_gpo
strecke die Ungleichung (18) erfullt ist, so gilt def' ??.tz , )
angtatt X und o || Py — Po|| anstatt m a0 getzen ist:
14 :’Q——F(PO)H<m-\|1’1——P0H.

den obigen Voras-

Dag ist die Lipschitzsche Bedingung. Thr Beste]]tletn li:t}?;griﬁ ingeiner e

setzungen habe ich an anderem Orte 8) ohne ddeuBe:v :ii e ornssstrung
i i 1 war der

niger einfachen Weise bewiesen. Sogar 59
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il‘ber die Stetigkeit des Differentials frei. Auch dort habe ich bowiesen, daf
ein Element sich immer mit einer konvexen Menge umgeben lift in der’ ;’
beschrinkt ist, falls fir dieses Element das Differential . #'(P; ,X) in ]’)”( )
auf P stetig ist. Daraus folgt, daB aus der Existenz und Stétiék’eit des De'z;g
rentials kann man das Bestehen der Lipschitzschen Bedingung im Lleinen schlietlie:»

IV. Abstrakte Differentialglelchungen.

13. Existenzsa}tz. Der Begriﬁ des Integrals einer abstrakten Funktion
gestattet es den Existenzbeweis einer Lisung der Differentialgleichung
a.r
'22;; = (P 9 ‘ll)
Eli herstell.en. Hier bedeutet u eine reelle Verinderliche, P ein unbekanntes
ement eines Banachschen Raumes, endlich F' eine Operation, die dem Ele-
mente P und d(?r Zshl u ein Element desselben Raumes zuordnet, 2 soll als
abstrakte Funktion von # bestimmt werden. ’

Satz 17. 1) Ordnet die Operati j
peration F(P,u) jedem P einer Um
Sat . . gebung von
Py in einem Banachschen Roume und jeder reedlen Zahl w in einer Umgebun
von uy ein Element desselben Raumes zu, e
2) ist F(P,u) fii i hunge ig 4
P und o (Pyu) fiir gewisse Umgebungen von Py und w, stetig in bezug auf
. 1.33) b‘e;é'tzt F(}?, w) in gewissen Umgebungen von Py und wy cin Diferential
( 43 ), das‘ in bezug auf P und w stetig bleibt, so gibt es eine Umgebun
von uy, in der die Gleichung e

19 dP

(19) an = (P, )
genaw eine Losung P =B (u) hat, fiir die

(20) D (ug) = P,.

Diese Lisung besitzt cine stelige corste Ableitung.

Beweis. Aus der Voraussetzung 3) folgt nach der am Ende des § 12

gemachten Bemerkung, daff es fu ibt, i
A, Bedi,,gu,fq es ftr P, und u, Umgebungen gibt, in den - die

(21) [ #(Pu) — F (P, u)| < m - || P'— P

gilt. Das Vorhandensein der Verinderli
iche i ie i i
Bemerkung enthaltene Behauptung nicht 1’).n  beeinfudt g in der cbige

%) Vgl die unter®) zitierte Axbeit, 8. 166.
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Sei w das Maximum von [[F(P,u)|, wenn P und u gleichzeitig allen er-
whhnten Umgebungen von Pq und #, angehbren. Sei b eine Zahl derart, dad
sich die Kugel & (Pp,b), deren Mittelpunkt Po und Halbmesser b ist, in allen
erwiihnten Umgebungen von P, enthlt Eodlich sei o eine Zahl derart, daB

b
(22 o< -
(22) Sy
and dab sich das Intervall (u,—a, % -+ a) in allen erwihnten Umgebungen

von u, enthdlt,
Wir werden beweisen, dal die Bebauptung unseres Satzes gilt, wenn =

dem Intervall (s, —a, %y~ @) angehort.
Daza bilden wir eine Folge der abstrakten Funktionen @, (u), die folgen-

dermaBen entsteht:
1. Fur jedes u des Intervalls (s —a -+ a)

@, (u) = P,

9. Fui jedes u desselben Intervalls
@3) 0pis () = Po+ [ FIDL050)

Diese Konstruktion ist fir jedes moglich. In der Tat ist @y () in der
Kugel J(Py,b) enthalten und konstant, also stetig. Ist @, (x) fiir ein beliebiges
n in dieser Kugel enthalten und stetig, 80 beweist wan leicht, dal dasselbe
die Punktion @,y (w) betrifft. Dazu ist zu bemerken, daB F[®,(w),u] als Funk-
tion von « nach der Voraussetzung 2. stetig s, also auch ein stetiges Inte-
gral (28) besitat, und dab nach (23) wegen (6)

(24) den+1(")"’PoH<ﬂ'1“"*“01<!“‘“<b7

also @, (w) in der Kugel 9¢(Py,h) liegt.
Wir behaupten, daf fur jeden 2
P

Tn der Tat ist exstens fur =1 nach (24), wo man n==0 setzt,

”jSfu)'—‘djo(u)l\<u-|u——u0[.
on man es fur n--1,

|

Und dann, ist (2) fir ein beliebiges erfullt, so ka
wie folgt, beweisen. Nach (23) berechnet man

B () — G| = | [ 11000 = F(Bucs (1

61


GUEST


icm

16
M. Kerner Gewdhnliche Differentialgleichungen der allgemeinen Analysis 17
Dann, nach (4), wo -
’ (4), wo man f(u)=1 legt, also besitzt @ (u) eine stetige Ableitung und erfullt die Gleichung (19). Setzt
o _ x man ==, in (27), 8o sieht man, daff @ (u) auch die Gleichung (20) erfillt.
[P () — B, () | << ) f | 7D, (u),4] — F[D,_, (@), u]]| du!' Damit ist die geforderte Lisung der Gleichung (19) gebildet.

Jeotzt wollen wir die Eindeutigkeit der Losung beweisen. Gebe es im Gre-
gensatz aner der Losung $(u) noch eine andere ® (u), fur die

Aus (21) folgt, daB ®
/.MZ . H (ﬁ,‘ (’M) — ﬁ,‘_l (u)” du

und aus (25), das fir » als glltig vorausgesetzt wurde,

) (28) @ () = B (wy).
Nach (19) ist

W = D) _ p(F ) — 10,

| Poa () — B, ()| << )/‘L’L";L‘il”“”u " g du
n ’
. ' und nach dem Satze 8 der Gleichung (28) wegen

oder
”@" F1 %) — @,‘ [J/WL" . 'u—?/«o l“‘H 3 d A
w) =Wl < —rer, (29) B — ) = [(FIB 0] — FIB @, a1} du,
was mit (25) Ubereinstimmt, wenn man "
: : s n n ei ‘
Die Reihe 1 anstatt a cinsetat, - wenn nur » dem Intervall (1, —a,u,—}-a) angehort. Sei c eine Zahl derart, dal
. Do (), By () — By (), ... By () — B, () . < L
; et
ﬁig:izoni?g ::: 1’;«; e uhg % -+ a konvergent 13). Da dies eine gleichmy, "
8o ist : . . =
Dany ist ’ ihre Summe stetig. Wir bezeichnen sie mit @ (u). dab sich das Intervall (s, — ¢, u +¢) in dem Intervalle (u,—a, # -} a) ent-
D) = lim @ () hilt, und daB die Funktion D (), die fur u = gleich @ (y,) ist, noch fiir
nooo "N wy —c<qu<Su +c in der Kugel &(Po,0) liegt. Dann folgt aus (29), wie

Darans folgt unter Berticksichtigung der Voraussetzung 2. da in (26), fur jedes u des Intervalls (uy —¢ ty +¢)
il

lim F(4, (0, u] = 7(g _ -
s mnch, dorm B s neboo ] (D (), u), 1B (4) — gl)(u)”<lfm.“d§(u)_ @ (u)|| du

em Satze 4, daB i

st A4 das Magimam von || @(u)~— @(w)|| in dem Intervalle (u —e¢, % -+ ¢),

}Lﬂ; P B, (), u] duy = f TP (), 4] du. so folgt
i Blu) — B)| <mA-|u—u,
Gebt man in der Glei o I
Gleichung (23) beiderseits zur Grenze ttber, so folgt A< mi-e,
® D) = P, 4 j PO (w),)d was nach der Definition von ¢ nur fir 2==0 bestehen kann. Also stimmen
Nach dem -Sat . A oy die Fuoktionen ®(x) und P(x) im ganzen Intervall (u, —o, u, -+ ¢) Uberein.
et ‘Wir haben bewiesen, da die Funktionen @(u) und B(u), falls sie fur
LAO) = F[®( ein u, im Innern des Intervalls (u,—a, w0y -+ a) gleich sind, stimmen in einem
au ] gowissen Intervalle (u; —¢ % + ¢) #berein. Da sie far u = u, gleich sind, o
folgt daraus, dafi sie im ganzen Intervall (u, — a, 4o+ a) Ubereinstimmen

%) Vgl. Banach 1 of
6 ) loe. cit. 8. 138—139 (théoxdme 8) miissen, woraus die Eindeutigkeit der Losung folgt.
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14. Abhingigkeit vom Anfangswert. Betrachtet man u, als koostant
und P, als veréinderlich, so wird die abstrakte Funktion @ (x) eine Operation
der beiden Vertinderlichen P, und u, die wir mit @(P,, ) bezeichuen.

Zusatz. Unter den Vorausseteungen des Satzes 17 ist die Operation (P, u)
stetig in bezug auf beide Verinderlichen zusammen.

Beweis. Sei ¢ eine willktirliche positive Zahl, die kleiner als b ist. Mit
P, bezeichnen wir einen beliebigen Punkt der Kugel (P, ). Dann ist die

Kugel 9(Po,b—&) in o%(Py, ) enthalten. Ist anstatt der Ungleichung (22)
die folgende

b—e

o <

erfullt, so gilt die Behauptung des Satzes 17 in dem Intervalle (ug—ay, 1ty +a,)
nicht nur fur den Anfangswert P,, sondern auch filr jedes P, der Kugel
I (Py, &). Wir bezeichnen mit @, (P, u) die durch eine der Formel (23) ana-
loge Rekurenzformel definierte Folge, die anstatt der Folge @, (u) eintritt und
zur Grenze $(P,, u) hat. Alle Uberlegungon des § 18 bleiben fir B(P,u)

gultig, falls P, der Kugel J(Py, £) und u dem neuen Intervalle (U~ @y, 1)
angehort.

Aus der modifizierten Formel (23) folgt

an-i—l (13;)7 'M) B -(pn+l (P(): ’M) = ﬁo e P() +f{F[Q}n ('2501“)7“] ”F[(DJX(PO:“): u]}du.
Daraus, nach (21), K

(B0) [| Br4s(Poy ) — B (P, ) || < || B, = Py|[ 4

f 18, (Boyt) — B (o) du

Wir behaupten, duf tir jedes n

(31) H@”(FO, ”‘) - (15”(])0’ 7"’)“ < HF“ — o” . (1 -+ 2 M%Fl‘df)

et
In der Tat gilt diese Formel fr s == 0, weil

(770(1’,,10:*-2’0, wo(ﬁmu):ﬁ—o-

Gilt sie fur ein belishiges n, so schlieBt man mittels (30) ibre Gultigkeit fur
w4 1.
Aus (31) folgt
PPy ) — DRy w)][ < [| By — Py - om0,
woraus die Stetigkeit in bezug auf P, folgt. Da mit ¢—>0 das Intervall
64
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(w0 — @y, %+ 0,) gegen (u, — a, u, -+ a) streben kann, so gilt diese Stetigkeit
im Innern des Intervalls (w,— a, 4, a). Da sie gleichgradig in bezug auf u
fir u,—a <u <+ a ist, und da @(P,,u) in bezug auf u stetig ist, so ist
D(P,y, u) stetig in bezug auf beide Verinderlichen zusammen.

15. Systeme der Differentialgleichungen. Ein System von zwei oder
mehreren Differentialgleichungen von der Gestalt

apP

= F(P, Q,u),
49 _
= 6@ 0,

wo P und @ auch verschiedenen Banachschen Réumen angehtren konnen,
bietet kein neues Problem dar. In der Tat geniigt es einen neuen Raum mit
den Elementen (P, Q) zu betrachten 4. Dann kann das System als eine Glei-
chung

apP Q)
288 — B v

geschrieben werden. .

Damnit die Voraussetzungen des Satzes 17 erfiillt werden, sollen #' und @
stetig in bezug auf alle drei Varinderlichen sein und totale Differentiale *5)
in bezug auf P und @ zusammen besitzen, die auch stetig sind.

Auch die Differentialgleichungen htherer Ordnungen lassen sich in der
Form eines Systems behandeln.

16. Differentialgleichungen mit Parameter. Wir betrachten jetzt eine
Gleichung von der Form
ap
’E;; =F (P L] Q7 'u))
wo sich um eine Lisung P == @(Q, «) handelt, die fir % ==u, mit einer vor-
gegebenen Operation ¥'(Q) zusammenfillt. Dabei gehort P einem, dem P-Raume,
und @ einem anderen, dem @-Raume, Banachschen Ranme an.

Satz 18. 1) Ordnet die Operation F(P, Q,u) jedem P einer Umgebung von
P, im P-Raume, jedem Q einer Umgebung von @, im Q-Raume und jeder recl-
len Zahl w in ciner Umgebung von u, ein Element des P-Raumes 2u,

2) ist F(P, Q, u) fir gewisse Umgebungen von Py, @y und u, stetig in be-
2ug auf P, Q und u,

4 Vgl Fréchet, loc. cit. S. 317, oder Kerner, loc. cit. unter?), S. 163.
1) Vgl Fréchet, loc, cit. S. 318—319,
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' 3) b.esitzt F(P, @, u)v in gewissen Umgebungen von Py, Qo und w, cin totales
Differentiol in beoug auf P und Q zusammen, das in besug auf P, Q und u
stetig ist,

4) ordnet die Operation ®(Q) jedem @ ciner Umgebung von Qy im Q-Raume
ein Element des P-Rawmes zu,

B) ist W(Q) in einer Umgebung von @, stetig,

6) ist T(Q) =P,

so gibt es Umgebungen von Q, und wu,, in den die Gleichung

(32) %g = F(P, Q,u)

genaw eing Losung P = @ (Q,u) hat, fiir die
(33) D(Q,u) = W(Q)

Diese Lé‘s'ung ist in beaug auf Q und u stetiy und besitet die crste Ableitung
nach u, die auch in besug auf Q und w sietig ist.

Beweis Betrachten wir das folgende System

apr
(34) ' 'E; = F(P7 Qo “)7
(85) a9 _

du —

Fir dieses gelten alle Voraussetzungen des Satzes 17, der im § 156 auf Systeme
verallgemeinert wurde. Also gibt es zwei Funktionen P () und @ (u), die das
Sys.tem erfillen, und die fir « ==, beliebige Werte P und @, die gentigend
kleinen Umgebungen von P, und @, angehtren, annehmen. Wir drticken die
Abhé‘mgigkiit dieser Funktionen von P und @ aus, indem wir sie mit P (P, @, )
und @ (P, Q,u) bezeichnen. Es ist zu bemerken, dal wegen (35) fur je’de; "

(36) QPR w =17
dab fiir u =y,
7 P(P,Q,w) = P,

u}dwdal} nach dem Zusatze des § 14 die Operation P(P, Q,u) in besug auf
P, @ und u zusammen stetig ist.
Fuhren wir die Operation

D(Qu) = PT(Q), ¢, 4]

ein.. Grehort Q. einer geniigend kleinen Umgebung von @,, so ist dies eine
stetige Operation von ¢ und %. Ist @ koustant, so erfillen @ (Q,u) und @ das
66
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System (34), (35). Also ist @(Q,u) eine Losung der Gleichung (32). Sie besitzt
eine Ableitung nach w, die gleich F[®(Q, ), @, u], also stetig in bezug auf @
und  ist, Nach (37) ist fiir u =1

B(Q, u) = P[T(Q), & ] = T(Q)

die Funktion @(Q,w) erfullt also auch die Bedingung (33).

Dab B(Q,) die einzige Losung des gestellten Problem ist, iiberzeugt man
gich, indem man bemerkt, daf jede Lusung O(Q,u) der Gleichung (32) mit
Q = const. eine Losung des Systems (34), (30) liefern mub.

Streszezenie.

Weréd operacyj funkeyjoyeh, ktére przyporzadkownjs elementom prze-
strzeni Banachowskiej elementy invej lub tej samej przestrzeni, wyrézniaja
sig operacje, nazwane przez nas funkejami abstrakeyjnemi, a przyporzadkowu-
jace liczbom rzeczywistym elementy dowolnej przestrzeni Banachowskiej. Dla
tych funkeyj abstrakeyjoych znanem jest pojecie catki Riemanna. Otbz
pierwszem zadaniem pracy jest rozwinigeie tego pojecia i uzasadnienie pew-
nych wlasnodei calki.

Oatka fankeyj abstrakeyjoych oddaje réwniez pewne ustugi w przypadku
ogéluym. Dzigki niej mozemy bowiem zbudowaé w dwoéch postaciach wzér
Taylora dla dowolnych operacyj.

Gléwnym wreszeie przedmioter pracy 83 dowody istnienis dla zwyczaj-
nych réwnah rézsiczkowych Analizy ogélnej, t. zn. réwnaf, W ktéryeh po-
chodna funkeji abstrakeyjnej wyraza sig przy pomoCy operacji przez sams
funkeje i ewentualnie zmienng niezalezng i obey parametr. Dowéd w zasadzie
jest réwnowazny najprostszemu dowodowi istnienia dla zwyklego rownania réz-
niezkowego, nafomisst samo réwnanie obejmuje jako przypadki szezegolne
uklady skohczone i nieskohczone réwnaf rozmiczkowyech, réwnania réznmicz-
kowe o pochodnyeh czgstkowyeh i réwnania rézniezkowo-calkowe.
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