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ZASADA NAJWIEKSZEGO WSPOLNEGO DZIELNIKA
W ZASTOSOWANIU DO TEORYI PODZIELNOSCI LICZB
ALGEBRAICZNYCH.

NAPISAE

J. SOCHOCKL

L Wstep

1. Dla usuniecia wszelkich watpliwosci uwazamy za stosowne wy-
szczegdlnié przedewszystkiem te pojecia i okreflenia, na ktérych opieraé sig
bedy dalsze nasze badania. ‘

Rzeczy latwe pozostawiamy czytelnikowi samemu do sprawdzenia; 2y-
czgcemu blizéj oznajmié sig z materyatem, wskazujemy znane dzieto: ,Vor-
lesungen i{iber Zahlentheorie“ Lejeune-Dirichleta.

Wezelka ilogé, bads rzeczywista, bads urojona, czyniaca zadoS6 ré-
wnanin

2 _.]_al wﬂ“l-_{_az%””‘z—}‘...—]’*“nzov

glzie ay, 4y, .. ., a4y 53 liczby catkowite zwyczajne, nazywa sig liezbg cal-
kowity algebraicznag, albo poprostu liczby calkowitg. Liczby
catkowite zwyczajne uwazaja sig za szczegolny przypadek liczb catkowitych
algebraicznych.

Gléwne whasnodei liczb calkowitych algebraicznych sg nastepujace:


GUEST


98 J. SOCHOCKI.

1. Suma lub réznica dwoch liczb catkowitych jest rowniez liczbg cal-
kowita. ) ) T , )

2. Tloczyn dwéch liczb catkowitych jest réwniez liczby calkowity.

3. Wszelka ilo$é, czyniaca zado§é rownanin

2o a4 =0,

gdzie a;, a5, ..., ax 83 liczbami catkowitemi, jest réwniez liczbg catkowit.
Jezeli stosunek dwdch liczb catkowitych

a

B

jest liczba catkowits, to méwimy, Ze liczba £ jest dzielnikiem liczby @, albo
7e liczba o dzieli sig przez liczbe §.

‘Wszelka liczba calkowita dzielgca liczbe 1 nazywa sie jednogcia
algebraiczna, albo poprostu jedno§cia. Tak naprzykiad, ilosei

14+V5

2 ’ 2

— 14V

V-1,

53 jednodciami.

2. Dla odkrycia praw podzielnodci liczb algebraicznyeh niezbednem
jest ograniczy¢ sie na takich tylko liczbach, ktére daja sig wyrazié przez je-
dne z nich pod postacig funkeyj calkowitych ze wspétezynnikami wymiernemi.
Taki ukiad liczb otrzymuje sig za pomoca jednéj jakiéjkolwiek liczby danéj a,
stuzgcéj za punkt wyjscia, i okreslonéj rownaniem nieprzywiedinem

et ot a0t == 0, 1

Wzér
f=art ot aa .. a0, @)

przy wszelkich wartodciach wymiernych wspolezynnikow iy Ty g e vny Ly
przedstawia nieskoriczone mnéstwo liczb algebraicznych, stanowigeych to, co
bedziemy nazywali obszarem liczb.

Pomiedzy liczbami danego obszaru znajdowad sig Dbedzie nieskoficzone
mndstwo liczb catkowitych, i temi to wlagnie liczbami wylgeznie tu zajmowaé
sig bedziemy; wszystkie inne liczby usuwamy z pod uwagi.

Kazda z liczb, nalezacych do danego obszaru, czyni zado$é wlasciwemn
sobie réwnanin n-go stopnia; ostatni wyraz w tem rownaniu wzigty ze zna-
kiem (—1)” nazywa si¢ norm g liczby: jestto iloczyn n wartodei, jakie
przyjmuje liczba (2) dla réznych wartosci pierwiastka o, Aby liczba calko-

icm®
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j gebraiczng, jest dostatecznem 1 niezbednem, aby jéj nor-
ma byla réwng +1, co Wwyraza sie réwnaniem

N =-+1.

3. Rdwnanie (1) ma 1 pierwiastkow
a,d, a" ..., o1,
a wszelka liczba 8 praybiera odpowiedunie wartosei
ﬁ: ﬁ,l ﬁ”v AR ﬂm.—”:

z pomigdzy ktorych, zadna inna, oprécz f, moze nie naleze¢ do danego ob-

szarl
Funkeya symetryczna

Lo, a g1 2
1, d, a7 o1
1 aln—1

przedstawia iloczyn kwadratéw roznic plerwiastkéw o, o', ..., i nazywa sie
wyroznikiem (dyskrymin&ntem) rownania (1) albo, inaczéj, wyroznikiem gru-
py n liezb

l,a,a% ..., a1,
wartosé tego wyrdznika jest liczby calkowita, zwyczajng, r6zng od zera, gdysz
réwnanie (1), jako nieprzywiedine, nie posiada pierwiastkéw réwnych.

W ogile wyréznikiem grupy = licab catkowitych
By ooy A nazywa sig funkeya symetryczna

ﬁ(n—l), y(7l-])- .. A=)

wartosé ktoréj jest liczba catkowity zwyczajna.

-1

Praco mutem.-fisyczne T, IV.
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Wréémy teraz do wzorn (2), . j.
B= f 2ot zgad . @@

aby pokazad, jaka drogg otrzymacé mozna z niego wszelkie liczby calkowite,
nalezgce do danego vbszaru. Przy wszelkich calkowitych wartodciach zmien-
nych wymiernych , otrzymywaé bedziemy oczywiscie lezby catkowite g;
pozostaje wiec zajaé sig tylko wartoseiami namkowemi zmiennych wx, dla
ktorych liezba 8 bedzie réwniez calkowits. »

Tezynimy najprzéd uwage, e jezeli licaby zwyczajne m i d nie maja
wspélnego dzielnika, a ilo$¢

"

= B
jest liczbg calkowits, to napewno i ilo§é
1
R

jest takze liczbg calkowita; 8, rozumie sie, jest tu liczba calkowits.
Przechodzge do naszego zadania, dajmy, ze liczba

2, F+adya+t .o ahat ®)
d

=

jest calkowity, d >1, a «';, 2y, . . . nie maja Zadnego wspélnego dzielni-
ka. Gdyby 4,2, . . . mialy jako wspdlny dzielnik licabe pierwsza, ktéra
dzieli liczbg d, to powyisze wyrazenie mozna byloby skrécié, a jezeliby tez sa-
me liczby mialy jako wspdluy dzielnik liczbg pierwsza, nie dzielgeg liczby d,
to mozna bytoby go odrzucié na mocy wyzéj zrobionéj nwagi.

Zmajdzmy n~1 szeregéw liczh calkowitych zwyezajnych po n liczb
w kazdym, a czyniacych zados$é réwnanin

’

T o
2y, Ea e, 2

Yoo Yas ooy tin

o0, oczywiscie, na mocy zrobionego zastrzezenia, jest mozebnem, i uezydmy

icm

PODZIELNOSC LICZB ALGEBRAICZNYCH. 99

bs=wt et .. Y

=2+ 2 a4+ ...4 2 a7,
Do tych réwnai dotgezamy jedno z powyzszych, mianowicie
dp =a) + a2y a+ .. Fahat,

i wnosimy stad, ze

Ay, Ba on Bu | |y .. Tl ll,a a2

dﬁ’l ? ﬁla A ﬂ/” YiryYas- o Un l 1: o ot
......... e N . T I

age—n, ... Ziy Zq, Zn Lya v ...,

czyli, — oznaczywszy wyréznik grupy By, ..., f» przez D, —

d* D =A.

Jestto rownanie bardzo wazne, bo daje sposéb odsznkania ze wzoru (2)
wszystkich liezb calkowitych, jakie tylko mozna otrzymaé przy warto$ciach
utamkowych na zmienne x.

Rzeczywiscie, z ostatniego rownania okazuje sie, ze d? musi by¢ dziel-
nikiem liezby A; jezeli wige A nie posiada zadnego dzielnika kwadratowego,
to wtedy tylko calkowite wartosci zmiennych = we wzorze (2) dajg § cal-
kowite. '

W przeciwnym razie niech d* przedstawia jeden z dzielnikéw kwadra-
towych liczby A; nadajmy zmiennym «' we wzorze (3) rézne wartosci calko-
wite od zera do d—1 whacznie i szukajmy, czy nie znajda sig liczby catko-
wite miedzy otrzymanemi kombinacyami. To, co czynimy z liczba d, po-
witérzy¢ musimy ze wszystkiemi innemi dzielnikami kwadratowemi, 1 tym spo-
sobem po pewnéj skorficzonéjliczbie dziatan odszukamy
wszystkie liczby catkowite z wartodciamiutamkowe-
mizmiennych .

Dajmy, ze taks droga udalo sig nam znales¢ pewna liczbe calkowity £, ;
dotgczmy do niéj jeszcze n—1 liczb By, .. ., fa, to otrzymamy grupe

ﬁl’ﬂ?""’ﬁ"f’
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ktoréj wyrdznik réwna sig
A
D= =
@’
jego wartosé liczebna jest wiee mniejsza od wartosei pierwotnego wyré-
snika A.  Wazor

2 oy Pyt B €

daje tez same liczby co i (2), tylko przy inmych wartoSciach zmiennych =,
i kazda liczba wyraza sie za pomocg (4) jednym tylko sposobem, podobniez
jak jednym sposobem wyrazala sie przez (2). W przeciwnym bowiem razie
miedzy liczbami By, ..., f. zachodzilby zwigzek postaci

Wb +bLpet- -+ Lp=0,

gdzie przynajmniéj jeden ze wspéltezynnikéw I, ..., I, nie réwnalby sie ze-
ru, i mieliby$my

D=0.

Ze wzorem (4) mozemy powtérzyé powyzsze dzialania. Przypudémy, ze
znalezli§my liczbe catkowita y,, wyrazajaca sie przez (4) z warto$ciamiunlam-
kowemi zmienuych @; znajdziemy wtedy nows grupe liczh catkowitych

Piy Y2s o o v 5 Va

z wyréznikiem D' << D i nie rownym zeru; nierdwnogé pojmujemy w znacze-
nin arytmetycznem.
Postgpujac tym sposobem daléj, dojdziemy nakoniec do takiéj grupy

Wyy Wy o v o Wy,
ze wzor

T e R A 5)

nie bgdzie wstanie daé liczby catkowitéj pray utamkowych wartodciach zmien-
nych . Tu kotezy sig szereg naszych dziatai, i wzor (5) bedzie wzorem
ogélnym dla wszystkich liezb calkowitych damego obszaru przy wszelkich
wartoSciach calkowitych zwyezajnych zmiennych «. Grupg liczh w,, ., . ..
-+, Mmozemy nazwaé zasadniczg. Glowna jéj wlasnosé polega na tem, ze
wyrézoik jéj posiada wartos¢ liczebng najmniejszg; przytem rozumie sie samo
przez sig, Ze nie mamy na wzgledzie przypadku, kiedy wyréznik réwna  sie
ZEITL
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4. Jezeli réznica dwéch liczb calkowitych f — p' dzieli sie przez
trzeciy jakgkolwiek liczbe y, to méwimy, ze te liczby sa kongruentne weding
modulu y i piszemy

= £ . (mod. y):

Dwie liczby kongruentne z trzeciy sa kongruentne miedzy soba; ta
whasno§é pozwala nam wszystkie ficzby kongruentne miedzy soba uwazaé
jako stanowiace jedny klase, przedstawicielka ktoré] bedzie jakakolwiek
z liczb do téj klasy nalezacych.

Zachodzl teraz pytanie, ezy liezba rdznych klas w danym obszarze jest
réwniez skonczong jak 1 dla liczb zwyczajuych?

Tak jest w rzeczy saméj, o czem przekonaé sie mozna w nastepujacy
sposib:

Niech

Wy, Wy, « o vy Wy

przedstawia grupg o wyréznikn najmniejszym, i niech iloczyny y wy, y wy
.,y w. Wyrazajg sig tak:

y oy = fly Lul+&20)2+ .. .+(lzzﬂ)zn

yowy; = b w4+ b o+ ...+ b,

Y= ¢ @ 0y . W

Wyznacznik
Uy gy« v o o |
!
|
. Z'la Z‘:’: N b"
| €1 Cay Ca !

nie réwna sig zeru, gdyz migdzy ilofciami @, w;, ... nie zachodzi Zaden
zwigzek liniowy.
7 powyzszych réwnail wnosimy bezpo$rednio, ze

S, =0wy=...=0w=0 (mod.y),

a stad znow wypada, ze wszelka liczha calkowita
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Q=z 0+ 0+ -+« Tn s

jest kongruentng wedlug modutu y z pewng liezby

wzflwx'[_fzwz"*— A ~+§uwa,

ktoréj wspélezynniki & , &, .. zawieraé si¢ bgda w granicach migdzy ze-
rem i wartodcig liczebng 6. Liczba zatem liczb niekongruentnyeh migdzy
sobg wedlug mod. y jest skoliczong; wyznaczymy ja w dalszym ciggu té]
pracy.

5. Jezeli dla danych liczb y i § mozna wyznaczyé takie nowe dwie licz-
by y, 1By, ktore beda czynily zadodé warnnkowi

BB Foyrn=1,

wtedy y i § nazywajy sig pierwszemi wzgledem siebie; w przeci-
wnym razie méwié bedziemy, ze y i f nie s plerwszemi wzgledem siebie.

Méwimy, ze liczby y i B maja wspolny dzielnik, jesli istnieje taka liczba
d, od jednoSci rézma, kiéra dzieli jednoczesnie y i8; W przeciwnym razie
y i B nie maja wspéluego dzielnika.

W teoryi liczb zwyczajnych liczby nie posiadajgce wspélnego dzielnika
sy pierwszemi wzgledem siebie 1 naodwrdt; w teoryi liczb algebraicznych nie
zawsze tak bywa: z wymienionych dwoch wlasnodci moze mieé miejsce tyl-
ko pierwsza.

Wiszelka liczba », nie majgca zadnych innych dzielnikow, oprécz saméj
siebie i jednodei, nazywa sie nierozkladalng; w przeciwnym razie
liczba jest rozkladalng. Rozumie sie samo przez sie, ze dzielnikéw réznig-
cych sie miedzy sobg czynnikiem réwnym jednosci, nie nalezy uwazaé za
rozne.

Wizelka liczba y, posiadajgea te szczegdlng wilasnodé ze kazda inna
liczba B albo dzieli sie przez y, albo jest pierwsza wzgledem y, nazywa sig
liczba pier wszg; liczba nie posiadajaca téj wilasnoseci nazywa sig nie-
pierwszs.

W teoryi liczb zwyczajnych, liczby nierozkladalne sg jednoczesnie licz-
bami pierwszemi i naodwrdt; w teoryi liczb algebraicznych moze sie zdarzyd,
e liczba nierozkladalna bynajmniej nie jest pierwsza. :

6. Kazdéj liczbie calkowitéj p odpowiada inna liczba calkowita fi,
nalezaca do tegoz samego obszaru co i # i okreslajaca sig ze wzoru

BB = N ()

ta liczba B, nazywa sig sprzezong zliczbyg f. W saméj rzeczy, jezeli
B jest plerwiastkiem réwnania

icm
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B by b b by o =05

to

by

pi= g =F T LA e

Jezeli normy dwoch liczh iy sa plerwszemi wzgledem siebie, to ta-
kiemi s i same liczby # iy, gdyz zachodzi réwnanie

ﬂﬁlw_}"yyly:l:

przy pewnych liczbach calkowitych zwyczajnych na zmienne ziy.

Porownywajac jakakolwiek liczbe g z liczba zwyczajna k, tatwo jest
przekonaé sis, ze wtedy, 1 tylko wtedy, liczby 8 ik bedg pierwszemi wzgle-
dem siebie, gdy N (8) i k beds takiemi.

Zwréciwszy nareszcie uwage na to, ze okreslenie liezb algebraicznych
pierwszych wzgledem siebie jest takie. jak i liczb zwyezajnych wzglednie
plerwszych wnosimy stad, Ze i charakterystyczne whasnogel liczb wzglednie
pierwszych pozostajg tezsame W obydwoch przypadkach, mianowicie :

1. - Jezeli kazda z liczb 8, By, By, - - - jest pierwsza wzgledem kaidéj:
zliczb y, p1, yay - - -, to iiloczyny BB By - iyy ys... S3 pierwszemi
wzgledem siebie, )

9. Jezeli & dzieli sig przez f iprzez y, ijefeli 1y 53 wzglednie
pierwszemi, to & dzieli sie przez fy.

3. Jezeli iloczyn yp dzieli sig przez 6, 81y za§ sa wzglednie pierw-
szemi, to g dzieli sig przez &.

Odnognie do liczh pierwszych nalezy mie¢ na uwadze, ze:

1. dwie liczby pierwsze, ktdrych stosunek rowna sig jakiejkolwiek je-
dnosei, nie uwazajg sig za rézne;

9. dwie liczby pierwsze rézne s3 pierwszemi wzgledem siebie; .

3. iloczyn pf wtedy tylko dzieli sie przez liczbe pierwsza @, kiedy
przynajmniéj jeden z czynnikéw 7, B dzieli sig preez @; o

4, wszelka liczba pierwsza jest jednorodng, to znmaczy, Ze J&J norma
rowna sie pewnéj potedze liczby pierwszéj zwyezajnéj p; sama zas liczba
pierwsza jest dzielnikiem liczby p.

1. Réwnowaznosé liezb i podzial ich na Klasy wedlug modulu danego.

¥. Wazigwszy pod uwagg jakgkolwiek liczbe pierwsza Zwyczajng P,
nazwiemy ja modutem.
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Stopiel najwyzszéj potegi modutu p, dzielacéj norme liczby «, nazywaé
bedziemy 1z ¢dem liczby a; oznaczywszy go przez a, mieé bedziemy

N (a) = p= ],

gdzie % jest licaby calkowity zwyczajna, nie dzielyey sig praex liczbe p.
Rzgd floczynu dwoch liezb réwna sig sumie ich rzedéw. !

Liczby rzedu zero sy to liczby pierwsze wzgledem modutu 2; uwazaé
je bedziemy za réwnowazne izbierzemy je w jedne oddzielng klase
kidrg bedziemy oznaczali przez K,; wejda tu oczywiscie miedzy innemi
liczbami i wszystkie jednogei.

Wszystlie liezby, ktorych normy dzieli¢ sig beda przez modut », znajda
sig na zewnatrz klasy K, .

Z takiego pogladn wynika, ze w przypadky, gdy stosunek

\
/,a

B

jest liczby calkowits, jezeli y jest liczba pierwszg wezgledem modutu », to mo-
zna wtedy powiedzie¢, ze ,a dzielisigwedlugmodulupprzez/}“,
albo t62: ,f jest wedlug modulun p dzielnikiem liczby a~.
W saméj rzeczy zgodzimy sie wyrazaé takim sposobem wymieniona wlasnoié
liczby B wzgledem liczby a.

Yatwo sprawdzié nastepujace wnioski:

L Jezeliliczba a dzielisie przez g, a g dzieli sie
przez y wedlug modulu p, 0 a dzieli sieprzez y We-
diog modulu p.

2. Jezelikazdazliczba, o dzieli sig wedlug modu-
fu p przez g, toisuma a-+o dzieli sig takze wedlug
mod. p przez f.

3. Jezell a dzieli sie wedlug mod. p przez p, toiay
dzieli sig wedlug mod.p przez .

4 Jezeliodzielisig wedlug mod p przez frad, we-
dlug mod p, przez p, to ad dzieli sie wedlug mod p
przez gp.

5. Jezeliadzieli si¢ wedlug mod. p przez B, torzed
ajestréwny rzgdowiliczby g, albo g0 Przewyzsza.

6. Wszelka liczba dzieli sig wedlug mod. p przez kazda z liczb, nale-
zgeyeh do klasy K.

8. Lecz aby nasze okreslenie podzielnogei licaby wedlug mod. p mialo
nalezyty wartos¢, nalezy pokazaé, w jaki sposch przekonaé sig mosna, czy da~
na liczha « dzieli sig weding mod. p przez £ lub nie.

icm®
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Do tego stuzy nastepujgee ) ) )
Twierdzenie, Je$1li b oznacza vzedliczby g,ah jestlicz-
b a, wzieta z réwnania

N =p'h,

to dowolnie wzigta liczba « bedzie sig dzielita we-
dtug mod. p przez flubnie stosownie dotego,czy sto-
sunek

ha

B

bedzie liczbg calkowita lub nie. . o .
Pierwsza czesé twierdzenia jest oczywisty, gdyz % jest liczbg pierwszy
5 Doz je wi sadnié czesé drugg.
wzgledem p; pozostaje wigc nzasadnié eugs o
- Dajm)i, 7e istuieje pewna liczba y, plerwsza wzgledem p i taka, ze sto
sunek

jest liczbg calkowita. Pomudzmy obie strony téj rownosel przez yy, lczhe
Sprzesng z y,

wyznaczmy dwie liczby calkowite zwyczajne x iy, czynigee zado§¢ warun-
kowi
SG_N(;I)———Z/pb::l,

i wyragujmy z poprzedniego réwnania N (y), to otrzymamy

ypa ~r—L—::,‘(J(sy.
7T :

Zmnajdujemy stad
, y N ()
—;?Ba—::hmﬁyl -~———ﬁ-———— a
druga strona tego rownania jest oczywideie liczby calkowita, wiee
ha
: -7

jest liczba catkowita, co ostatecznie dowodzi prawdziwosel twierdzenia.
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Tak wige za pomocs pewnéj ograniczonsj li iatan
' j liczhy dzialan zawsze moz
sig przekonad, czy jakakolwiek dana lic ieli si ; ‘ aen
A, iczba o dzieli sig wedlug mod. p przez
i tZwrdcimy g’eszclzze uwagg na szczegllny przypadek: liczba a wte-
}d .yllso 'dzmh sig wedlug mod.p przez liczbe p, kied
a zieli sieg lbezwzglqdnie przez liczbe p. Toisar;lo zda,rzy
sie we wszystkich przypadkach, gdy 7=+ 1. ’
9. Dwieliczby «ip nazywaé bedziemy réwnowaznemi , Jjezeli

Jjednoczegnie, wedlug mod. p, « dzieli sie przez § i ieli si
czaé to bgdziemy w ten sposob: s PP dnell sg prees o oma-

f=a (mod. p).
st Ig[l‘:;zcaél%;);;y;rﬁéxg:z\viemy réwnaniem wedlug mod. p; posiada on
1. Obie strony réwnania
.a.=ﬁ (mod. p)
mozna pomnozyé przez jedngitez samsa liczbe:
ad=83 (mod p)

2. Jezeli obi 5
) e strony réwnania maj ;
i 4 . aja wspdéln -
nik d, to réownanie mozna skrocié przez s, Y y czyn

3. Jezeli
i a==4 (mod.p)
i f =y (mod.p),
a=y (mod.p):
4. Dwardwnania wedlug j
: dnegoitegoz
dulu p, moznapomnozyé pr gle' 'g' S wnanie v
cra) e, p zyéprzez siebie jak réwnania ZWYy-
a=f (mod. p)
o« = p (mod. p),
stad

ad =g f (mod p).

iocm®
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5. Liczby, réwnowaine wediug mod. p, nalezg do tego
samego rzedu.

6. Jezeli a dzieli sie wedlug mod.p przez fijezell
rzed tych dwdch liczb jest jeden iten sam, to

a=p (mod. p).

7. Jezelia dzieli sie wedlug mod. p przez f, to istnie-
jetrzecialiczba y taka, Ze iloczyn By bedzie liczba r6-
WwnowazZna z a:

a=fy (mod. p). ()

Odwrotnie, jezeli ma miejsce réwnanie (1), to liczba g
jest dzielnikiem liczby a, wedlug mod. p.
8, Wréwnaniun

af...=y0... (mod. p),

wolnona miejsce kazdéj z liczb a R AR podstawic
jakakolwiekréwnowaing jéj nowa liczbg o AL
Wszystkie liczby rownowazne wedlug mod. p z dang liczbs a 53 rownowazne
migdzy sobg, kazda z kazds, 1 tworza jedna klase, ktérg nazwiemy klasa
wedlug mod.p. Jedna ktérakolwiek z liczb, nalezgeych do takiéj klasy,
reprezentuje caly klase, bo za jéj pomocg mozna odszukaé wszystkie inne
liczby w té] klasie zawarte.

Klasa z przedstawicielky 1 jest t3 sama klasa K, o ktéré] byla mowa
na poczatku rozdzialu.

10. Wszystkie liczby nalezgce do jednéj i téj saméj klasy s jednako-
wego rzedu, ktéry przyjmiemy za rzed klasy. o

Jezeli Klasy rozne beda rzedu jednakowego, to bedziemy je nazywali r-
wnoleglemi.

Dia otvzymania wszystkich klas m-go rzedui wszystkich liezb za-
wartych w kazdéj 4 nich, bedziemy postepowali w sposob nastgpujacy:

Wezny pod uwage wzor ogolny wszystkich liczb calkowitych danego
obszaru

w1w1+m2w2+...+nz,L¢(>n,

i nadajmy kolejno kazdéj ze zmiennych Ty, Ly, - .- nastepujace wartodci:

0,1,2,3....,p"’+‘—1;
otrzymamy szereg liczb

Gy Qg5+ 0 v 2 23 (7‘7=P"(m+l))7 (])


GUEST


108 J. SOCHOCKI.

niekongruentnych wzgledem siebie wedlug mod. p™+1. Jezeli w (1) nie be-
dzie ani jednéj liczby m-go rzgdu, to nie bedzie istniata ani jedna klasa m-go
rzedu; gdyz w razie przeciwnym istniataby liczba o rzedu m go, dla ktorgj
mieliby$my réwnanie

0 — " Q = g,

skad bezposrednio wynikaloby, ze a, jest rzedn m-go, co sie sprzeciwia zalo-
zenin. Dajmy, ze w szeregu (1) znajduje si¢ jedna lub kilka liczb m-go rze-
du; niech one bedy )

yy Uyy o o ov sy O (2)

jezeliw tym szeregu znajdzie sig kilka liczbrownowaznych misdzy soba wedlug
mod. 2 wtedy. pozestawiwszy jedne z nich, pozostale, jako powtarzajace sie,
odrzucimy; tym sposobem otrzymamy nowy szereg liczb

ay By ooy, (3)
nieréwngwaiuych miedzy sobg i rzedu m-go; beda to wlasnie przedstawicielki
wszystkich klas m-go rzedn, jakie tylko istnieja.

] f‘&by tego dowiedé, dosé jest pokazaé, ze wszelka liczba rzedu m-go
Jest rownowazng z jedng z liczb (3).
W‘saméj rzeczy, liczba o jest kongruentng z jedng z liezb (2), dajmy
Z a; , wiee
W= o + p’“‘H .Q; (4)
lecz réwuanie

N (al) e 1]/“ Q’

wskazuje, ze " dzieli sig wedlug mod. p przez a,, gdy% G nie dzieli sig przez
bz (s.l) w'nosnny zatem, Zze liczba w dzieli sie wedlug mod. P Przez ag; a po-
niewaz wia sy tegoz samego rzedu, przeto sg rownowazne wediug mod. p.
Nareszeie liczba o, jest rownowazng z jedny z liczb (3).

o DIa’ of:}-zymania wszystkich liczb, nalezgeych do dand klasy, téj, naprzy-
klad, l.ntore‘] prz?dstawmelkep Jest liczba a, zwracamy sig do szeregu 2)
i wydzielamy z niego wszystkie liczby rownowazne z liczbg a; niech one begda

Uy Gyy o o ey A
Liczby szukane otrzymujg sie bezposrednio ze wzoru

w = q; ..I_ pm+1 Q.

gdzie 2 oznacza liczbe catkowits dowolng, a skaznik ¢ przyjmuje wartosci
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=128 ...,10

przytem nalezy zanwazy¢, ze kazda licaba otrzymuje si przy jednéj tylko
wartodei dla 4, i tylko raz jeden. Dowiedlismy wiee, Ze za pomocz Dewnéj
skoiczonéj liezby dzialai mozna wyznaczaé wszystkie istniejace klasy w po-
rzadku wzrastania ich rzedu.

Liczba klas réznych jest nieskoficzenie wielka.

11. Opierajae sie na wyzéj podanych okresleniach latwo przekonaé sie,
7o iloczyn dwéch liczb a i f, z ktérych plerwsza jest wzigta dowolnie z klasy
K, , druga dowolnie z klasy K,, daje iloczyn y, zawsze nalezgey do téj saméj
klasy K;, ktorg bedziemy nazywali iloczynem K; przez K,, ipisali

K =K K, n
albo, co na jedno wychodzi,
K, =& K.

Wiasno$é zatem charvakterystyczna iloczynu (1) polega na tem, Ze dla
liczb
a By,
nalezacych odpowiednio do klas
K, K, K.
mamy

y=af (mod p), (2)

i naodwrot.

Klase K, , oraz K,, nazywaé bedziemy dzielnikami klasy K,. Szukaé
dzielnikow danéj klasy znaczy to samo, co szukaé dzielnikéw, wedtug mod. p,
jakigjkolwiek liczby, wzigté] za przedstawicielke danéj klasy.

Kazda klasa, podobnie jak i kazda liczba posiadajg dwa dzielniki oczy-
wiste, ktérych nie bedziemy tu brali pod uwage, s3 to: Kklasa rzedu zero, K,
czyli jednogé, i sama klasa dana albo liczba, ktéra ja przedstawia. Inne
dzielniki muszg byé rzedu nizszego niz klasa dana, gdyz rzed iloczynu réwna
sie sumie rzedéw caynnikiw.

Zadanie znalezienia wszystkich dzielnikéw klasy danéj rozwigzuje sie
za pomocq pewnéj ograniezonéj liczby dziakail, droga préb Dbezposrednich: ].Jie-
rzemy pod uwage po kolei kazda z klas rzedn nizszego i prébujemy, czy jest
ona dzielnikiem danéj klasy, czy nie.

Dwie klasy réwnolegle nie mogy dzielié zadna zadnéj, bo jezeliby jedna
z nich dzielita druga, to bylyby réwnemi sobie.
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Przechodzac od klasy do liczby, przedstawicielki klasy, otrzymamy
twierdzenie :

Dla wszelkiéjliczby danéj, liczba dzielnikéw nierd-
wnowaznych migdzysoba wedlug mod p jest skofczong,
i wszystkie te dzielniki mozna znale$¢ za pomocy skoi-
czonéj liczby dzialan.

7 pomiedzy dzielnikéw liezby danéj wyrdzuia sie ten, ktdrego rzed jest
najmniejszy; taki dzielnik juz nie posiada dla siebie zadnego dzielnika wedlug
mod. p, jest on wiec liczbg nierozkladalng we dlug mod. p.

Przyszlismy zatem do wniosku, ze wszystkie liczby calkowite stanowig
dwa dzialy: do jednego naleza liczby rozkladalne, do drugiego — nierozkla-
dalue.

Wzelka liezba rozktadalna rozklada sig wedlug mod. p na iloczyn z kil-
ku ezynnikéw nierozkladalnych.

Ten sam podzia} odnosi sie i do klas: wszelka klasa rozkladalna jest ilo-
ezynem kilku klas nierozkladalnych.

IT. Twierdzenie zasadnicze.

12,  Mieliémy juz nieraz sposobnosé zauwazyé, ze czasem udaje sig wy-
znaczyé rzed liczby na zasadzie j6j formy zewnetrznéj; obecnie w tym wzgle-
dzie cheemy zrobié jeszeze krok naprzéd: pokazemy jak, w pewnych razach,
korzystajac z réwnania, ktéremu czyni zado§é liczba a, mozna odrazu znalesé
rzed liczby

ab — pzz h,

gdzie 11 oznacza liczbg nie dzielacy sig przez p. Aby otrzymad rezultat w for-
mie jak mozna najogélniejszéj, praypuscimy, ze a jest liczbg utamkows, ré-
wns stosunkowi dwoeh jakichkolwiek liczb calkowitych; w takim razie rzed «
moze byé liczba ujemns. .
Twierdzenie pomoenicze. Niech liczba a,nierdéwna zeru, czy-
nizado§dé réwnaniu

P a P g P @tV = gt =0, (1)

gdzie gg,..., 0 858 liczby calkowite zwyczajne, nie dzielag-
ce'sig przezpirdzne od zera; my, my,..., M, — liczby cal-

icm
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kowite zwyczajne dodatnie, ujemne lub réwne zeru;
niech bedzie liczba

0w =a —ph, @)

gdzie boznaczaliczbgcatkowit@zwyczajng,a—liczchal—
kowita zwyczajng dodatnig lub zero, h—liczbg catkowi-
ta zwyczajng jakakolwiek, nie dzielacg sig przez p.

Jezeli wszystkie liczby zawarte w szeregu

00, (n—3) @+ mb, (m—fa+mb,...... y My b (3)

sg rézne, to w takim razie rzgd liczby (2) rowna sig naj-
mniejszéj z liczb (3).

Aby tego dowiesé, wesmy pod uwage funkeyg

(@)= qproxt g pritm a4 gt

gdzie p uwazaé bedziemy za parametr doWOInY; Qgy e e s Quy My oo M

" oznaczaja téz same liczby, co W (1), wresacie jest dowolng liczbg calkowi-

ta, zwyczajna tak wielka, ze Zadna z liczb

5 M = 1My

my, M- My, My, ..

nie jest ujemng.
Weziny jeszoze rownanie

2 —peh=0, 4)

gdzie @ i b oznaczajg toz samo, 0 W (2), a p jest tym samym parametrem do-
wolnym, co w wyrazenin f (z).

Rugownik funkeyi £ (z) wzgledem (4) jest funkcys catkowita iloScip ze
wspotezynnikami, ktére sa liczbami catkowitemi zwyczajnemi; 0zNAcZyWSZY
go przez B, uczyimy

Re=Ap + 4P+,

gdzie » jest liczby dodatniy albo zerem, A — nieréwne zeru. )Nie. Wdamc.suq
w obliczanie wspotezynnikéw Ay, 4g, .+ -, poszukamy Wartoscl hlczb Air.
W tym celu oznaczmy przez &, Za, - - % pierwiastki rdwnania (4), a przez
By, @y, » . ., @ plerwiastki réwaania

2 —1=0.

Jest
R={f(n)[ (@) . .[ @),
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3 e KR
=@ bt pt L= @ WY pl
a wiec
” [3 N7 a
. '_. —  n— Fm, h—i ~— (=) —hom; o m,
flp=aght p v 77 & g v p T -+ ...
L. + (]" p"’n’*"'”v .

W skutek zalozenia, Ze wszystkie liczby w (3) sa rézne, przychodzimy
do wniosku, ze wszystkie wykladniki nad p w ostatniem réwnanin 83 réZpe,
i jezell najmniejszg z liczb (8) nazwiemy przez u, to najmniejszy wykladnik
nad p w tem réwnanin bedzie

-LZ— ~+ my.
Dajmy, Ze temu wykiadnikowi odpowiada skaznik 1; wiec w rozwinie-

ciu iloSei £ (z;) wedlug poteg rosngeych liczby p pierwszy wyraz jest

[l
ST QN Yl e
W podobnych rozwinieciach ilogei f (@), f (), ... plerwsze wyrazy
beda odpowiednio:
' 2—1

o
Nl 5 .t
@l v pt T

n—=l

r
it T Ee
@ qht opt T,

Stad wnosimy, ze pierwszy wyraz w rozwinieciu rugownika B podhig
poteg rosngeych gloski p bedzie
(— 1)m=np—) qf nrlpetmn,
Jestto wlasnie wyraz szukany 4 g,
B=gqgl lo—tpetmb L 4 pedmits +.,
gdzie dla skrécenia uezynilidmy

(— D=1 =

Nadajmy teraz parametrowi 7 wartosc liczby pierwszéj p,

\ my te wehodzgeéj
w (1) 1(2), 1 wezmy pod uwage norme liczby of — pe f; :

mamy
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qg ngub N (Oﬁb —_ pa h) — (_ l)nb _R ,
stad otrzymnjemy

el A p... )
% ’

N (o — p* by = (— 1) pr
co przekonywa nas, ze rzed liczby o (2) réwna sig u. - Co bylo do okazania.

13. Twierdzenie. Niech beda dwie liczby catkowite aip,
réine od zera, i przypudémy, ze g nie dzieli sie wedlug
mod. p przez o; w takimrazie mozna zawsze znalesé taka
liczbg catkowity w, zerzed réznicy L bedzie mniej-

#

a
szy od rzedu stosunkn —-.

B
Stosunek

a
= = 1
3 L
Jjest pierwiastkiem réwnania

Q& Qo P~ B o B g e =0, (@)

gdzie Qu, Qu-r, ... przedstawiajg liczby calkowite, zwyczajne, nie dzielgce

sig przez p inieréwne zeru; M, Mu—y,...m, sato takie liczby cal-

kowite zwyczajne, z ktérych kazda moze byé dodatnia, ujemng, Iub zerem.
Uczyniwszy

otrzymujemy z (2)
1711 + (21 q(l,»-l p’”l"’"ﬂ ,)]n——l _I,_ . _I_ (Z" qvg‘] 2)»_1;;" — 0 R (3)

a poniewaz liczba #, wedlug zatozenia, nie jest liczbg calkowita, przeto
w szeregn wykladnikéw
My = Mgy e ey Wy Mgy Mg — My, — 1Tl

znajduje sie przynajmniéj jeden ujemny; niech # oznacza odpowiedni mu
skaznik, wiec

My — m, > 0. @

Prace matem.fizyczne T. IV, 8
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Jezeliby istniato kilka wykladnikéw ujemnych, to r mialoby kilka ré-
znych wartoscl; z pomiedzy nich wybdr nasz padnie na te, dla ktoréj odpo-
wiednia wartosé stosunku

Wy — My
P

jest najwieksza.
Majac to na nwadze, zwréémy sie teraz do réwnania, ktéremu czyni za-
dosé taka liczba:

8

a "

t=p =0
Jest ono nastepujace:

g—n + o {lé_l pml— my o 74 C”'_l + . + Qn Qg—l p‘m‘)—}—nt‘ =0 s (5)
widaé stad, ze, jezeli uezynimy

1= e — M ,

[
to wszystkie wykladniki nad glosks p w (5) beds liczbami wymiernemi doda-
tniemi lub zerem, lecz Zaden z nich nie bedzie ujemnym, tak ze kazdy wspot-
czynnik w (5) bedzie liczba calkowita, a przeto i

My—my
=P @ %

(6)
bedzie liczba calkowity.

Lecz moze sig okazad, ze liczba (6) weale nie nalezy do naszego obsza-
11; aby tego uniknaé, weZmy zamiast £ liczbe w
a

o = [ == plmemy) e gre (~’-’?) , 8

ktéra oczywiscie przy wszelkiéj wartoSci catkowitéj i dodatniéj @ przedsta-
wia liczbe nalezaca do naszego obszaru.

Co sig tyczy liczby «, to zrobimy tu zastrzezenie, ze chociaz ta liczba jest
dowolna, powinna jednak by¢ tak wzieta, izby zadna z dwich liczb w szeregu

(g — my) @ . Oy — my)a

ra-1 (n—14) rat+1 + ®

(my — m, ) a My — M) G
Tra L] T Maeds s b —m)a -+ e
i

ra-1

1My

(n—23)

icm®
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nie byly réwne sobie; jestto warunek latwy do zadosé uczynienia, bo jakie-
kolwiek dwie liczby w (8) mogs by¢ sobie rowne tylko pray jednéj jedynéj

~ wartodei na a.

Liczba o (7), tym sposobem okreslona jest whasnie taks, o jakiéj jest
mowa w twierdzeniu; pozostaje nam tylko to sprawdzié.

Dla utatwienia wyktadu zgodzimy sie tu chwilowo 1zed jakiejkolwiek
liczby @ wedlug mod. p oznaczaé za pomocg znaku

Ny (a);
szukajge rzedu liczby (& — w) £%, znajdziemy

-NP [(é: _— (D) 5""] —_ Ny (f"“'H . p\_m“—m,.)rz qgu) .

Lecz rzed ostatniéj liczby znajdziemy na zasadzie wyzéj dowiedzionego
twierdzenia pomocniczego; jezeli oznaczymy najmniejsza z liezb (8) przez u, to

NP (E:~u+1 — p(m“—m,f) @ 76") = u (7‘[5 + 1) .
‘W szeregu (8) znajduje sig liczba

(Mg — m,) @

a1 T

ktéra nigdy nie jest koicows, I moze by¢ napisang tak:
ra
(mg — ) Tar1 -+ m, ;

warto$é jéj jest mniejsza od my,, gdyz

ra
e — 11 —r 13
me — m, >0, TS

tem bardziéj wige
=T Mg
1 z powyzszego réwnania wynika
-Z\T)Y (5[‘(!«{—1 — p(m“——m,.) @ IZS”) < g (?,. I + 1) ,
czyli
Ny [(E— w) &e]<<my (ra-1),
albo
N, (8 — @)+ N, (£ <y (e 1).
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Na zasadzie (2) mamy ;
N, (%) =my 7 a;
wige
N, (§ — w) < my,
albo
Ny (f—w)<N(§),

co byte do okazania,

Wniosek. Jezeli liczba g nie dzieli sig wedlug mod. p
przez liczbe o, to mozna znale§é takg liczbe w, iz rzed
réznicy a — fw bedzie mniejszy od rzedu liczby a.

OczywiScie wniosek ten jest wyrazeniem w innéj formie samego twier-
dzenia.

Mozna sig zgodzié nazywaé o ilorazem, a réznice a — fw reszty dziele-
nia wedtug mod. p liczby a przez liczbe f.

Fatwo zauwazyé, ze w przypadku, kiedy A dzieli sie wedlug mod. p
przez a, twierdzenie miejsca wieé nie moze, gdyz przy liczbie - catkowitéj do-
wolnéj o, rzed roznicy ¢ — fo nigdy nie bedzie mniejszy od rzedu
liczby .

IV. O najwiekszym wspélnym dzielniku wediug mod. p.

14. Zastosujmy dowiedzione wyzéj twierdzenie do dwdéch jakichbadz
liczb danych « i 8, w tem zalozeniu, ze, wedlug mod. p, ani o nie dzieli sie
przez §, ani g przez a; otrzymamy wtedy pewng liczbg catkowity g,

e=ae—fo,
rzedn nizszego od rzedu liczby «.

Przypusémy nastepnie, ze, weding mod. p, 8 pie dzieli sie przez gy, ani
03 Przez a; otrzymamy nows liczbe

=p— g,

rzgdu nizszego od rzedu liczby g.
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Przypusciwszy nastepnie ze, wedlug mod. p, o, nie dzieli sig przez g,

ani gz przez o,, olrzymamy
0y =0y — 03 ©'.

Postepujace tym sposobem daléj, dojdziemy do dwéeh liczb gm— i om,
z ktorych jedna bedzie sie dzielita przez druga, wedlug mod. p; wtedy nasze
dziatania sie skofczg i szereg liczb o zamykamy na liczbie g,. '

Do tego wszystkiego dodamy uwage, ze kazdy z liczb ¢ mozna zastgpié
jakakolwiek inng liczby jéj rownowazng wedlug mod. p, jezell taka zamiana
okaze sie dogodng. :

Szereg otrzymany

@, ﬁ’ O35 Q3,5 - - + s On—1; Om (1)

posiada nastepujace dwie whasnosei:

1. Wszelki dzielnik wedlug mod. p, wspélny dwom sgsiednim licz-
bom i1, 0/, bedzie dzielnikiem wedlig mod. p wszystkich pozostalych
liczb (1).

2. Kazda z liczb 95, 0s. - .-
wzoru postaci

,om Wyraza sie przez aip za pomoca

hi oo = Aia 4+ B: B,

gdzie A4;1 B oznaczaja pewne liczby calkowite, h; jest liczhg pierwsza
wzgledem p.
Obie te wlasnosci bezposrednio wynikaja z nkladu réwnan

ki oo = wi oipr + K 0ig2,s (f=2...,m—2) ()

gdzie k; i '; oznaczajg liczby pierwsze wzgledem p.

W saméj rzeczy, réwnanie (2) wskazuje, ze jezeli dwie sasiednie liczby
i1 1 @iy dziels sie wedlug mod. p przez liczbe 6, to ip; dzieli sig wediug
mod. p przez 8; wskutek tego i o,y dzieli sig przez 8, i tak daléj.

Co sig tyczy drugiéj wiasnodel, to ona sprawdza sig bezposrednio dla
1=1 1 4=2; mamy bowiem

a=0.a+4,

Fooe=1Fk, a— wyf;
pozostaje tylko dowiesé, ze jezeli zachodzg dwa réwnania
it @ima = Aicv a7 Bir §,
i oo =4 a+ B B,
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to niezbednie zachodzi¢ bedzie i rownanie
hitt @iy = Aoy @ + B f. (8)
Wezmy w tym celu réwnanie (2)
Bt @opy = iy @imy — wis 04y

pomnézimy obie jego strony przez l,— L i podstawmy po stronie prawéj za-
miast 1 gi—1, H g: odpowiednie wartosei z powyzszych réwnan; otrzyma-
my wtedy rdéwnanie postaci (3). Nazwijmy teraz przez d te z dwoch osta-
tnich liezb (1), ktdra dzieli pozostaty, weding mod. p; liczba ta jest wsp6lnym
dzielnikiem wedlug mod. p liczh @u—1 1 0w, posiada zatem nastepujgce wla-
snofci:

1. Jjest wsplnym dzielnikiem wedtug mod. p liczb a i 8,

a=dad, =d g (mod p), (4)
2. wyraza sig przez a i f za pomoca wzorn
hd=Aa-+Bg, (5)

gdzie h jest liczbg pierwsza wagledem p.

Whnosimy stad, ze wszystkie dzielniki wedlug mod. p wspélue liczbom
o if sg dzielnikami liczby d wedlug mod. p, 1 naodwrot; tak ze kwestya od-
szukania wszystkich dzielnikéw wedtng mod. p, wspélnych liczbom « i B, spro-
wadza si¢ do odszukania wszystkich dzielnikéw, wedlug mod. p, liczby d.
Z pomigdzy wszystkich dzielnikow liczby d jeden jest rzedu najwyzszego:
Jestlo sama liczba d; liczba wiece d, okreslona tym sposobem, jest na iwiek-
szym wspélnym dzielnikiem liczb aig.

Unmiejge znaleS najwigkszy wspélny dzielnik dwoch liczb, potrafimy
f_na{féé najwigkszy wspilny dzielnik, wedtng mod. p, trzech, czterech i t. d.
iczb. :

Najwigkszy wspélny dzielnik trzech liczb «, f, y wyraza sig réwnaniem

hd=Ada+Bp+Cy,

w ktorem 7 jest liezby pierwszg wzgledem p, it. d.

15. J eZe.li licz})y a1 f nie maja zadnego wspélnego dzielnika wedtug
mod. p, opréez jednosel, to d = 1, réwnanie za$ (5) przyjmuje postaé

4a+4-Bp=10, (6)

gdzie h jest liczby plerwsza wzgledem p.

icm
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Naodwrdt, jesli zachodzi (6), to oczywiscie a i g nie moga mieé zadne-
go wspllnego dzielnika oprécz jednosel; takie liczby nazywaé bedziemy
wzglednie pierwszemi wedlug mod. p.

Mamy wigc dwa okredlenia réwnowazne liczb wzglednie pierwszych:
nie maja zadnego wspilnego dzielnika weding mod. p, albo czynis zadodé ré-
wnaniu postaci (6), gdzie . jest liczba réwnowazna jednosci.

Yiatwo zanwazyé, ze warunek (6) mozna zastapié nastepujacym

da+Bp+Cp=1, )

gldzie C, A4, B sy liczby catkowite, inne wogdle od tych, kiére wehodza w (6);
rownanie (6) mozna przeksztalei¢ na (7), i naodwrot.

Powyzsze okredlenia pozostajg bez zmiany i dla trzech, czterech liczb,
it.d.

16. Liczby wzglednie pierwsze wedlug mod. p pesiadaja takze inne
wlasnosci analogiczne z whasnosciami liezb zwyczajnych:

1. Jezeli kazda z liezb a, o, ..., d" jest, wedlug mod. p, pierwsza
wzgledem kazdéj z liczb f, £, ..., p" toiiloczyn ado ... a" jest, wedlug
mod. p, liczby pierwsza wzgledem g5 ... 8"

9. Jezeli, wedlug mod. p, y dzieli si przez o i przez f, i jezelia i f sg
wzglednie pierwsze wedtug mod. p, to y dzieli sie wedlug mod. p przez a f.

3. Jezeli af dzieli sig wedlug mod. p przez y, i jezell a i y sa wzglednie
pierwsze wedtug mod. p, to f dzieli sig wedlug mod. p przez y.

Pojecie o najmniejszéj wielokrotnosei dwoch lub kilku liczb ustanawia
sie zupelnie w taki sam’ sposéb, jak i dla liczb zwyczajuych; charakterysty-
czne wlasnosei pozostajg te same.

17. Wszelka liczba  nierozkladalna wediug mod. p, czyli nie majaca
zadnego dzielnika wedtug mod. p, oprécz jednosci i saméj siebie, — posiadaé
bedzie nastepujace wlasnoscl.

1. Jakakolwiek liczba a albo sie dziell wedlug mod. p, przez =, albo
jest pierwszg wedtug mod. p, wzglgdem 7.

Najwiekszy bowiem wspélny dzielnik, wedlug mod. p, dla aix jestré-
wnowazny albo a albo 1. o

9. Jezeli iloczyn af dzieli sig wedlng mod. p przez =, to przynajmuie)
jeden z czynnikéw o lub g dzieli sig weding mod. p przez .

Ta, ostatnia wlasnogé jest bezpogredniem nastgpstwem poprzedniéj, bo je-
#eliby ani o, ani 8 nie dzielily sig wedtug mod. p przez =, to obie liezby a i B,
a zatem i ich iloczyn af Dbylyby liczbami pierwszemi wzgledem n, wedlug
mod. p.

2i’Vlasnoéé pierwsza jest charakterystyczng dla liczb nierozkladaluych;
dzieki jéj liczby nierozkladalne nazywaé mozemy pierwszemi wedlug mod. p.

Jako wniosek z drugiéj wlasnosci wynika nastepujgce
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Twierdzenie, Wszelka liczba rozklada sig wedlug mod. p
na iloczyn czynnikow pierwszych wedtug mod. p, itylko je-
dnym sposobem.

Prawo podzielnogei jednéj liczby przez drugs, wedlug mod. p, pozostaje
takie same, jak i prawo zwyczajnéj podzielnosei liezb zwyczajnych.

Znane wyrazenia najwiekszego wspélnego dzielnika lub najmniejszéj
wielokrotnosei pozostaja wedlug naszéj teoryi takiemiz, jak i dla liczb zwy-
czajnych.

Wizystko, co sie tu méwilo o liczbach, stosnje sie bezposrednioido klas,
Dwie klasy sa wzajemnie pierwsze, jezeli ich przedstawicielki sa wzajemnie
plerwsze wedtug mod. p. Jezeli przedstawicielka klasy idealnéj jest liczba
pierwsza wedltug mod. p, to i sama klasa bedzie pierwsza i t. d.

Klasa jedno$¢ nie uwaza sie za pierwsza.

18. ZRatwo przekonaé sie, ze liczha liczb pierwszych wedlug mod.p jest
skonczona. W saméj rzeczy roziézmy mod. p na iloczyn czynnikéw pierw-
szych wediug mod. p,

p=armag. . ar (mod. p),

iniech = przedstawia jakgkolwiek liczbe pierwsza wedlug mod. p, rézng od
Ty, Ty .., 75 poniewaz p 1w nie sg liczbami wzglednie pierwszemi, wiec
nie mogg by¢ wzglednie pierwszemi i wedlug mod. p, zatem p dzieli sig
przez m wedlug mod. p; lecz do tego trzeba koniecznie, aby jedna z liczb
Ay, My - - - 7 zielita sig wedlug mod. p przez m; niechw, dzielisie przez =
poniewaz m, jest liczba pierwszg, przeto

w=m (mod. p).

‘Wiegceéj przeto liezb pierwszych wedlug mod. p, oprocz a;, .. .,m, nie
istnieje.

Y. Wiasnodei gléwnyeh przedstawicielek klas idealnych.

19.  Dotad nie czyniliSmy zadnéj réznicy miedzy przedstawicielkami je-
dnéj klasy; teraz za$ cheemy uczyni¢ pewien wybor pomiedzy niemi ba,r&zo
uzyteczny: miedzy liczbami klasy K poszukamy takiéj, ktéréj norma, co do li-
czebuéj wartosci, bytaby rowna potedze modutu P,
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= N (a) = p,

gdzie o oznacza rze¢d Klasy K. Nie bedziemy zastanawiali sig nad tem, jak
znale$é taky liczbe, jezeli istnieje, albo jak dowiedzieé sie, ze takiéj liczby
weale nie ma; przeciwnie, przypudeimy z gory, ze takie liczby istoniejg dla ka-
zdego modulu i dla kazdéj klasy, i postaramy sie tylko poznaé ich wlasnosci.

Jezeliby w jednéj klasie istnialy dwie liczby takie, jak powyzéj okreslo-
ne, to kazda z nich musiataby sig dzielié,—w zwyczajnem znaczenin tego wy-
razu,—przez pozostala; wiec stosunek takich liezb réwnym hyé musi jedno-
gei: - nmie Dbedziemy uwazali ich za rézne i powiemy, ze kazda klasa posiada
tylko jedne gtowng przedstawicielke.

Oto 83 nastepujaee charakterystyczne wlasnosei glownych przedstawi-
cielek klas:

1. Powiedzieé, ze jakakolwiek liczba o dzieli sig lub nie dzieli sig we-
dtug mod. p przez glowna przedstawicielke a, oznacza to samo, co powie-
dzieé, ze w dzieli sig ub nie dzieli sig przez a, w zwyczajuem znaczeniu tego
wyrazu.

9. Wszystkie liczby nalezace do danéj klasy K z glowna przedsta-
wicielka a, otrzymnja sie ze wzorn

e w,

glzie w oznacza liczbe dowolng, pierwszg wzgledem p.
Jezeli wiec K, oznacza klase rzedu zero, to klase K moina przedstawié
symbolicznie tak:

K=uk,.

3. Gléwna prazedstawicielka klasy plerwszéj jestliczbg pierwsza wzwy-
czajnem znaczeniu tego wyrazu.

Dla stwierdzenia tego trzeba naprzdd dowiesé, ze liczba pierwsza wzgle-
dem glownéj przedstawicielki a, wedlug mod. p, jest liczba pierwsza wzgle-
dem ¢ W zwyczajuem znaczeniu tego wyrazu.

W saméj rzeczy, wszelka liczba pierwsza wzgledem o jest takze pierw-
sza wzgledem o wedlug mod. p, jestto rzecz oczywista; przypusémy teraz
naodwrét, ze uwazana liczba w jest pierwszg wezgledem o wedtug mod. p;
bedzie wige

wo +ad =10,

gdzie @ oznacza liczbg zwyczajna nie dzielacy sig przez p; przy pewnych
zatem wartodciach catkowitych zwyczajnych liczb 1y bedzie

zQ-+yrr=1,

gdzie m oznacza rzed liczby o.
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Z dwdch powyzszych rownan otrzymujemy

Cl)(.’ﬁﬂ)’)-—*}— a($ al)—{—p‘”ly:l;
lecz
m==2N(@=aaqa,
przeto

w@xo)+a@d4ya)=1;

skad widaé, ze o jest liczbg pierwsza wrzgledem o w zwyczajnem znaczenin
wyrazu.
— . N

) Na .Za..sadzm tego, cosmy tu dowiedli, oraz tego, co bylo wypowiedziane
nieco Wyzéj (1.), wnosimy, ze wszelka liczba o albo sig dzieli przez a, przed-
stawu.:lelkq gtéwng klasy pierwszéj, albo jest wzgledem niej liczbg pierw-
sz, b.wlac pble wlasnodei w zwyczajuem ich znaczenin, To dowodzi, ie «
jest liczba bezwzglednie pierwsza (5.).

) Oczywista, ze, odwrotnie, wszelka liczba pierwsza w zwyezajnem zna-

czenin wyrazu jest glowna przedstawicielky pewnéj klasy pierwszéj.

. 4, ‘ Om‘Jaczyv.ivszy przez g, my, ..., m gliwne przedstawicielki
wszystkich liczb pierwszych, bedziemy mieli

— . My . iy
» FLAE A A

gdzie ¢ ozpacza pewng jednosé, a kazdy z wykladnikéw my, my, . .. m; jest

dodatnim. ’

e Woég(;le &_vszelka gléwna przedstawicielka, czyliliczba jednorodna, moze

y¢ przedstawiong w podobny sposéb jako iloczyn z czynnikéw pier

tylko wyktadniki moga tu by¢ réwne zeru. y plermezyel
5. Wszelka liczba niejednorodna moze byé roztozon i i

. - a’

liczb jednorodnych. ’ e docz Kiin
W saméj rzeczy, niech

+ N (o) = p* ¢ #,

iniech » nalezy do klasy K, wedlug mod. p: b ici
. p; gltéwng przedstawic cla-
sy K oznaczmy przez P, bedzie (2)D ¢ # proedstaicielie Kla

w =P o,
glzie o' przedstawia liczbe pierwszg wzgledem p; stad otrzymujemy

+ N (P) N (@) = ¢ pe,
po skrécenin

+ N (@) = ¢ .
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Rozumujge podobnym sposobem daléj, przychodzimy do rownosel
o=PQRR,

gdzie P, @, B s liczby jednorodne, nalezace odpowiednio do moduléw p, ¢, o~

Roztozywszy kazdy z mnoznikow P, ¢, R na czynniki pierwsze, w osta-
tecznym rezultacie mie¢ bedziemy rozklad liczby o na iloczyn czynnikow
plerwszych.

Konczac ten rozdzial, znowu przypominamy, Ze wszystko, cosmy
tu dowiedli, odnosi sig do przypadku, kiedy kazda klasa posiada eléwng
przedstawicielkg. Lecz aby uniknaé wyjatkow, zgddzmy sig, aby mowic, ze
kazda klasa posiada przedstawicielke idealng giéwnag, rozumiejac pod wy-
razem ,idealna“ dodatkowe okreflenie: ,mogaca istnieé lub nie
istnie6*. Pod takim warnnkiem bedziemy mogli mowic, Ze wszelka liczba
nigjednorodna rozklada si¢ na iloczyn kilkn liczb jednoroduych idealuyeh;
zreszta, dla zachowania zupetnéj Sceistodei, poswiecimy teoryi liczb idealnych
jeden z nastepnych rozdziatow.

VI. Zasadnieze prawa bezwzgledndj podzielnosei liezb.

90. Ustanowiwszy w poprzednich rozdzialach prawa podzielnosei we-
dtug mod. p, przechodzimy teraz do zbadania praw podzielnofci bezwzglednéj.

Dwa twierdzenia, ktére podamy tu na wstepie, 1zucy dostateczne
¢éwiatlo na nasze zadanie: oba s3 elementarne i prawie ocaywiste.

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym idostatecznym,
by dana liczba «a dzielila sie przez liczbe f, jest, aby
liszba a dzielita sig przez f wedlug kazdego z moduldw,
wehodzgoeyeh w sktad N(B).

Niech

£ N =p0
oznaczmy dla skrécenia
P = Qh Tr" Q — 2)(’ 7, R :pa qb.

Ze warunek przytoczony w twierdzeniu jest niezbedaym, jestto rzecz

oczywista; pozostaje nam tylko dowiesé, ze jest dostatecznym.
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‘W saméj rzeczy, jezeli przypuscimy, ze a dzieli sig przez g wedlug kazde-
2o z moduléw p, ¢, », zachodzié beda takie rownania:

gdzie a;, ay, @y, 53 liczby calkowite.
Oznaczywszy przez z, y, z liczby calkowite zwyczajne, czynigce zadosé
réwnaniu
Pet+Qy+Rs=1,
z powyzszych réwnan otrzymujemy

a
=yt

liczba wiec « dzieli sig przez liczbe § w zwyczajnem znaczeniu wyrazu.

Na zasadzie dowiedzionego twierdzenia wszelkie pytanie o podzielnosci
dwdch liczb jednéj przez drmga, bezposrednio sprowadza sic do warunkow
podzielnosel wedtng roznych modutéw, wehodzaeyeh w sktad normy dzielnika-

21, Twierdzenie 2. Warunkiem koniecznymi dostatecas-
nym, by dwie liczby aip byly wzglednie pierwszemi jest,
aby aip byly wzgledniepierwszemiwediugkazdego z mo-
dutéw, wehodzacych jednoczesnie w sktad N (a) 1 N (B).

Ze wskazany warunek jest niezbgdnym, nwazaé to moina za oczywiste;
pozostaje dowiesé, ze warunek ten jest wystarczajacym.

Niech

d=p g

przedstawia najwigkszy wspélny dzielnik norm

N(a). N(p).

Przypueiwszy, ze a i sa wzglednie pierwsze wedlng kazdego z mo-
dutéw p, g, r, mamy (15.)
aw +pu =P,
aw; + oy =0qQ,
aw,+poy=1,
glzie P, §, B przedstawiajg pewne liczby calkowite zwyezajne, nie dzie-

Igce sig odpowiednio przez p, ¢, 7; wskutek tego mozna znalesé liczby calko-
wite zwyczajne z,y, z takie, Ze suma
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PotQytR:=8§

bedzie liczbg pierwsza wagledem d.
Kladac dla skrocenia

rwFyo + 2o,
o' 4y 4z,
z powyzszych réwnan otrzymujemy

a QLR =24.

=0,
=,

Poniewaz liczby S1i d sy waglednie pierwsze, wigeliczby S, N (a), NV (8)
sy takze wzglednie pierwsze; mozemy przeto znalesé liczby calkowite zwy-
czajne ', ¥, &/, czyniace zado$¢ réwnaniu

8@ +N@y+N@z=1.
Rugujac z dwéch ostatnich réwnan ilo$é Si czyniac

N(=aaq, N =488,
znajdujemy

@ Q4+ a)at @ Q42 p)p=1,

skad widaé, ze aip s3 waglednie pierwszemi. Twierdzenie oczywiscie ma
miejsce nietylko dla dwdch, lecz dla jakiéjkolwiek liczby liczb a, B, 7, . . .

23, Postawmy sobie teraz jedno z najwazniejszych i przytem naj-
prostszych zadan: odszukaé wszystkie dzielniki danéj li-
c Z b y *- ey ta s . .0 .

Rozumie sig samo przez sig, Ze dzielniki, réznigce sig czynnikiem je-
dnodé, nie uwazaja sig za rézne. ) .

Roztozywszy normg liczby o na iloczyn ezynnikéw pierwszych

= N{a)=p" ¢ 7,

zauwazymy, e wszelki dzielnik 6 liczby « powinien by¢ dzielnikiem liczb'y
o wedlug kazdego z moduléw p, ¢, 7. Lecz wiemy juz, jak za pomocg skos-
czonéj lieczby dzialah odszukaé mozna wszystkie dzielni_k'i liczby @ “"edl.ug.‘
danego jakiegobadz modutu; niech &;, d;, przedsta.w_m;@ pewne d.zxialmkl
licaby a wedlug odpowiednich moduléw p, g, #. Bedziemy tedy mieli na-
stepujacg grupe réwnai (réwnowaznodci):

8 =6, (mod.p), §==10, (mod.q), 0==3; (mod.r);
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sa to warunki, sluzace do okreslenia liczby 4, do ktérych jeszeze nalezy dolg-
czvé jeden, mianowicie: norma dzielnika 6 nie powinna sie dzie-
li¢ przez zadng z liczb pierwszych, nie wchodzacych
w sktad N («), to jest, roznych od p, q, .

Qdwrotnie, wszelka liezba 4§, czynigca zado$é réwnaniom

& = 6, (mod. p),

d == §, (mod. q),

(1
4 == ¢, (mod.r), )

-+ N (8) = p° ¢*

gdzie @, 0, ¢ wyrazajg rzed odpowiedni kazdéj z liczb

Oy 0y, O

wzgledem moduiu
P, 7,

—jest dzielnikiem liczby a.

Zadanie odszukania wszystkich dzielnikow liczby o sprowadza sig tedy
do znalezienia liczby 6, czyniacéj zado$¢é réwnaniom (1). Rozumie sie, ze
takich uktadow bedzie tyle, ile mozna utworzy¢ kombinacyj z réznyeh warto-
Sei liczb 8, , &, 6.

Nie mozemy tu zatrzymywaé sig nad tém nowem zadaniem, ktore moze
by€ rozwigzanem za pomocg pewnéj skonczonéj liczby dziataii, — bo to, odda-
litoby nas od naszego gtownego celu; wystarczy mie¢ tymezasem na widoku
dwa punkty:

1. Zadanie nie moze mie¢ dwéch rozwiazan, jezeli liczb roznigeych sie
czynnikiem réwnym jednosci, nie bedziemy uwazali za rozne.

2. Zadanie moze nie mie¢ weale zadnego rozwigzania.

Jezeli przypudeimy, ze warunkom (1) czynia zadosé dwie liczby 814,
to bezpodrednio na mocy twierdzenia 1-go wniesiemy, ze 8 dzieli sig przez ¢,
o' za$ przez &; zatem stosunek §:¢' réwna sig jednosei.

Wogdle méwige, zwigzek migdzy grupy

81y 8y 0y

i odpowiednim dzielnikiem ¢ jest takiéj natury, ze jedna grupa wyznacza
1‘Zeczy}7vi§cie pewien dzielnik, inna zag nic nie daje; jestto niedogodnogé, kto-
ra zdaje sig utruaniaé bezposrednie przejécie od praw podzielnodei wedlug da-
nego modutu do praw podzielnogei bezwzglednéj.

icm
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Aby utrzymad forme tych praw i dla podzielnosei hezwzglednéj, nalezy
wprowadzié koniecznie dzielniki fikeyjne, odpowiadajace tym przypadkom,
w ktoryeh réwnania (1) sg niemozebne.

W saméj rzeczy, zgodzimy sie na to, aby mowié, Ze réwnania (1) maja
zawsze jedno rozwigzanie ¢, domyslajae sig przytem, ze § moze byé czasem
liczbg nieistniejgcs, i dlatego nazywad bedziemy te liczbe — liczbg ide-
alng.

23. Przejdzmy do innego zadania:

Znale$é najwiekszy wspolny dzielnik dwdch lub kil-
ku liczb danyech.

Niech beda dane dwie liezby « i g, i niech

7

przedstawia najwigkszy wspolny dzielnik norm N (a) i NV (f); znajdzmy za
pomocg znanego sposobu najwieksze wspolne dzielniki liczb o i wedlug od-
powiednich moduléw p, ¢, 7, i nazwijmy je przez d;, dp, dy; oznaczmy na-
veszeie przez D liczbg idealng, okreslong warunkami

D =d, (mod.p), \
D = d, (mod.q), { @)
D =d,

(mod. 7), s
+ N (D)= p“ ¢" . )

Widoczng jest rzeczg. ze, jezeli D istnieje, to wszelki dzielnik wspblny
dla aip bedzie dzielnikiem liczby D, i naodwrot: ta liczba D whaénie nazy-
wa sig najwigkszym wspdélnym dzielnikiem liczb ¢ i 8. .

Zadanie nasze, ktore ostatecznie sprowadzito sig do (2), moze nie _m]eé
rozwiazania, ale na mocy wprowadzonych przez nas liczb ideah.lych bQszgmy
mowili, Ze ma ono zawsze jedno rozwigzanie, i nazywaé je bedziemy najwiek-
szym wspolnym dzielnikiem liczb o1 8. . ) o

To, codmy tu méwili o dwach liczbach, stosuje sie widoczm'e 40 jakiéj-
kolwiek liczby liczb: ich najwigkszy wspélny dzielnik przedstawia sig zawsze,
jako rozwigzanie réwnai takich jak (2). ) N )

Najwickszy wspélny dzielnik bedzie réwnowazny jednosei Wtedy,,l tylj
ko wtedy, kiedy dane liczby beds wzglednie plerwsze: jest to bezposredni
wynik z twierdzenia 2-go.
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VI. Teorya liczb idealnych.

24. Przechodzac do blizszego rozpatrzenia zasadniczych wlasnosci
liezb idealnych, wezmiemy pod uwage réwnania, okredlajace pewng liczbe
idealng x:

z = a (mod. p),

¢ = f (mod.q), /
z =y (mod.7), (
EN@=per, )

M

@ oznacza 1zed liczby «, b — rzed liczby g, i t: d.
Liezbg idealng, czynigea zado$¢ powyzszym warunkom, zgodzimy sig
przedstawiaé w sposéb taki :

a p ‘
z= |8 q|. 2
yr

Elementy drugiéj kolumny sg to moduly, a pierwszéj — skladowe
liczby # wedlug odpowiednich modutéw. ILiczba wierszy w (2) moze sig
zmieniaé od jednosel do jakiéjkolwiek liczby. .

Bedziemy mieli zawsze na pamieci, Ze wyrazenie (2) odgrywa role po-
dwijng: raz przedstawia liczbe, inmym znéw razem jest znakiem symboli-
cznym przedstawiajacym warunki (1). Odpowiednio do tego kazda whasnodé,
kazde twierdzenie odnoszace sig do wyrazenia (2) musi byé sprawdzane dwa
razy.

Jezeli symbol (2) sklada sig z jednego tylko wiersza, wtedy N () jest
potega liczby pierwszéj, i liczba 2 nazywa sie jednorodns, przez analogia
do liczb istniejgeych.

Cata teorya liczb idealnych polega na nastgpujgcych zasadniczych ich
wiasno§ciach.

1. Wszelka liczba moze byé uwazang jako liczba ide-
alna.

Razeczywidcie niech

a ozmacza jakakolwiek
N (o) =p° ¢ r°; mamy

liczbe  dang i niech

icm
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a p
a4 = [43
a 7

2. W wyrazeniu licaby idealnéj pozwala sig dowolnie
przestawiaé wiersze:

a p B q
Bag|=|rr
y r a p

- Oczywista, ze w przypadku, gdy liczba idealna jest istniejgca, przesta-
wienie wierszy w wyrazeniu jéj symbolicznem nie zmienia wartofei liczby;
wprzypadku zag, gdy liczba nie istnieje, to praestawienie wierszy w niczem nie
zmienia warunkéw okreslajgcych liczbe, i dlatego zgodzimy sie uwazaé
symbole roéznigce sig porzadkiem wierszy za tozsame.

3. W wyrazeniuliczby idealnéj pozwala sie przypisac
ilekolwiek nowych wierszy z modulami dowolnemi, byleby

odpowiednie im pierwsze elementy byly réwne jednoseci:

a p
£

- o R
3

r

‘W saméj rzeczy, Yatwo spostrzedz, e warunki odpowiednie dwém po-
wyiszym symbolom s tozsame; gdy wiec liczba idealna istnieje, oba syrabole
bedy oczywiscie przedstawialy jedne i tez samg liczbe; w przypadku zas, gd.y
liczba nie istnieje, winniémy zgodzié sie na to, aby takie symbole za toz-
same uwazad.

Wniosek. Wyrasenia dwéch lub kilku liczb idealnychmo-
zna sprowadzié do wspélnéj kolumny moduliw.
Naprzyklad, niech beda dwie liczby

a P 71.
&£ == y Yy=i - 5
B q é r
mozemy napisac:
» Ly
z==|f , y=1v 9
r Jd 1

Prace matem.-fizyczne L. IV
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4. W wyrazenin liczby idealnéj wolno jest na miejsce
kazdego elementu w pierwszéj kolumnie podstawi¢ nowg
liczbe, réwnowazng mu wedlng odpowiedniego modutu.

Mamy
a p a p
g o= |8 af
yor P

z warunkiem, ze

’

a = a' (mod.p),

B =g (mod g),
y =y (mod. 7).

Roéwnosé powyzsza jest oczywista w przypadku, kiedy liczba idealna
istnieje; w przeciwnym za razie, poniewaz warunki wyraZone przez obydwa
symbole 53 tozsame, przeto nic nam nie przeszkadza zgodzié sie raz na zaw-
sze na to, aby podobne symbole uwazadé jako tozsame.

5. Aby dwie liczby idealne byly rowne, niezbednem
jest i dostatecznem, by elementy w pierwszychkolumnach,
odpowiednie modutom réwnym byly réwnowazne wedlug
tychze moduidw.

Dostateczno§é warunkéw jest widoczna -na zasadzie wyzéj przytoczo-
nych wiasnoéci; niezbednosc ich jest takze oczywista, gdy obydwie liczby sa
istniejgce, w innych za$ razach zalezy od naszéj umowy uwazaé liczby jako
réwne tylko przy wyzéj podanych warunkach.

6. Tloczyn dwdéch liczb idealnychriwna siglicz
bie idealnéj, okred§lonéj wzorem

a p a p lad p
B q B ool =188 ¢
7y T ¥or L7y

Jeseli oba czynniki po stronie lewé] sa liczhami istniejacemi, whedy pra-
wdziwo§¢ réwnania sprawdza sig bezposrednio; w przeciwnym zag razie, kiedy
jeden albo oba czynniki sg liczbami nieistniejacemi, lewa strona rdwnosei nie
posiada zadnego okreslonego znaczenia, wolno nam wszakze pod takim iloczy-
nem rozumied, co zechcemy, umawiamy sie wige na zawsze, aby rozumieé
to, co przedstawia nam strona prawa powyzszéj réwnosci.

7. Iloczyn ilukolwiek liczb idealnych nie zmie-
nia sig w skutek przestawienia czynnikéw.
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Twierdzenie to jest bezposrednim wynikiem poprzedzajacego.

E?. Wszelka liczba idealna niejednorodnarozkla-
da sie na iloczyn liczb jednorodnych i tylko jednym
sposobem.

W saméj rzeczy mamy

o P a p 1 p] 11 v
Pal= 1 a|-|fa| |11 =@
y o7 1 1o y r%
9. Jezell 4, B,...o0znaczajg pewne liczby ideal-

ne,toréwnanie AB=ACmozna skréocié i napisaé B=C(,
albo naodwrdt.

Twierdzenie to wynika ze znanéj wiasnosel réwnowaznosei weding
danego modulu (9).

10. Norma liczby idealnéj réiwna sie iloczynowi
jéj modutéw, podniesionych do potegi rownéj rzedo-
wiodpowiedniego elementu w pierwszéj kolumnie.

Ktadae naprayklad,

a p
B

1

inazywajac przez a rzed liczby o weding mod. p, a przez b rzed liczby g we-
dtug mod. ¢, bedziemy mieli

= N (2)=p*q".
« W przypadku, gdy « jest liczbg istniejaca, jestto wlasno$é znana z okre-
Slenia; w przeciwnym za$ razie umawiamy sie, aby za norme liczby x nwazaé
iloczyn takimze samym sposobem utworzony.

11. Norma iloczynu dwéeh lub wigcéj liczb ro-
wna sie iloczynowi ich norm.

N(4B)= N(4) N (B).

12. Niech beda dwie liczby idealne

! |

la pi a p
A=\p 0|, B=|F 1,
yor yor
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Aby liczba 4 dzielita sig przez liczbe B, niezbeg-
dnem jest i dostatecznem, by liczba o dzielila sig
wedlug mod p przez liezbe o, liczba B dzielita sig
wedlug mod g przez liczbe §, it d.

Aby tego dowiesd, trzeba naprz6d wyjadnié, co nalezy rozumieé pod wy-
razeniem: ,liczba idealna A dzieli sig przez liczbe B*.

TUmawiamy sie, aby wogdle, podobnie jak to bywa z liczbami istniejace-
i, przez wyrazenia: ,liczba 4 dzieli sig przez B, rozumieé to, ze mozna
znalesé taka idealn liczbe C, ktéra bedge pomnozong przez liczbe B, daje
wyuik réwny liczbie 4. Liczbe € nazywaé bgdziemy stosunkiem 4 : B; oczy-
wigcie, dwoch wartoSei roéznych liczba € mieé nie moze, jesli nie zwracamy
uwagi na czynnik r6wny jednosci. Niech szukana liczba ' wyraza sig tak:

Zp{

% réwnania A = B C otrzymujemy
a = a i (mod p),
B = pf n (mod g,

y =y v (mod.r),
~ato dowodzi prawdziwosei twierdzenia.

138. Jezeli dwie liczby idealne dzielg wzajemnie,
jedna drugs, to sa réwnemi sobie.

14. Jezeli liczba idealna 4 dzieli si¢ przez licz
be B,toi ACdzieli sig przez B.

15. Jezeli kazda z liezb istuniejacych o, 8.y dzieli
sie przez liczbe idealng 4, to i suma a-p-+y dziell
sie¢ przez 4.

16. Jezeli liczba idealna 4 dzieli sie przez licz
be B, a B dzieli si¢ przez C, to 4 dzieli sig przez C.

17. Jezeli liczby A i B dziels sie odpowiednio
przez liczhy A'iB to AB dzieli sig przez A’ B.

18. Norma Jiczby idealnéj dzieli sig przez samg
liczbe.

19. Liczba dzielnikéw liczby idealnéj jest skon-

czongimozna znale§é wszystkie dzielniki za pomoca
skonczonéj liczby dziatan.
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Niech liczba idealna bedzie

a P
A= ;
B q
wszystkie jéj dzielniki otrzymuja sie ze wzoru
8 P
o 5:1. q 1‘,

gdzie 8, oznacza jeden z dzielnikéw liczby o wedlug mod. p, 6, — jeden
z dzielnikow liczby g, wedlug mod. ¢.

20. Dwie liczby idealne

a p ad p
A=\ q|, B=|F g
yr o

tylko wtedy sg pierwszemi wzgledem siebie, jezeli
liczby aia sg pierwszemi wzgledem siebie wedlug
mod. p, licaby fif sg pierwszemi wzgledem siebie we-
dtug mod. g, it d

W przypadku, gdy licshy A1 B sa istniejgce, twierdzenie jest oczywi-
ste na mocy twierdzenia 2-go w poprzednim rozdziale; jezeli zas przynaj-
mniéj jedna 7 liczb 4 1 B jest nieistniejacs, w takim razie umawiamy sie, aby
liczby A i B nazywaé pierwszemi wzgledem siebie tylko wiedy, kiedy wszyst-
kie warunki podane w twierdzeniu beda spelnione.

Uwaga. Twierdzenie rozeiaga sig na jakakolwiek liczbe liczb idealnych.

91, Jezeli dwie liczby idealne A1B sg pierwsze-
mi wzgledem siebie, to zawsze mozna znales¢ dwie
liczby istniejace Aip, z ktérych pierwsza dzielié sie
bedzie przez 4, a druga—przez B, i ktorych suma ro-
wnaé sie bedzie 1,

A+ p=1.

W saméj rzeczy, niech
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Na mocy zalozenia mamy

cw +do Fpo” =1,
Boy+F oy +qa’y=1.

Réwnania te latwo przywiedé do postaci

zatyd-fzp =1,
Ay A+ =1,

gdzie x,o,...,7 sgliczby calkowite, a lim dowolne liczby catkowite,
zwyczajne, obie dodatnie; przypusémy, ze liczba [ jest tak dobrang, ze p* dzie-
li sig wedlng mod. p i przez a, i przez o/, liczba m za$ tak, ze ¢ dzieli sig we-
dlug mod. ¢ przez g i przez '

Pomndzmy nastepnie obie strony pierwszego réwnania przez w ¢,
a drugiego przez vp' i dobierzmy wiwp tak, aby zachodzito r6wnanie

wg" 4 vpf =1,

Dodajge odpowiednio obie strony, znajdujemy
vugratavp f.. 4 (zut20)p r=1.

_ Fatwo przekonad sie, ze kaidy wyraz strony lewéj dzieli sie przynaj-
nn%lej przez jedng z liczb  Iub B; oznaczywszy wiee przez A sume wyrazow
dzielgcych sig przez A, a przez w sume wyrazow, dzielgcych sie przez B,
mamy

Lt =1,

co bylo do okazania.
. Ut‘vaga. Przytoczony dowdd stosuje sie oczywiscie i do jakiéjkolwiek
liczby liezb idealnych, pierwszych wzgledem siebie.

Liczba wierszy w danych liczbach takze nie ma zadnego wplywu na
dowdd.

%2. Jezeli istnieja dwie liczby calkowite A,
z ktéryeh pierwsza dzieli sig przez liczbe idealnas
A, a_druga przez B, aktérych suma A-1l-p réwna sie I,
to l1cgb.y AiB k] pierwszemi wzglgdem siebie.

Jezeli obydwie liczby A i B sa istniejace, twierdzenie jest widocznem.

Niechaj

'

a p

fq

A=

a p
ﬂq”
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Oznaczywszy przez kI, pewne liczby zwyczajne, nie dzielgce sig
przez p, a przez Ly, k, pewne liczby zwyczajne, nie dzielace sig przez g, we-
dlug zalozenia mamy

Iy A Toy 4

L TE Oy, ;9 =ph,
Tuy 1 , I ,
;r FEOp, };uzﬁl7

do tych rownai dolaczamy

L4 p=1,
i wyprowadzamy stad
hyoya—tly oy =10 hy,
ke B+1T BB =0 ks

Réwnania te wskazujg, e 41 B sg liczbami pierwszemi wazgledem
siebie.

Uwaga. Twierdzenie pozostaje w mocy i dla jakiejkolwiek liczby liczb
A, B, ...; dowid bez zmiany.

923. Jezeli kazda z liczb idealnyech 4, 4,... jest
pierwszg wzgledem kazdéj z liczb B, B,..., toiilo-
czyn AA'... jest pierwszy wzgledem iloczynu BB ...

24, Jezeli dwie liczby idealne BiC sg pierwssze-
mi wzgledem siebie i jezeli licaba A dzieli sig¢ przez
kazdg z nich, to dzieli sig téz i przez iloezyn BC.

925. Jezeli AiC sa pierwszemi wzgledem siebie,
iiloszyn AB dzieli sie przez liczhe C, to liczba B
dzieli sig przez liczbe C.

96. Dla kazdych dwdch liczb idealnych istnieje naj-
wiekszy wspélny dzielnik, ktéry zawsze moze byé znale-
zionym za pomocy skonczonéj liczby dziatan.

W saméj rzeczy, niech beds dwie liczby

o p

B 9

a p
B q

- H]

oznaczywszy przez d, najwiekszy wspélny dzielnik wediug mod. p liczb a i d',
a przez d, najwiekszy wspélny dzielnik wedtug mod. g liczb g1 f', widzimy,
2e wszelki wspoloy dzielnik liczd 4 i B jest dzielnikiem liczby
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dy p

D= B
dy q

i odwrotnie; ta liczba nazywa sie dla tego najwigkszym wspolnym dzielnikiem
liczb 4 1B (23).

Podobnym sposobem znajduje sie najwiekszy wspélny dzielnik dla kilku
liczb.

97. Jezeli dwie lieczby idealne sg pierwszemi wzgle-
dem siebie, to ich najwigkszy wspdlny dzielnik réwna
sie 1, i odwrotnie.

Toz samo ma miejsce i dla kilku liczb pierwszych wzglgdem siebie.

98. Niech bedsg dame liczby idealne A4,B,... 1 niech
D przedstawia ich najwigkszy wspélny dzielnik.

Wszelka liczba y istniejgca, ktéra sie dziell przez D,
moze byé przedstawiong pod postaciz sumy kilku liczb,
z ktérych pierwsza dzieli sig przez 4, druga przez Bit.d.

W saméj rzeczy, czyniac

A=DA4A, B=DDF,...
Tatwo zauwazy¢, ze liczby idealne 4, B’ ... s pierwszemi wzgledem siebie,
gdyz oznaczywszy przez D' ich najwiekszy wspdlny dzielnik, bgdziemy mieli
A=DD A, B=DDB, ...,
skad wnosimy, ze DD’ jest wspolnym dzielnikiem liczb 4, B,...; D wige
dzieli sig przez DI'; 1 zatem dzieli sig przez IV, skad wynika, ze D'= 1.

Skoro wige liczby idealne 4', B, ... 83 plerwszemi wzgledem siebie,
mozna znale§é takie liczby o, f, ..., ktére sig bedy dzielity odpowiednio
przez A', B, ..., 1ktérych suma bedzie sig réwnala 1,

d+p+ ... =1,

Pomnozywszy obie strony przez y, otrzymujemy

p=dy 4.

Pierwszy wyraz po stronie prawéj dzieli sig przez 4, gdyz o dzieli sig
przez A, a y dzieli sig przez D; podobniez drugi wyraz (zieli sig przez f,
it. d.; twierdzenie wigc jest dowiedzionem.

29. Liczba jednorodna (e, p), w ktéréj pierwszy ele-
ment « jest liczbg pierwsza wedlug mod. p, jest liczba
idealns pierwszg; liezby mnie czyniagce zado§é temu wa-
runkowi nie sa pierwszemi.

icm®
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Twierdzenie to jest oczywistem w przypadku, jesi (a, p) jest liczbg
istniejacg; wtedy (a, p) jest whasnie glowng przedstawicielky klasy pierw-
széj, do ktoréj nalezy liczba a; imnych liczb pierwszych istniejgeych, jak to
wiadomo z poprzedniego rozdzialu, nie ma.

Teraz zgodzimy sie wogdle nazywaé liczbami idealnemi pierwszemi te
tylko liczby, ktére czyniz zadosé warunkom podanym w twierdzeniu.

30, Jezeli liczba (e,p) jest pierwszg, to wszelka
inna liczba idealna 4 albo dzieli sie przez (a,p), albo
té% jest pierwszg wzgledem (a,p).

W saméj rzeczy, niech

iop
A=} u ql;
Yy r
mamy
a p
(wp)=|1 q
1 r

Widzimy stad, ze jezeli 4 dzieli sig przez o wedlug mod. p, to 4 dzieli
sig przez (a, p); jesli za§ 1 nie dzieli sig przez o wedtug mod. p, to 1ia sg
liczbami pierwszemi wzgledem siebie i oczywiscle 41 (a, p) s3 takze pierw-
szemi wzgledem siebie.

31. Jeseli liczba idealna A nie jest pierwszg, to
mozna znale§é taka liczbe istniejacy o, ktora nie
bedzie sig dzielila przez 4 inie bedzie pierwszs
wzgledem liczby 4.

Przypusémy naprzéd, ze liczba 4 jest jednorodng:

A = (a, p)3

a wiec nie jest liczba pierwsza wedlug mod. p i posiada dzielnik 6, wedlug
mod. p. Liczba & nie dzieli sig przez A i nie jest pierwsza wzglgdem 4.
Przejdzmy do przypadku, kiedy A nie jest liczbg jednorodng, naprzyklad,

a P
B
tu nalezy domyslac sig, ze N («) dzieli sie przez p, a N () dzleli sig

przez g. Liczba g, oczywiscie, nie dzieli sig przez A inie jest liczbg pierw-
sz wzgledem A.

?

A=
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82, Liczba idealnapierwszaniemazadnych dziel-
nikéw, oprécz saméj siebie i jedno§eci, i odwrotnie,
jezeli liczba idealna nie posiada zadnego dzielnika,
to jest liczbg pierwszg.

33. Dwie liczby idealne pierwsze I roézne sg
pierwszemi wzgledem siebie.

34. Aby iloczyn kilku liczb idealuyeh dzielil sie
przez liczbe pierwszg idealny P, potrzeba i wystar-
cza, by przynajmniéj jeden z czynnikiw dzielil sig
przez liczbg P.

35. Wszelka liczba idealna rozklada sie, i tylko
jednym sposobem, na iloczyn z czynnikéw idealnych
pierwszych.

Cata trudnodé podobnego rozkladu sprowadzsa sie do rozkladu liczby je-
duorodnéj na iloczyn czynnikow pierwszych. Aby rozlozyé podobng liczbes
naprzykiad (e, p), nalezy vozlozyé liczbe o, wedlng modula p, na iloczyn
z czynnikéw pierwszych wedlug mod. p,

o=l .., at, (mod. p);
dokonawszy tego, mamy
(@ p) = (g, o)™ - o . (ow, P

) 36. Majgec liczbe idealng rozlozong na czyunniki
idealne pierwsze, mozna wypisaé wszystkie jéj dziel-
niki.

.Kazdy dzielnik bedzie iloczynem kilku czynnikéw pierwszych liczby
dangj, kazdy za$ z czynnikow bedzie mial wykladnik nie wyzszy od tego,
7 jakim wehodzi w sklad liczby danéj.

37. Majac kilka liczb idealnych rozlozonych na
cz.ynnlki pierwsze, otrzymujemy bezpodrednio ich naj-
wiekszy wspdlny dzielnik i najmniejszg wspélng wielo-
krotno$é pod postacia iloczynu z czynnikiow pierw-
szych, postepujac podlug prawa, znanego w swem za-
stosowaniu do liczb zwyczajnych.

Okreslenie najmniejszéj wielokrotnogei jest takiez, jak i dla liezb ZWy~
czajnych. )
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VIIL. 0 ideatach.

95, Dedekind, autor teoryi idealéw, daje nastepujgee okreslenie:

Idealem jest pewien dany zbidr, zlozony z nieskoficzonego mndstwa
liczb calkowitych, majacy dwie wlasnosei:

1. Suma lub réznica dwoeh liczb w zbiorze nalezy do tegoz zbioru,

9. Pomnozywszy jakakolwiek liczbe w zbiorze przez dowolng liczbe
callkowita, nalezaca do zbiorn lub nie nalezacs, - otrzymujemy zawsze W ilo-
czynie liczbe, nalezgea do zbioru danego.

W rozdziale tym zajmiemy sie teorys idealéw z nowego punktu widze-
nia: postaramy sie wykazaé, %e teorya ta sprowadza sig bezpoSrednio do teo-
ryi liczb idealnyeh, wylozonéj w rozdziale poprzedzajgcym.

Przedewszystkiem nalezy poznaé, jakiéj postaci bedzie wazdr, z ktérego
mozna otrzymywaé wszystkie liczby, nalezace do danego idealu. ]

Jezeli dany ideal zawiera jednos¢, zwyczajna lub algebraiczna, wtedy
zlewa sig z danym obszarem liczb, to jest, zawiera w sobie wszystkie liczby
catkowite danego obszaru. Taki ideal, migdzy innemi, jest pod wieloma
wzgledami tem samem, czem 1 miedzy innemi liczbami; dla tego D edekind
nazywa go idealem ,jedno§c’. Wszystkie liczby w nim zawarte
otrzymujemy ze znanego wzoru

Ty ) Ly 0y L s (1)

nadajae wspolezynnikom wy, 2, . . . Wartosel calkowite zwyczajne.

Przejdzmy do innyeh ideatow. Niech o> 0 oznacza jedne z liczb
zwyezajnych calkowitych zawartyeh w danym ideale J,—na mocy okreslenia
Tatwo spostrzedz, ze taka liczba zawsze sig znajdzie, —1 niech oy, dg, .- On
oznaczajy liczby, otrzymane ze wzorn (1) pray warto§ciach na z;, %, .+ -
sprawdzajacych nierownosé

0 < << @,

a nalezgee do ideatn /.
Wszelka liczba, nalezgea do idealn J, moze by¢ oczywiscie otrzymana
%8 WZOru

6 Q4 a & +ay Q4. an Qus (2)
gdzie @, Q,, ... oznaczajy licsby catkowite dowolne; tylko liczby ideatu J

mogg stad byé otrzymane. o ) -
Na mocy wzorn (2) przychodzimy do nowego okreslenia, mianowicie:
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Idealem jest zbiér wszystkich liczb, otrzymanych ze wzoru;

Ay ‘QD + ay ‘Ql + PN “[‘ Qip—y .Qm~1 ’ (3)
w ktérym a,, af, . . . sa dane liczby calkowite, a £y, 2, ... oznaczajy do-

wolne liezby catkowite.

Niedogodnogé wzoru (3) polega na tem, ze powtarza on jedng i tez same
liezbe nieskoficzenie wiele razy; a lubo mozna znale$é zawsze wzdér postaci
(1), ktéry przy wszelkich wartodciach catkowitych zwyczajnyeh w,, Ly
dawaé bedzie wszystkie liczby idealu (8), kazda raz jeden, wystarczy jednak
dla naszego celu zadowolnié si¢ wzorem (3).

Jezeli dwa idealy J; 1J, sy takie, ze kazda liczba, zawarta w jednym
7z nich zawiera sig i w drugim, to uwazamy je za réwne, i piszemy ‘

Jo =1,

26. Niech bedzie dang liczba idealna §; zbiér wszystkich liczb caltko-
wityeh istniejacych, dzielacych sig przez 6, tworzy ideal, gdyz oczywidcie po-
siada obydwie wlasnodcei do tego potrzebne. Takim sposobem otrzymany
ideat uwazaé bedziemy, jako swojego rodzaju funkeya liczby d i przedstawiaé
za powmocy znaku “J (8).

Twierdzenje. Dla kazdego ideatu J mozna znale§é je-
dug i tylko jedne odpowiednig liczbe idealng 8, taks,
ze J=J(4).

Dajmy, ze ideat J okrela sie wzorem

a191+0292+.--+a7;z91n; (4)

uwazajge liczby a;, a0y, ..., s jako idealne, znajdZzmy ich najwigkszy
wspolny dzielnik 8. Wszelka liczba, ktdra daje wzor (4), dzieli sig oczywi-
dele przez d; odwrotnie, wszelka liczba, dzielgca sig przez 6, moze byé na
zasadzie twierdzenia 28-ge poprzedniego rozdzialu przedstawiong pod posta-
cig (4), jest wiee J = J (d).

Pozostaje dowiesé, ze nie moze istnied liczba &, rézna od &, dla ktoréj
miatoby miejsce réwnanie J (') = J (8).

W saméj rzeczy, niech

a P

[
Poniewaz wezystkie liczby a, ..., ax w (4) dziels sie przez ¢, wice

i'ich }mjwigkszy vyspélny dzielnik & dzieli sig przez &. Gdyby liczha ¢ dzie-
lita si¢ przez &, mielibySmy wtedy 6 = &'; dajmy, ze & nie dzieli sie przez 0,

a P

B q

¢ = , 0=

)
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i niech, naprzyklad, o nie dzieli si¢ wedtug mod.p przez a. Oznaczywszy
przez U rzed liczby p' wediug mod ¢, mamy liczbeg

a9,
ktora widocznie dzieli sie przez & inie dzieli sie przez é; ta liczba zawiera
sig w J (&), lecz nie zawierd si¢ w J(8); wige réwnanie J (&) =J (6)
jest niemozebnem, c. b. d. o.

97. . Dedekind nazywa floczynem dwéch ideatéw Jy1J, taki ideat
trzeci J,, ktorego kazda liczba daje sig wyrazié pod postacia sumy iloczy-
néw z liczby pierwszego idealu przez liczbe drugiego idealu. Wtedy piszemy

Jo=J Jy =y J,.

Jezeli idealy J; 1 J, okreflaja sie wzorami

Jo=a, & +a -+ ...+ an n, (5)
=P &+ 2+ . A B Qus (6)

to iloczyn ich przedstawia
T Jy=a, fi @+ fr @+t @ fm Oy, - )

Mozna w miejsce (5) i (6) wzigé inne wzory, wyrazajace téz same ide.:aty,
wtedy 1 wzér (7) przyjmie inng postaé, lecz wyrazaé bedzie zawsze jeden 1 ten
sam ideat Jy . ) )

" Mnozenie mozna widocznie rozeiagnad na jakakolwiek liczbe idealéw;
porzgdek mnoznikéw wolno zmieniaé dowolnie.

Twierdzenis, Niech a i fp oznaczajg dwie jakie.kolwie’k
liczby idealne. Iloczyn dwoch idealdow J(a)'lJ(ﬁ) 1 6-
wna sig idealowi odpowiedniego iloczynu, to jest,

J@J B =J(@p)-
W saméj rzeczy, dajmy, Ze ideaty J(a)iJ(B) sg okreslone wzorami
J(a)=a1Q1+..A+a,n,Q",‘,
J(ﬂ):—:ﬂ, Ql+"'+ﬂmﬁ~sz§

mamy

T(e) J(B) = ay By @ - - - n, B Qoo (®)
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Najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb
Qpy Oy ooy U,

jest a, a najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb

Bis Bev oo v v P
jest B; stad bezpodrednio wypada, ze najwigkszy wspolny dzielnik lczb
ay By o By, oo s Gy P
réwna sig floczynowi aff; wige ideat (8) réwna sie J (ap), to jest, mamy
J(a) J(B) = T (ap). C.b. d. o,

8. Twierdzenie to daje nam mozno$é sprowadzenia teoryi idealéw do
teoryl liczb idealnyeh, wylozonéj w rozdziale poprzedzajacym; w dalsze wige
szezeglly wdawac sig tu nie bedziemy; aby jednak bardziej zblizy¢ sie do teoryi
Dedekinda postaramy sie ta daé dowdd jeduego twierdzenia, ktore w jego
teoryl przedstawia najwigkszg trudno$é i ktére samo przez sig jest wielkiéj
wagl.

Przedewszystkiem zauwazymy, ze jedli liczba idealna o jest istniejaca,
w takim razie ideal J () nazywasig gtéwnym.

Wizystkie licaby takiego ideatu otrzymujg sie ze wzorn

J(@) = a (2 0+ 2 w5 ... 20 w2),

gdzie w;, w,,...; o, przedstawia grupe zasadnicza danego obszaru,
& &y, Ty, .+ ., 2w 8y dowolne licaby calkowite zwyczajne.

Twierdzenie. Dla kazdego ideatu J (/) mozZna znaledd
inny ideal J(y) taki, ze iloczyn JB) T(y) bedzie idea-
tem glownym.

Aby dowiesd tego, 106 jest pokazac, ze dla jakisjkolwiek liczby ideal-
1éj § mozna znale$¢ taki mmoznik y, iz iloczyn By = a bedzie liczby
istniejacg.  Jestto widoczna, bo wszelka liczba zawarta w ideale J (A) moze
by¢ wziety za liczbe a.

Jezeli dwie liczby idealne «ip sg takie, ze wszelka liczba istniejaca,
ktéra si dziell przez «, dzieli sig takie i przes f, to a dzieli sig z pe-~
wnoscig przez g.
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W saméj rzeczy, niech
J(a) =03 Q..o an Qu.

7 zatozenia wypada, Ze wszystkie liczby a;, ..., an dziely sie przez
8, wiec i najwigkszy wspdlny dzielnik liczh ay,..., an, tojest o dzieli
sig przez f.

Na mocy powyzszéj uwagl fatwo przekonad sig o prawdziwosei nastepu-
jacego twierdzenia Dedekinda:

Jezeli wszelka liczba, nalezgca do idealun J, za-
wiera sie w ideale J,, to wtedy mozna znales§é taki
trzeci ideal J;, ze mieé bedziemy

Jo=Jy Jy.

IX. O kongruencyach, w ktérych modul jest liczbgy idealns.

29. Jezeli réznica dwoch liezb o — 8 dzieli sig przez liczbe ideah?a, 4,
to mowié bedziemy, e liczby ai g sa kongruentne wedlug modwu A i be-
dziemy pisali

a=p (mod 4).

Dwie liczby, z ktérych kazda jest kongruentna z trzeciy wedhug mod. 4,
widocznie sa kongruentne wzglgdem siebie wedlug tegoz modutu A. Ta wia-
sno$¢ pozwala nam rozdzieli¢ wszystkie liezby w danym obszarz.e na 1kle?sy
nows, zupelnie rézne od tych, o ktorych byla mowa w rozdziale drugim.
Teraz do jedndj klasy zalicza¢ bedziemy wszystkie liezby ‘k'ongruentne ‘we-
dlug mod. 4. Jedna jakakolwiek z liczb, nalechy(.;h do ’d.zmeJ klasy, naplzyl—
klad liczba «, okredla wszystkie inme liczby z té] samej klasy za pomoca
wzoru

o+ J 4),
idlatego o moze byé wzigty za przedstawicielke caléj klasy.

Liczby niekongruentne ze soba wediug mod. 4 3 przedstawicielkami
klas voznyeh; ile jest klas, tyle jest liczb niekongruentnych wedlug mod. 4.
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Ticzby, nalezace do jeduéj klasy, posiadaja te szczegilng wlasnosc, ze
maja z modutem A jeden i ten sam najwigkszy wspélny dzielnik.

Wszystkie wlasnodei kongruencyi zwyczajnéj, znane z teoryi liczb zwy-
czajnych, majg miejsce i w obecuym przypadku, kiedy modutem jest liczba
idealna. Nie bedziemy sig przeto nad przedmiotem tym zastanawiali, zwlasz-
cza, e 1 sposoby dowodzenia pozostaja te same, a przejdziemy do rozwigza-
nia zadania o liezbie réznych klas, tych, o ktérych tylko co byla mowa.

. 80. Naprzdd zajmiemy sig tym praypadkiem, kiedy modul 4 jest licz-
by istniejges.

Wezmy pod uwage grupe zasadniczg

Wys Way « v vy Wa ‘ (1)

i wyrazmy przez nig n iloczynéw Aw,, 4oy, . . ., Aw.; otrzymamy n
rownan
A(l)] == (1, Oy + .« "I" Qi Wn y )

Awy == 3 0y + . . . F G20 ©n,
) @)

Aw, = Qny O + - + lpy Wn S

7 uwagi, ze wybér liczb (1) jest do pewnego stopnia dowolnym, i grupe
(1) mozna zastapié inng, byleby wyznacznik uktadu rownan liniowych, wyra-
zajacych nowe liczby, byl rowny ~~ 1; dobieramy grupe (1) w ten sposcb,
iz wszystkie wspolezynniki

bz

ds, Qa2

lezgce pod przekatng, beda réwne zeru.
Bedziemy tedy zamiast (2) mieli
Awy = a, o a5 wy -+ .. by 04,
Aw, = bywy =+ . ..+ by 0n,
3

e E—— - ——

Awy = fon wn. |

i
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Rugujge # tych rownan ilodei oy, wy, . . ., ., otrzymujemy rowna-
nie n-go stopnia, ktoremu cayni zadosé liczba 4, skad znajdujemy

N@A)=ab ... kwo,.
Wezmy teraz jakgkolwiek liczbe calkowity w,
W= o 4y wy . T wa,
i odejmijmy od nij dowolng wielokrotnosé liczby Aw’,,
w—h Aoy = (2, — L ay) oy + (2, — L ay) oy .o F (2~ ) 0n -
Dajmy liczbie !, taka wartos¢, aby réznica x, — I, a, zawarta byla
migdzy — 1 i wartoscia liczebna a,, oznaczmy dla skrdcenia wspotczynni-
ki z prawéj strony przez y,, 2, ..., a%; to
o—lhAdw, =1y 0+ 0+ .. . F 0. 4)
Odejmijmy od obu stron (4) dowolng wielokrotnodé liczby dw'y,
w =1 Aoy —l Aoy =y 0, + @ — L b) oy ...
o @ = b)) o,
i dobierzmy dla I, takg wartosé, aby roznica o'y — I, b, zawierala sie mie-

dzy — 1 i wartoscia liczebna 0,, nadto oznaczmy dla skricenia wspilezyn-

At

niki (@ — by by), ooy (@ — 1 ba) przez gy, 2%, ... 2" t0
w—1 Ay — Iy Ao’y =y, 0, F ¥y 03 + 2" 0, F . oo 2" wa
1 1 2 2 1 W 2 W2 2 Wy

Odejmujac nastepnie od obu stron pewna wielokrotnosé liczby Acw,
i rozumujac podobniez jak przedtem, dojdziemy ostatecznie do rownania

w—A{w, . Fhw)=mo Tt Y0, (5)

w ktérem wspolezynniki %, ¥y, « . . » Un beds sig zawieraly miedzy gra-

‘nicami

0§?h<(‘al)s Ogl/_,\/([}z), ---- 70§yn<(kﬂ);

(@), (by), ... preedstawiaja wartosei liczebne ilosel ay, by, ...
Réwnanie (5) mozna przedstawi¢ tak:

0= o b Ye0n (mod 4), .

10

Prace mutem.-fizyuzne B, [V.
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4 000000 P

skad wnosimy, ze liczba wszystkich liczh uniekongruentnych wedlug mod. 4
jest réwna liczbie liczb postaci

Y op o Yn Ons (6)

niekongruentnych wedtug mod. 4.
Lecz latwo dowiedé, ze wszystkie liczby (6) s3 niekongruentne wedlug

mod. 4.
W saméj rzeczy, roznica dwoch takich liezb ma postaé

EA T S o ("
() < (@), (2) < (B),evee NP

4

Na mocy (3), wszelka liczba, dzielaca sie przez A, otrzymuje sig ze
wzorn

2, (@ 0 .o F Gawn) - B (bpwg ~F - o baon) 4. - +znlew0n, (8

glzie @, ..., % oznaczaja liczby catkowite zwyczajue.

Widoczna jest rzecza, ie liczba (7), przy dotgczonych warunkach
codo 2, ..., %, niemoze byé wyrazong pod postacia (8).

Wazystkie wige liczby (6) s3 niekongruentne miedzy soba; a poniewaz
ich liczba jest

Hagly. . k=N,
2

przeto liezba wszystkich liczb niekongruentnych wedtng mod. 4 réwna sie li-
czebnéj wartosei N (4).

31. Przejdzmy teraz do drugiego przypadku, kiedy 4 jest liczbg nie-
istniejaca, 1 ograniczmy si¢ na przypuszczeniu, ze A jest liczbg jednorodny,

= (a, p).

Postarajmy sie przedewszystkiem znale$é wzér dla idealn J (4).

Niech  przedstawia jakakolwiek liczbe, dazielaey sig przez 4; to

znaczy, ze o dzieli sie wedlug mod. p przez a, czyli, ze stosunek

N =" W,

jest liczba calkowita .
Oznaczywszy przez « iy dwie liczby calkowite zwyczajne, czynigce
zado$é rownanin '

icm
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e —pey=1,
z dwdch ostatnich réwnan znajdujemy
w=0aQ+p Q, 1

gdzie Q1 Q' oznaczajy pewne liczby catkowite.

Odwrotnie, jezeli liczbom 21 Q' nadawaé bedziemy dowolne wartosei
catkowite, to wzdr (1) da nam liczbe, dzielacy sie przez A, gdyz obie liczby
alipe dziely sig wedtug mod. p przez a.

Wzbr wige (1) okresla nam ideal J (4), i mozemy napisaé

J(d)=a Q+tp Q. @)

Wrécémy teraz do gtownego zadania naszego,

Oznaczajac, jak w numerze poprzednim, przez w;, @y, - « « , W«
i, oy..., o, dwie grupy zasadnicze, z ktérych ostatnia jest dobrang
pewnym szczegdlnym sposobem, mozemy zalozyé

.

awy = o + Gw, + ... o,

by wy + ...+ by wn,
3 3)

a w'y =

,
a W= fn wp o )

Znajdziemy stad

N@=ph=ab ... k.
Uczyfimy nastepnie
ke = D,

o =p" Iy, by =p™hy, ..

gdzie Iy , . . ., h. oznaczaja liczby zwyczajne, nie dzielace sig przez p; mamy

my =y =

Znajdzmy teraz szerveg liczb zwyczajuyeh z,y, ¥/, ..., czynigeych

zadogé warunkom
2 ”’1 __I_ ?/ pa — pm,’
@ by oy Pt =P

LD oy e N o = i
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i oznaczmy dla skrécenia

z (@) + yp* o =0a,
2 (awy) 4 ¥ P ey = ay,
- (4
2D (a o) - y* 0 9wy = o ;
to
o =p" o+ ds 0y + .o Wy on,
0, = Pamy, Ao Ve e
(5)
a, == PPy

Wazystkie te liczby dzielg sie przez 4, co widaé.z (4), i latwo przeko-
naé sig, ze wszystkie liezby ideatu J (4) (2) otrzymujemy z wzoru

T SR S N
nadajg¢ wspélezynnikom oy, . .., @, wartosci calkowite zwyczajne.
Na mocy réwnan (3), rozumujae tak samo, jak w poprzednim numerze,
whnosimy, Ze liczba wszystkich liczb niekongruentnych wedtug med. 4 réwna
sie iloczynowi

pm‘ 17’”* . pm” — pa —_ i N (A) .

Otrzymaliémy wiec znown ten sam rezultat, co i w numerze poprzedaim.

32. Przejdzmy teraz do praypadku najogdlniejszego; niech modutem
kongruencyi bedzie jakakolwiek liczba idealna

a p

d=|p ¢

|7 v

Wezmy pod uwage liczby jednorodne
Ay = (o D), Ay = (N8 Ay =y, ),

i przyjmujac po kolei kazda z nich za modul, wypiszmy odpowiednie- grupy ze
wszystkich liezb niekongruentnych: 7 yo B
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Py, Tay ooy Fiy Gla mod. 4
Sy fa0 e S, ‘y, mod. 4,
by ly, ooty Mod 4
Jakakolwiek liezba o bedzie miala odpowiednia sobie grupe
Piy Sy f[,‘ (U
ktora sie okresla z warunkiw

w = (mod. 4,),
(@)

o =g (mod. 4,),
, (mod. 4;). I

=~

w =

Dwor réznym liczbom o 1 o’ wtedy, i tylko wtedy, odpowiadaé bedzie

* jedna i taz sama grupa (1), gdy one sg kongrnentne wedlug mod. 4, to jest:

w= o Wl 4).

Dowiedziemy teraz, ze dla wszelkiéj kombinacyi (1) zawsze znajdzie sie
taka liczba o, ktora bedzie czynila zado$é wszystkim warunkom (2).
Wezmy w tym celu nastepujace liczby:

4 dy=DBy, A d=D, 4 4=20,
ktove widocznie s3 wzglednie pierwsze; mozna Wiec zmalesé takie liczby

8y, 0y, 0y, dzielace sie odpowiednio przez B,, B, B;, ktire beda czyni-
1y zadodé réwnanin !

by A4 0y G = 1.
Mamy zatem
5 == 1 (mod. 4y), S0 (mod. 4,), & =0 (mod. 4,),
8, =0 (mod. 4,), 4=l (mod. 4,), ;=0 (mod. A3,

8, = 0 (mod. 4;), &= (mod. 45), & =1 (mod. 4,);

liezba wiec == 70y - s 8y -+t 8, cayni oczywiscie zado$é warnnkom (2).
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7 tego wszystkiego, codmy tu dowiedli wynika, Ze liczba - liczb niekon-
gruentnych wedtug mod. 4, réwna sig liczble grup (1), to jest iloczynowi
A ur. Leczna mocy tego, co okazano w poprzednim numerze, mamy

A= Ny, p=12DN(d,), »==HN(d),
zatem
Ipv=-4N(4)) N(4) N(4,),
albo
Apve=+N(4).
Tym sposobem dowiedliémy nastepujacego twierdzenia ogdlnego:

Twierdzenie. Liczba wszystkich liczb niekongruen-
tnych wedlug mod. 4 réwng jest liczebnéj wartosei IV (4),

33. Dla unikniecia podwéjnych znakéw zgodzimy sig tu pod N (w) ro-
zumieé liczebna warto$é normy w.
' anaczmy mrzez @ jeden ktorykolwiek z dzielnikow liczby idealnéj 4
i, wziawszy pod uwage uklad peiny liczb niekougruentnych wedhig mod. 4

0, a, ay, ..., ai, =N, (L

wybierzmy z pomigdzy (1) liczby, niekongruentne wzgledem siebie wedlug
mod, &,

0, ﬁl) ﬁz: ) ﬂj—l; =N¥@); (2)
otrzymamy uktad pelny liczb niekongruentnych wedtug mod. .
Z pomiedzy (1) wybierzmy jeszcze wszystkie liczby dzielace sie przez d,
0) Yy P2y - - 0y Pa—13

o oznacza liczbe takich liczb.
_ Iff\two zauwazyé, ze kazda z liczb (1) przedstawié sie moze jednym,
i tylko jednym sposobem pod postacia

an = Br 4 9. (mod. 4);
stad wynika, ze N (d)=ua N (d), wiec

el

Wzér ten dowodzi prawdziwosei nastepujacego twierdzenia:
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Ticzba liczb niekongruentnyelh wedtugmod 4 idzie-
lgecyeh sig przéz liczbe d, t.j. przez dany dzielnik liecz-

» s A
by 4, rowng jest N(T)

Dajmy teraz, ze stosunek A4:d jest przedstawiony pod postacig iloezy-
nu z czynnikow pierwszych, tak Ze

As=dam aps .. .5l

i rozwazmy wszystkie liczby dzielgce sig przez ¢ 1 niekongruentne wedlng
mod. 4, ’

0, 715 Pag oo o 1s ®)
Z pomiedzy (3) wybierzmy liczby nie dzielace sig przez dm,
Yie Yae e s Vs ©)
a z pomiedzy (4) iiczby nie dzielgce sig przez d o,

Y1 }'”21 L ] ?'”xuu <5)

i tak Qaléj, dopdki nie dojdziemy do grupy, ktéra skladaé sie bedzie z takich
liczb (3), ktove sig nie dziely przez Zzaden z iloczyndw day, detg,y - -+ 5 s,

YO, A 7D
Oznaczmy przez y, liczbg takich liczb w (3), ktére sig dzielg przez dy

przez i, liczbg takich liczb w (4). ktére sig dziely przez dmy, 1tak daléj
a2 nakoniec dojdziemy do liczby liezh w szeregll

R AN o

£i—1

dzielgeych sig przez drm, ktora to liczbe oznaczemy przez Y.
Mamy oczywidcie szereg réwnan

¢ =N (—f—l-), . 0
d
z =z -+ ¥
x = ¥y + Ya s 8)

Fir = T~ Yie
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Lecz v, jako liczba liczb niekongruentnych weding mod. 4 1 dziels-
cych sie przez dmy, wyraza sig wedlug (7) — nalezy tylko w miejsce d pod-
stawié dom,, | :

n=[L).

ERN

Wstawiajac tg wartodé w plerwsze z réwnan (8), znajdujemy

ﬁ=AF§)P“*F%TW o)

Liczba ., jako liezba liczb, niekongruentnych wedlug -mod. 4 i dzie-
lacych sie przez dm,, a nie dzielgeych sie przez dmy, albo, co wychodzi
na to samo, nie dzielacych sie przez dm, 7, — wyrazi sie wedlug wzoru (9),
w ktorym w miejsce ¢ nalezy podstawié¢ damy; mamy wiec

L[ A 1
yo= B ( dry ) (1_ N (7‘1)),

zaten

(. )

Rozumujac tak samo daléj, zﬂajdziemy analogiczne wrzory dla wy,. .
i nakoniec dla” z; ’ .

=) =) 0= )

Stad bezposrednio otrzymujemy
Twierdzenie. Jezeli m, my, ..., m oznaczaja wszystkie
liczby idealne pierwsze, wehodzace wsklad danéjlicadby
idealnéj 4, to przedstawiajac za pomocy znaku ¢(4)
liczbe liczb niekongruentnych wedlug mod. 4 i pierw-
szyeh z 4, mied bedziemy

@ (4) = N (4) (1 — "j\h’q(];x:)“) ...... (7\-]—(17-;—)—) )
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a liczba liczb, niekongruentnych wedlug mod. 4 i majg-
ecyeh najwicgkszy wspoluy dzielnik z 4 réwny 4, wyra-
73 sie wzorem
:L)
? ((Z .

Na tem koliezymy naszg pracg, w ktiréj uwzglednilismy tylko zasa~-
dy teoryl podzielnodei liczb algebraicznyel, ustalajac je na podstawie teoryi
wajwickszego wspolnego dzielnika; sadzimy, Ze, cel jaki sobie zalozylismy,
osiggniety zostal.

Petershurg, styczen 1893,
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