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Wyjmijmy z kazdego wyrazu czynnik (mT '+:1), to .

p=1 13— p-—a
f(w)=(wl +1) Ty ? Ao+ -5) =0 (mod. p) .

2

Stad okazuje sig, Ze Longl ueuoya / (), o wspolezynnikach (12) posiada
zawsze pierwiastki kongrueneyi - }

-1

z? =— L@od.p), " i

a w wypadkn, gdy pr&‘:z ('12) zachodzi miedzy wspélezynnikami zwigzek

0, 0,0,...,1, a;dg, 5 @yl !
2
0 0,0 c g gy gy lgy o v vy By—p
' T 737 1 == 0 (mod. p),
O3, 0, 0 3 e e , (p—b

t. j. gdy

1,0, Gay o v vy sy

spelniaja kryteryum Radosa, / (%) = 0 (mod. p) posiada takze pier-
wiastki kongrueneyi

»—3 -5

fc2+a1£2+... =0 (mod. p) .

+ s
2

Lwow w sierpniu 1892.

TEORYA PRZEMIAN I WARYACYJ KOLOWYCH
ZUPELNYCH.

PRZEZ

E. JABEONSKIEGO.

L

Metoda oznaczenia liczby przemian i waryacyj kotowych
z powtérzepiami,

1. Teorya przemian i waryacyj z powtérzeniami lub bez powtérzeh
Jest zupelnie znang dla przypadku, w ktérym wszystkie elementy (litery) skta—
dajgce uwaza sig za rozmieszczone na linii prostéj Tab ogdlniej wzdluz jakiéj-
kolwiek linii niezamknietéj; t&kxe przemiany lub war yacye Hazywamy prosto-
liniowemi. Gty zad przypuscimy, e elementy sg wypisane na ‘obwodzié '
kota lub na jaki¢jkolwiek linii mmkm@tej, wtedy mzemmny i waryacye na-

zywajy sig kolowemi, Pytanie oznaczenia liczby tych przemian i waryacyj

nie bylo dotyd, o {le wiem, rozwigzane, wyjawszy dla plzypadku w ktorym
nie.zachodzi powtorzenie jednego Iub kllku elementow Podam tu metode
elementarng rozwigzania ogélnégo tego pytania, zajme sig plzemlanaml a'po-
tem waryacyami kolowemi — porzgdek taki jest tu konieczny; w drugiej zas - ‘
czedel pokaze, jak mozna otrzymane rezultaty wyrazié we wzorach ogélnych.

) Autor podal tvesé téj prscy w Comptes Rendus Akademii paryskiej (kwwcwu
1892) i oglosit ju w Journal de Mathématiques, VIIIL, 1892,
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9, Proemiany koltowe. Przypadek w ktérym zaden element nie po-
wtarza sig, jest dobrze znany, ale przypomng go dlatego, bo to da mi moznosé
zastosowania sposobu rozumowania, ktory doprowadzil mnie do rozwigzania
pytania ogélnego, bedacego przedmiotem niniejszego artykulu.

Niechaj @, bedzie liczbg przemian kotowych o m elementach bez po-
wtérzefi; Qu— — takaz liczbg dla przemian o m—1 elementach. Jezeli za-
stosujemy najprzéd metode uzywang dla przemian prostoliniowych bez po-
wtorzen, znajdziemy

[ (m~1) [ (1)

‘Wazér ten rézni sig od znanego wzoru dla przemian prostoliniowyeh bez
powtdrzen

'-Pm:”Z Pm—l,

dlatego, ze m—1 elementéw rozmieszczonych na kole przedstawia tylko m—1
miejsc, a W kazde z nich mozna wprowadzié litere m-g, gdy tymezasem w roz-
mieszezenin prostoliniowem takich miejsc jest m.,

Z wzoru (1) otrzymujemy

Qn=1.2.8. ... (m—I)=(m-1)1,
lub

J )I)X

w="=

Metoda ta Wzorowana na metodzie przemian prostoliniowyeh, uzy wanéj
w przypadku przemian prostoliniowych, nie nadaje sie wtedy, gdy zachodzi
powtdrzenie jednego lub kilku elementéw; nalezy wige podjaé w tym razie
rzeez 7 inmego punktu widzenia, ‘ L

Wyobrazmy sobie przemiang prostoliniows prostg o m elémeﬁtach‘; ng-
piszmy elementy na obwodzie kota W porzadku, w jakim je czytamy od stro-
ny lewéj ku prawéj; bedziemy wtedy mieli przemiang kotows prostg z tych
samych zfozong elementéw. Jezeli' zamiast tozpoczynad czytanie od pierw-
szego ' elementu po stronie lewé], rozpoczynamy je od elementn Kktéregokol-

icm

wiek, postepujac zawsze od lewéj ku prawéj i powtarzajac caytanie od litery

pierwszéj od strony lewéj, gdy juz dosiggnelismy ostatniego elementn po stro-
nie prawéj, znajdziemy zawsze tgZ samg przemiang kolowsy, to — poniewaz
czytanie moze sig rozpoczié od ktéregokolwiek z m’ éleméntéw — kazda
przemiana prostoliniowa prosta daje m razy tez same przemiane kolows pro-
sta, skad ) ‘ ) : ‘

-Pm =m Qm .

Jest to zwiazek (2).

TREORYA PRZEMIAN KOLOWYCH. © 73

8. Poprzednie rozumowanie byloby blednem, gdyby czytanie jednéj
itéj saméj przemiany prostoliniowéj prostéj, rozpoczete od dwoch réznych
elementéw np. od pierwszego i od (p-1)-ego, dawalo jedne i tezsame przemia-
ne prostoliniows, poniewaz wtedy uzyta by byla pewna liczbe razy jedna i ta
sama przemiana prostoliniowa; nie byloby juz zatem prawdziwem twierdzenie,
ze jedna przemiana prostoliniowa, wzigta raz jeden, daje m razy tez same prze-
miang kolowsg. Ta okoliczno§¢ zachodzi mianowicie wtedy, gdy p pierwszych ele-
mentéw, po przeniesieniu ich w niezmienionem nastepstwie po za element osta-
tui, daje te samg przemiang prostoliniows, t. j. gdy uwazana przemiana pro-
stoliniowa moze by¢ podzielong dokladnie na grupy identyczne po p elemen-
tow. ‘Wymaga to najprzéd, aby p bylo dzielnikiem liczby m i nastepnie, aby
kazdy element powtarzal sig przynajmuiej m razy. Ta szczegélnosé nie za-
chodzi dla przemian bez powtorzen.

4. Uwazajmy teraz przemiany prostoliniowe z powtérzeniem, Niechaj
elementy
a b6 ... 1
powtarzaja sig odpowiednio razy

o fyy.. .4,
niechaj

at+p+r+...Hri=m.

Liczba przemian jest, jak wiadomo, réwna

1.2.3....a.1.‘l..3....ﬁ ..... i1.2.8....4
b

al pl.. 41

Zbadajmy najprzod praypadek, w ktorym o, f,7 ... 2 nie majg inl}e—
go wspélnego dzielnika préca jednofel. Wtedy, jak w przypadku p.rzgmum'n
prostych, jest rzecza niemozliwg, aby przemiana prostoliniowa podzielila sie
na grupy identyczue,fco by byé moglo tylko wtedy, gdyby kazdy element
w kazdéj grupie mogl powtarzaé sig jednakows liczba razy, a to wymag‘ra}ob'y
waranku, aby «, f y ... byly podzielne wszystkie przez liczbg ca}k9w1ta, ré-
zng od jednodci, co sprzeciwia sig zalozeniu. Wiynika wiq'c st@fi, ze W tym
przypadiu liczba przemian kotowych z temi samemi powtor.zel?lam.l réwna
sig m razy zmniejszonéj liczbie przemian prostoliniowych, t. j. liczbie

(m—1!

Tl gyt A
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5. . Zaloamy, 7e a, B, v . " ma,j‘a‘, tylko jeden‘d‘zielnikw’spyélny‘a, kto-
ry jest liczba pierwszg; liczba ta’jest oczywidcie dzielnikiem i sumy m.
Niechaj
a=q; &, B=p dy y=p, d&,.. ., i=d d, m=m; d.

Ogo6l przemian prostoliniowych daje sie tu podzielié na dwie i tylko na

dwie kategorye. Do pierwszéj nalezs przemiany prostoliniowe, nie dajace

sig podzielié na grupy identyczne po m, elementéw, do drugiej te, dla ktérych
ten podzial jest mozliwy.  Niechaj @ bedzie liczbg pierwszych, @, — liczbg
drugich, wtedy oczywiscie

_ il
Q= al Byt A
Dla 6t1'zymania Wszylstkich przemian prostolinioWyéh drugiéj kategoryi
do$¢ uwazaé te, ktdre stanowia jedne z grup, a wiec

_ !
0= VAT A
Te dwa zwigzki dajs Q1 Q. Kazda z Q przemian prostoliniowych
pierwszé] kategoryi daje m razy tez sams przemiang kolowg, a kazda z @,
przemian drugiéj kategoryi daje m; razy tez samg przemiang; liczba wiee
szukana przemian kolowych z powtérzeniami bedzie

Q 9

" my

Kazda z czefel sktadowych t&] sumy musi byé oczywiscie liczbg calkowita.

6.. Dajmy, ze o, §,...1 maja dwa czynniki wspélne d1id,, bedace
liczbami pierwszemi. Niechaj

a=ay d, B=pd,. R l=}~kl d, m=m d

a=ay &y, B=fydy, ...., =l dy, m=m, d,

a=ay ddy, f=PFy ddy, ..., A=) dd; , m=my dd, .
Ogét przemian prostoliniowych skladaé sig bedzie z czterech kategoryj:
1 prz.(émiany, n'ie dajace sig podzielié na grupy identyézne ani-o m,,
ani oy, ani o m; elementach; ich liczba niechaj bedzie @;

2) pf"zefnie.my, dajace sig podzielié na grupy identyczne po m, elemen-
tow i nie mniej; oznaczmy ich liczbe przez @, ;

P
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tow i nie mniej; liczbe ich oznaczimy przez @, ; :

4) wreszcie takie przemiany, ktére daja sig podzielié na grupy identy-
czne po My elementéw inie mniej; liczbe ich oznaczmy przez Q,.

Bedzie oczywiscie:

3) ‘ przémiany, dajace éig podzielié na grupy identyczne po m, 'elemen-

m!

O+ &4 &+ =7

Jezeli zamiast o, f,...1 weimiemy o, B;,...,%4, nastgpnie
Gy Pay v 1Ay, WrESZCIE 03, fy,. .., 4, I powtérzymy to samo rozumowa-
nie, znajdziemy

0 0, = ity !
1 h @ = al b4
iy | B
Q2+Q3"‘ al Bl .. L gl ’
o !
O = al Bl o AT

Te cztery iwigzki okreslaja liczby @, @, @y, Qs, & szukana liczba
przemian kolowych z temi samemi powtérzeniami bedzie:
Q L9 @ &
“m + My + My + my
7. To, co poywiedziano wyzéj, wystareza do zrozumienia me_tody,' prze-
chodze zatem do przypadku najogolniejszego. Niechaj 'du‘ l')qdzm qajwlgk-
SZym wsf)élnym d’zielnikie'm liczb a, By, .. 4 1 mgcha.) .l,.d., dg,’. R
v sy ooy dy bedg wszystkie dzielniki liezby du, & j. dzielniki wspilne
liczb o, B, ...4. Poldzmy

as=ay by, B=Py dyr o ooy A=Ay dy, M=, dy .

Mozna zawsze dzielniki liczby d, uporzqdkowaé w ten spo§6b, ably
liczba d:,; nie nmiaka juz zadnego” dzielnika w szeregit d‘zmlmk.éw. h'czby y
o skazniku wyZszym od p; wiemy nadto, Ze ni¢ moze mieé ddzxelmkpw po 7a
tym szevegiem, skad wynika, ze wszystkie dzielniki lczby A znajduja sig
pomiedzy temi dzielnikami liczby dn, ktérych skaznik jest véwny p lub od
p WYZSZY . . e y
' Pr}zy takiem zalozeniu mozna ogol przemian prostohmowych podzielié
na tyle kategoryj, ile jest dzielnikéw liczby d,; a kazda kategorya chara-
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kieryzuje sig tem, Ze przemiana prostoliniowa do niéj nalezgca . moze byé po-
dzielona na d, grup identycznych o m, elementach inie mniej. Niecliaj Q@
bedzie liczba przemian t6j kategoryi. Dla oznaczenia n -1 liczb @,,
bedziemy tedy mieli uklad » -+ 1 réwnan nastgpujacych:

!
QrU+Qt Qb+ Q= —

0= !
G Qb+ Qo=
L
Dt Gt Q= al By Al
11!
Y= TR

d; jest jednym ktérymkolwiek z dzielnikéw liczby .gl , & jednym ktorym-
L

kolwiek z dzielnikéw liczby %’-’- , it.d.

Réwnania te okreslajg Zuﬁelnie niewiadome, poniewaz wyznacznik ukka-
du redukuje sig do przekatnéj gtéwnéj i jest vowny - 1.

Znajac te liczhy, znajdziemy bezposrednio szukang liczbe przemian ko-
lowych z temi samemi powtdrzeniami, mianowicie:

Q QI Q2 Qﬂ Q"
7+E+E+...+m+...+—~-

m,

gdzie kazda z czesei skladowych sumy jest oczywiscie liczbg calkowity.
Pytanie nasze jest zatem zupelnie rozwijzane; zobaczymy nizéj, jak
otrzymamy rezultat daje sig wyrazi¢ za pomocy prostego wzorn

8.  Waryacye kolowe z powtdrzeniami.
prostoliniowe, t. j. grupy o m elementach, dajgee sig utworzy¢ z p elemen-
tow a,b,¢,...,1, rozmieszezonych na prostéj, z ktérych kazdy moze byé
powtirzony az do = razy. Tu kazde dwie grupy réznig sig, albo po-
rzadkiem, albo wyborem elementéw. Te waryacye mozna rozlozyé na prze-
miany z powtérzeniami o m elementach.

W tym celu rozwazmy WSZy!
tnich i réwnych zeru réwnania

Uwazam najprzéd waryacye

stkie uldtady rozwiazan catkowityeh doda-
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at+pg+y+.. . Fr=m

ie liezb a, B, 7 . .. A jest p. Rozwigzania te nazwijmy skc?z'mka'nn. )
aaie ll’lfzy;jm;ljini}y za rozwigzania tylko uktady réiine t. j. tf%k_u?,' ktore nie da-
jg sig otrzymad jedne z drngich przez prostey’ p.rz’emla..nez skazm.kow.d ot
Niechaj % <<p bedzie liczba _ skazmkov&( jednego ukh:xl 1, t11 o
wnych zeru. Biorg & liczb z pomigdzy -p hczb’ a,b,¢ ‘- '1 i _e::;fwsz%
wszystkie przemiany z powtorzeniami tych k elementéw, z ktmyf:; p_le G 31
powtarza sig o razy, drugi g razy it. d. . Powtarzam.to samo dzm. aﬁ'le | 3 '
samym ukladem skaznikéw dla wszystkich waryacyj progtych‘, Ja;; klie rzge ¢
otrzymaé z p liter, biorge je po I, 1 otrzymuJ.Q w t'el} §posob wszy‘s:. émft -
miany, odpowiadajgce temu samemu ukladowi skaznﬂ{ow;.’ga one rozn y
ko wtedy, gdy wszystkie skazniki nwazanego u?dadu 83 10z1}e. N
W tym przypadku calkowita liczba przemian tak utworzonych, odp

‘dajacych temu samemu ulladowi skaznikéw, jest

m!
pp—=1)...(p=k+1) . Ay s

Tecz gdy skazuiki ukladn dziely sig na ¢ grup, a mlanowicie
iy, Gy, -~ ., g grUP réwnyeh, tak, ze
il a =k,

Wtedy dla otrzymania catkowité] liczby przel.nia,l} kolowych‘ réZn.ych 0211:;‘;\;12;
daj@c);ch uktadowi skaznikéw, trzeba podzielié hczbg poplzedmo it )
przez iloczyn 4! dyl . . . 4!, o doprowadza do wyrazenia

1!
p-1... (p=k+1) 7 .
AR al Bt 4L

.  asnilebw 1 dodaiac
Obliczajac to wyrazenie dla kazdego z rozny.ch ukla,d'év sk&ﬁn;ko‘zv ;éioz ea;{)ia;_
otrzymane liczby, znajdziemy liczbe wal“ya,cyj_ I;rosltolt)n;zwyc D
i t. 3. waryacyj zupelnych z p elementow waig yeh p e
e ‘]—Eﬁs\j\:g toygpralzﬁdzié. ‘Wiemy, Ze taliczba jest p™. Jezeli rozwiniemy
potege
(@4 0dofo

j 6 rozwiniecia przy za~
to suma poprzednio utworzona jest suma wyrazow tego rozwinigcia przy
tozeniu

a='[)=_.—(:==...=~‘l=1:

§ i iniecie sprowadza sie do-
albowiem wszystkie wyrazy stajg sig rowneml 1‘, rozwm;gcxe Sprowa g
liczby wyrazéw roznych a wyrazenie nierozwinigte do p™.
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Przy tem zalozenin moZemjr dla danego ukladu skaznikéw przejsé od
przemian prostoliniowych, utworzonyeh z % elementdéw wzigtych z pomigdzy p

danych, do przemian kolowych z tych samych elementéw, z temi samemi po-

wtdrzeniami i oznaczyé.ich liczbe.. Mnozge tg liczbe przez

p=1).. (p—k+1) "
BAT T R

bedziemy mieli liczbe przemian koiowych o tych samych skaznikach utwo-

rzonych ze wszystkiemi elementami; dodajae nakoniec rezultaty odpowiada-

. Jace wszystkim réznym uktadom skaznikéw sprawdzagjacjm réwnanie )
I atpd. .ty =m,

znajdziemy eatkowits lidzbg waryacyj kolowych zupelnych.

II.

Wzory ogélne.

Niechaj o, 8, ..., 2 beds skazniki

pewnéj przemiany, D ich najwiek-
szy wspdlny dzielnik, Polozmy . '

’

e=dD, p=4D,... ,A=1D
gdzie liezby o, f,..., ¥ sa wzglednie piei;;vsze, oraz
o et 4. . A=me=mD.

Poléimy dla kazdego n:

P(n)=— (m’ n)!
R T

- Widzieliémy w1, zegdy 4, jest jednym z dzielnikéw liczby D i gdy
0ZNACZYMY przez Q (‘[Z liczhe  przemian 'pfostollinidviiych o “skaznikach
a B, dajqcyc_h sig podzieli¢ na d,

, grup identycznych i nie wiecej niz
0 (m’ T) elementach, to:
?

_lom®
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Su2)=ra

gdzie suma. po lewéj rozcigga sig na wszystkie dzielniki liczby .D, Wliczaja%e
w nie 1 i D. Ogdlniéj, gdy » jest jakimkolwiek z dzielnikéw liczby D, bedzie

n

2‘ Q (%) :—-_‘P (n), ()

1
gdzie suma rozciaga sig na wszystkie dzielniki d, liczby D, bedace zarazem
dzielnikami liczby n, wliczajae w nie 11i#.
Liczba przemian kotowych o skaznikach o, 8, ... 2 jest

m , .
poniewaz 1, = T przeto ta suma réwna sie
»

D
1 D
w20 (Tp ) &
Con

gdzie suma rozeiaga sig na wszystkie dzielniki d, liczby D, wigczajae W nie
1iD.

9. Pan C. Jordan wskazal mi uzytek, jaki dla rozwigzania tego’ Py-
tunia, ktorve ponizéj jeszeze uoginiam, mozna wyciggnaé z nastgpnego ogolne-
go twierdzenia z teoryi liczb. o o

Jezeli przez a, b, ¢ . . . I oznaczymy wszystkie dzielniki pierwsze i ré-
zne od siebie liczby calkowitéj = i jezeli

"

L R @) =8 ),
1

gdzie suma rozciaga sig na wszystkie dzielniki d, liczby n, wiaczajac w nie
1imn, itakie

S R@)=8@
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gdzie & jest jednym z dzielnikéw liczby =, d, za$ jednym z dzielnikéw licz-
by », ktére sg zarazem dzielnikami liczby d, to bedzie:

R('n;:S(n)——Z (7Z)+Z (ab) Z (aquc)_}—’

gdzie sumy rozciagajg sie na kombinacye pojedyficze, podwdjne it. d. liczb
a, b6 ...yl
Szukajmy funkeyi B takiéj, aby bylo S (n) = n; a wige

J’(az__n—En + Euba

lub

BRm=n (1 --2%—+2%~2&+...),

2= )= 3= 3

R (n) = ¢ (n)

gdzie ¢ (n) jest funkeys dobrze znana, wyrazajacs, ile jest liczh wzglednie
plerwszych z liczbg % i od niéj mniejszych.
Mamy wiec.

Tnb

Z @ () = n
1

i takze
&
doed=d,
1

gdzie d’ jest jakimkolwiek z dzielnikéw liczby d, .

10. Przy takiem zalozenin szukana liczba przemian kolowyeh moze
by¢ napisana pod postacia

&,

+3[e(2)S v e
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glzie d' jest jednym ktérymkolwiek z dzielni

golwiek z dzielnikéw liczby D. TLiczba d' mozlzogzhy;ﬁ)nglg viflsz;:sklf; 01‘737;? :
tofei dzielnikéw liczby D i moina uporzgdkowaé wyrazy t&j sumy wedtn,
wartodel, jakie przyjmuje ¢ (). Szukajmy grupy wyrazéw, odpomadajacyc%
oznaczonéj wartofel liczby d'. Poniewas dy jest wielokrotnoscis liezby d',
polézmy wiec:

dy =ed,
gdzie ¢ jest liczby catkowita; liczba catkowita ED— staje sie tedy rowng
'p
D 1

d &

a wige ¢ jest dzielnikiem liczby calkowitsj dﬂ’ ktorg oznaczymy przez §.

Odwrotnie kazdemu dzielnikowxehczby & odpowiada wyraz majacy ¢ ()
za czynnik.  Suma takich wyrazow jest tedy

e
5
a 2
o (d) Z Q ( B )!
1
pray wwzglednienin zas zwiazka (o) :

@ @) P (d. (@5 =1)

‘Wynika stad nastepujace proste wyrazenie liczby szukanéj:

™ 2 P0)p(d) (@8 = D)

gdzie swma rozcigga sig na wszystkie dzielniki d liczby D, whiczajac w nie
11D { pumigtajge, ze ¢ (1) = 1. Stad mamy

Twierdzenie. Tiiczba przemian kolowych elementow
roznyeh, powtarzajgeyceh sig odpowiednio a8, ...,2
razy, jest :

n
1 D
A (—) @ (), em=1,

4

gdzie mema-l-f4...+2; D jestnajwiekszym wspol-

nym dzielnikiem liczh a,f,...4; d jednym z dzielnikow
6

Prace mutem,-flzyeene, T, VI
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: Dy .
liczby D, wiaczajac wnie 11 D. Wreszcie P(T) jest

liczba przemian prostoliniowych tych samych ele-
mentow o skaznikach

Wynika stad bezposrednio dla waryacyj kolowych p-¢j klasy z m ele-
mentéw réznych.

Twierdzenie, Ticzba waryacyj kolowych zupelnych

p-4 klasy o melementach réznych jest:

n Bl ..

1 op@—=1).. . (—k+1) < ﬂ_) _
_SZ_@_#__M___ S P e@, so=
1

gdzie suma Srozcigga sig na wszystkie rozne uklady
rozwigzan calkowitych dodatnich rownania

at+pg+ ... F1=m;
koznacza liczbe skaznikow nierdwnych zeru w je(}n}lrm
uktadzie, n—najwiekszy wspélny dzielnik skaznikdw
tegosamego uktadw wreszecie liczby 4,%,...,%, kto-
rych sumajest k, oznaczajg ilejest wiymsamym ukia-
dzie skaznikéw o warto§ciachréwnyech.
W przypadkun szczegdlnym waryacyj kolowyeh prostych mamy
k=m g =i=...=¢4 =0, i{,=m, n=1,

a wiec liczba waryacyj kolowych prostych p-éj klasy z m elementow jest

1 1 w
D (p—=1) ... (p—m+1) lub Y 41

glzie 47 przedstawia liczbe waryacyj prostoliniowych prostycl, co latwo
sprawdzié bezpodrednio.
12. Uogdlnienia. . Potézmy w ogdélnosci

k3

® Saly=rw,

1

icm®
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gdzie 4 jest jednym z dzielnikéw liczby =, ktéra sama, jest jednym z dzielni-

o . Dy . .. A
kéw liezby D. Liczby @ (7) e maja juz znaczenia specyalnego, Wyzéj im

nadanego, a sa poddane tylko warunkowi, aby byly oznaczone dla kazdéj

wartosei liczby d.  Co sig tyezy liczb P (n), sa one okreslone za pomoca 16-
wnodei (5)

Dajmy, ze chcemy obliczyé wyrazenie
D _D
S alg)e
1
gdzie ¢ jest licaby zupelnie dowolna.
Szukajmy najprzéd Q takiego, aby byto

¥ (ﬁ —
s @ a)="
13
Stosujac powyzsze twierdzenie ogolne z teoryi liczb, znajdziemy

QW=W@~%@_%y”@_%,

gdzie @,0,c...l s dzielnikami pierwszemi liczby » réznemi od siebie.
Oznaczmy liczbg po prawéj przez o (n). Dlat=1 znajdujemy ¢, (n)=—¢ (),
dla t=0 przy n=1 bedzie ¢, (n) = 0, lecz dla n = 1, nalezy przyjaé
zawsze ¢:(1)=1 dla ¢ dowolnego. Przy takiem zatozenin znajdziemy, jak
Wyzéj,

{d jest duielnikiem liczby #)

So2e=SrDrw. o

Dowolnos¢ w wyborze funkeyi Q pozwala z t6j rownosei ogélngj wy-
prowadzi¢ mnéstwo zwigzkow, z ktérych zbadamy niektire.

13. Postarajmy si¢ najprzéd znales¢ zwigzki pomiedzy funkeyami
@i (n). Polézmy w tym celn

@l =cti) -

gdzie 6 jest dowolne. Bedzie

Seff)a=3afd)r =0 SafF)e
1 1

1
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Tub
Sel@)e=r3r(Z)n

7 drugiéj strony, kladae

=3 e[

1

bedziemy mieli
D I n
Sa ([—ll)) g=3 P’( )qg, @=0 3P (’f‘z)‘) oo (d)
1 1 1
lub
D n
2 P (8) g (d) = D 2 P (9) prs (4). @s=n
1 1

Lecz mamy takze '

jest dziclniliem Vezby D)

)
& ' jost dai
— ’ (d' jest dziclnikiem liczby &, ktdra
ro=Nofs) Cnmmm
1

lub
o= a2) (5] =0 3 a[2)
t i

lub przez wzglad na (y):

8

Po=0 P[5 @.

1

Otrzymamy wige rowno$é zasadnicza
n D D
DI PO e @ =38 P @] o@)
1 1 1

(@d=d =D i d'¢=235)

Uporzadkujmy strone druga wedtug wartodei P (8), gdy ' prayjmuje
wszystkie wartodel dzielnikéw liezby D.  Jezell uczynimy
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bedzie

wiee d’ j_est dzielnikiem liezby d, i odwrotnie kazdemu dzielnikowi &' liczby
d odpowiada po drugiéj stronie wyraz w P (8); bedzie zatem

n o
ol Zp (8) @iy ((Z):Z [P(a) 8% d® g (d) <Pt( :)]

Rownosé ta ma miejsce nietylko dla liczby D, ale i dla jéj wszystkick
dzielnikéw, wnosimy stad, ze

a

Db g (d) = E & &% gy (d) @ (—;f7> R (@ jest dzielnikiem liewby dy
1

Iub

Pe-t fl)~\‘ (——) P- e(fl)fpr( =) -

1

d
Lecz 7 jest takze jednym ktorymkolwiek z dzielnikéw liczby d, a wiec na-
koniec

() = X &0 i (6) s (—q:—) ,

1

gdzie suma rozeigga sig na wszystkie dzielniki = liczby catkowitéj n, wiacza-
jac wnie 1in.
Skazniki ¢ i 6 sg dowolne, lecz nalezy pamietad, ze dla =0 lub 6=0
@, (¢) jest zerem, wyjawszy dla e=1, w ktérym to przypadku jest jednoseis.
Dla 6 = — 1 mamy

%

P () = 2 ep(e) @ (—?z— )

1

skad widzimy, Ze mozna q; Wyrazié za pomoca sum zaleznych tylko od ¢y,
jezeli't jest liczha catkowity dowolng .
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14. Aby wskazaé drugie zastosowanie naszéj teoryi, uczyimy

Q ny __ 1 (@ dowolny dzielnik liezby 2, ktéra jest
4/ dzielnikiom liozby D)

wtedy
P(n)=N @),

gdzie NV jest liczbg dzielnikéw liezby #; bedzie zatem

ZQ(g)d‘:EN(é)‘Pt(d)’ @s= D)

1
Iub

D

=N e (d)

1

Strona pierwsza jest sumg poteg ¢-ych dzielnikéw liczby D; suma ta wyraza
sig pray pomocy liczb Ni . Dlat=1 bedzie

D D
2 d:EN(a)qg ().

Niechaj w szczegélnodei D —a=, gdzie a jest liczby pierwsza, « liczba
catkowity; wtedy d = a«, gdzie o' przyjmuje wartosei 0,1,2,...a; a wiec

aots — |
& —1

Zfl"":1+a+...—}—a“:

@ () = a (1 - %)

N@)=N(e*)=a—d 1,
proez o' = 0, a zatem

a'=a

astt — 1
e :a+1+2 (a—}—l-—-a')(b""(l-—%—) .
al=1
. Réwgoé(} ta ma miejsce dla jakiéjkolwiek liczby pierwszéj o i calkowi-
t8] a, a wiee i dla dowolnych liczb a i a: jest to tozsamoss algebraiczna.
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15. Mozna w ten sposéb z powyiszych wzoréw ogélnych wyprowa-
dzié mndstwo tozsamosci; dodam jeszcze, ze wzory wyprowadzone z uwazania
dzielnikéw liczby D utrzymuja sie, gdy liczbe D zastgpimy wielomianem cal-
kowitym ze zmienng =, ale nalezy wtedy uczynié réwnym jedno$ci wspétczyn-
nik przy wyrazie najwyzszego stopnia, nietylko w tym wielomianie, ale i w je-
go dzielnikach. Wynikaja wtedy z powyiszych wzoréw rozmaite prze-
ksztalcenia algebraiczne, w ktérych funkcye @ nie majg juz tego znaczenia
o w arytmetyce, ale forma ich utrzymuje sig bez zmiany.

Paryz, 1892.
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