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n (n—1) (n—2) (n—38) (n—4)
1.2.3.4.5

Liatwo zauwazyé, ze z rownan (3) i (4) podobng droga moina otrzymadé
tozsamodciowy uklad z uktadem (8) dla ilofei s, Aoy, Aoy, Ao, Asys
z ktérego podobnie wyplywa

Aot Aoys Aoyt Ayt Aoy = Ayt At As b Aw i As - (10)
Przez pordwnanie zwigzkdw (9) 1 (10) otrzymnjemy

-Aw‘ : AJ,I[ H Al,l : A-l;m . .:J.],,- = -A~2,i : Az,l; H A",l : AL’,m : f-I-Q,r )

co jest, wogéle, niemozliwem. Wniosek stad, ze koniecznie musza zachodzid
nastepujace rownania:

Al=A3=A:1:A:1=;\n=O (11)

czyli, ze uktad (8) jest nieoznaczony,

Rownania (11) przedstawiajg jeden nklad warunkéw calkowalnogei dla
réwnania (1). Kombinujge skazniki 4 &, I, m, » przy réznych ieh warto-
Seiach 1, 2,...,n, otrzymamy wszystkie pozostate uklady warnnkéw cal-
kowalno$ei. Sposoby calkowania réwnania (1), posiadajacego dwie catki,

wylozylem w dodatku do , Zbioru praykiaddw i odpowiedsi na Twadratiry rd-

wnath rdimiczlowych 1.

Plock, w pazdzierniku 1892 r.

) Wydanie z zapomogi kasy imienia J. Mianowskiego, Warszawa 1892 r.
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Konig i Rados z Budapesztu ?) podali nastepujacy warunek ko-
nieczny i dostateczny istnienia pierwiastkéw kongruencyi

Wyt oy ot @y et 4. - =0 (mod. p) (Ly
gdzie oy, @'y, @y, . . . , &, 53 liczby catkowite (dodatnie i njemne), a p jest
liczbg pierwszy:

1. Kongruencya (1) sprowadzona za pomocy zwigzku zP—! —1=10
(mod. p) do formy
@ (@) == by wp=2 b 22— + .. .+ bye =0 (mod. p) (2)

posiada wtedy przynajmniéj jeden pierwiastek (<< p), gdy wyznacznik

Yy Temat 6] krotkiéj rozprawki jak réwniez zachete do jé&j opracowania zawdzigezam
memu szanownemu Prof. D-rowi J. Puzynie, wktorego éwiczeniach matematycznych
w roku szkolnym 1891/92 teoryg liczb sig zajmowano.

2) Zur Theorie der hoheren Congruenzen, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, XOIX, str. 258 —260.
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bo 3 bl 9 bz 1ty bn—&y 7)1:»—2
byy by gy ooy by by
B=|": : © | =0 (mod.p). 3)

[1,;«3, b,l—'ﬁy ()o L) bﬂ—‘57 bl“4

Dyss bos iy o ooy Dpets Bya

W razie n<<p — 2, mozemy kongruencya (1) dopelnié wyrazami
o wspélezynnikach podzielnych przez p (lub == 0) az do stopnia p—2, tak,
ze tylko z kongruencyami stopnia (p—2)-go mieé bedziemy do czynienia.

Gdy w wyznaczniku B wszystkie podwyznaczniki pierwsze sg
== 0 (mod.p), to ¢ (x) =0 (mod. p) posiada dwa liniowo od siebie w zna-
czeniu kongruencyi zalezne pierwiastki. :

Procz kryteryom Radosa istnieje jeszcze inne podane przez Sch -
nemanna a mianowicie.

II. Gdy
eW.-9@...0@-1)=1 @ — 1) (medp), (4)
glzie @ (1) . ¢(2) . .. @ (p—1) jest widocznie funkeys symetryczug
liezb 1,2, ...,p—1, a o, sg pierwiastkami réwnania ¢ (z) =0, to

@ (@) = 0 (mod. p) posiada pierwiastki.
Gdy ¢ (z) = 0 (mod. p) posiada przynajmniéj jeden pierwiastek (<< ),
to w zwigzkn (4) po lewé] stronie jeden przynajmniéj z czynnikéw

o), Ai=1,2...,p—1

musi by¢ == 0 (mod. p). Wtedy juz i caly iloczyn @(1).@(2)...¢(»—1)

= 0 (mod. p), i prawa strona zwigzku (4) musibyé podzielng przez p, a stad

wynika, ze kryteryum Schionemanna da sig takze wyrazié kongruencya:
] II (=" — 1) &= 0 (mod. p) (5)
=1, 2,0 0,

Majge kryterya IiII udowodnimy, ze kazde z nich jest tylko
inng tormg drugiego, ¢czyli inaczéj, e oba kryterya wyra-
zajg jedno i to samo.

Wyznacznik B przedstawil Stern ) nastepujacym iloczynem

1)  Giinther, Lehrbuch de Determinantentheorie, str. 84.
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. 1/—-22
B=IL(b ot b+ by ... a1, ) ; )
a jest tu plerwiastkiem pierwotnym réwnania
27— 1=0,

HPomnOZmy kongruencys ¢ () =0 (mod. p) przez takie y, (co jest
mozliwe, gdy zakladamy 7, plerwsze wzgledem p), aby

by y =1 (mod. p)

i zastapmy wszystkie by y przez reszty najmniejsze (dodatnie), to kongruen-
cya (2) przybierze postaé

f@)=ata e 4. . Jag,_,=0 (mod. p). ]
Warunek Radosa w zastosowaniu do téj kongruencyi ma postaé:
1, Ays5 Ggys v vy -3y Oy—s
D= Oy Gy vy Gyla, ] =0 (mod. p), 8)
Qp-2, 1: Gy vovy Gy, Ap—3

czyli na podstawie (6):

n—2 —3 :
D :_L{}(l-kal ot a4 a-D g, ) =;}I{/ () =0 (mod. p). (9)
A= =
gdzie
g@)=1Ga"m+a* a4 ... 4 aedg, ,.

Pierwiastkami réwnania / (z) = 0 niech beds

@1y Qay » v vy Qo2
Poniewaz
& =—3o0 »
Gy =  Xo o0,
Op—2 ===~ Q1 Q2+ + - Op—2»
przeto .

Prace matem -fizyczne, T. IV, 5
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14 atay 4+ a%ay 4. .. 0D gy g =

=] —a* X “+a* X o Qg —
P2

— oM~ o 0y . .\ Oy =/1;]1 (1 — a* o) -

Stad, uwzgledniajac (9), mieé bedziemy :

: -2 p—
D="T""T (1 — a* ¢:) =0 (mod. p).

2=0 h=1
Mnozge D przez (—1)%»—! i zmieniajac wzajemnie 72, otrzymamy:

D= pI_I pf[ (a* gi — 1) = 0-(mod. p),
h=1 A=0

(10)
D="TI (g~ — 1) == 0 (mod. p);
=1

76 za$ ta kongruencya jest identyczng z (5), wige twierdzenie nasze jest
udowodnione.

Przyjmijmy, ze z naszych possukiwan wylaczamy pierwiastki o warto-
gciach 4 1 lub — 1, ktorych istnienie odrazu poznaé mozna, Gdy bowiem
£ (x) = 0 (mod. p) posiada pierwiastek ==+1 (mod. p), to widocznie byé musi

14a +a 4. ..+ @ =0 (mod p),

a pierwiastek = — 1 (mod. p) wskazuje kongruencya

1—a 4 ayg— a3 +...— =0 (mod p).

Do kryteryum zatem, wskazumcego pier Wld.Stkl rézne od —|—- liod
— 1, dojdziemy w ten sposéb:

W wyznaczniku (8) dodajmy elementy wszystkich wier s7y do wiersza
ostatniego i odejmijmy kazdy pion nastepny od poprzeduiego, to otrzymamy

(1—”1 )a
(o —t5), (ay—ty), (AGg—0a,), ...

(‘?’2“27'3)1 (ay—ay), (a,—a5),...,

(a‘l_a’é): (“2—[‘3), ey (“l’—jll—a1'~2)7 -2
ap—e—1), 1

. 1—a 0
D=(1+a,+..+a—) (- 1) '
<ap-}5;‘j‘ﬂﬂi 2)1 (“}’—2—‘1 )1 (1'—“1)7 SRR} (“}1 —~5 4)’ y—4
0, 0, 0, vy 0, 1

ir:m©
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(1 '"'“1): : (“1;%), (“2—“’3 )7 Tty (a'1>—-4—“p—-3): (aﬁ'—3~“ﬁ-3)
(al _a2)’ e (a2'—a3)v. < (a’:i Tai)v “rea (%‘*3 ap—2)7 (“}1- '—1)

=0+a+...+ a?,_g) (@2—.‘“3)’ s —ay), . .(“4“!155), .'7.,((1},_2—‘—‘1.), : (1—a,)

(“1!—4*‘%- 3)7(”1‘—5}_a21—-2), (ay—o—1),..

(1_a1)7

i3 (ap—T—ay—-G ), (“p —6_‘“11—-5)

(al’ -3 ‘—[6}‘_2),([1” -1 )1

o+ (5 5}, (@p—5—0p—s)

Dodajmy elementy wiersza 1, 3,5,...

, (p—4)-go do wiersza ostatnie-
go, to:

= (4o ta+.. . ta) (l—g+a—...— Oy -2)

(1”“Q1)a s (), ' (4g—aty), . . ., (Op—s=0p—3), (tp—3—0y—2)

(al-—.—ag), (g —aty), (t3—ay), « . .y (Gyms—tp_s), (ap—e—1)
<| b N ,

(@ymt—tyt), (s tiyms)y = e (it o)y (dy—s—tip5)

1, —1, , —1, 1

Dodajmy kazdy pion do poprzedniego, a nastepnie zredukujmy ten
‘wyznacznik na nlzszy 0 Jeden stopien, to bedzie:

= (14a,+a,+... +(&)._z) (1,—(¢1+a,— )

(1—ay), (t—ay), (@—at,), ..., (Cp—s—0y—5); (Gp—s—0ly—s)
) (a1—~a3), . (aﬂ_“-ﬁ): N (a’?_au)g sy (“}“4““1'_'-3)7 (%—3—1)
(a’d_aﬂ)) i) (aﬂ—(’?——l)? (allfﬁwal) (11)

¢ |(Ba—ay), (q:t”ﬂ.’:)v

(ty—s—@p—g), (ty—a—0p1), (Bps—1), ..., (@pmg—@y—1), (tby—s—Cip_)

(Ap—s—ay—s), (@p-5=1), (@ ——ay), ..o, (“}1¢Sfﬂp56), (6t —7—tty—s)

ezyli .

D = (1+4a;+a,+. .. +a,_2) (l—ay +a,—

o) A,
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———

jezeli przez A oznaczymy wyznacznik prawéj. str}ouy zx_vi@_zku _(11): DYva.
pierwsze czynniki tego zwigzku wskazujg mozliwosé 1stmen1a. plerW{astkow
~+11ub — 1, a gdy sie o nie nie troszczymy, to warunek komeczn_y i dosta~
teczny istnienia pierwiastkéw réznych od 4-1iod — 1 przedstawia kongru-
encya:

A) . A =0 (mod. p)

albo, — co wynika z (9) — kongruencya

B) II g (a*) = 0 (mod. p),
A=1,2 N LEE, # ,,,,, p—2
glyz
p—1i

g =g, g(—)=yg@?).

Przyjmijmy np., ze kongruencya (A) zachodzi w ten sposdb, ze w wy-
znaczniku A wszystkie wyrazy jednego wiersza (lub pionw) sa = 0 (mod. p)
8 wiee, Ze

a4y = trye (mod. p)
r=3s, 3+1$ 3+2="'7S+ZJ—41 Sg]]—"l.

Za a, bierzemy 1, a za r > (p—2) stawiamyr —p 1. W wy-
padku tym zachodzg miedzy wspélezynnikami zwigzki

l=w=ua=... =0
(mod. p)

CEGElG = ==,

Uwzgledniajae te zwigzki w kongruencyi / (z)=0 (mod. p), otrzymamy

[ =ar? b amt gt g —+ a =0 (mod. p),

ezyli
flay=ar2dm—t  Jaoda@d o, .. 1)
R e R e I e N (e S B R A i D)
= (x4 a) (@34 a4 ...+ 1) = 0 (mod. p).

Poniewaz

wtfps b 1= __.._"”;f:l"
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2 — 1= (z—~1) (z—2) (x—3) ... (x—p+1),
przeto kongruencya /' (x) = 0 (mod. p) posiada pierwiastki
2,8,4,...,p—-2,

a précz tego pierwiastek — @, ktéry moze przybiera¢ warto$¢ + 1, lub — 1.

Tloezyn IT g (o) skiada sig z (p—3) czynnikéw. Jezeli s czynnikéw
pomnozonych przez siebie daje na iloczyn liezbe catkowita, to iloezyn pozo-
stalych {p—38—s) czynnikéw musi byé takze liczby catkowita, gdyz II g (o)
Jest liczby calkowita. Jezeli ITg (a*) ma byé = 0 (mod. p), to przynajmniéj
jedna z grup o s lub o (p—3—s) czynnikach musi byé = 0 (mod. p). W ten
sposob otrzymamy pewne zwigzki, ktérym muszg czyhié zadodé wspolezyn-
niki.

Dla przykladu rozwazmy jeden przypadek.

I (14-d* ag 4o ay 3. ., - o202 q, ;)
2,:1,2,.‘.,‘1}3, ZLZ——H,..,zl—Z.

: 1=t
=0T [(1—p—1) + (@~ yp1)0* +(ta—p 3)0® + ... +(a},;3—ap_g)a}' 1],
2 2 3 p

7

—3
=12, 12—: o a2,

2

gdyz kazde |

421 ~
o — — a("”’_z ), r=0,1,..., 22

)

Jezeli zatem
1=a,_; (mod. p), @y = G, &g = Cpyz, .+ o, Gpg = ly_z ,

to
11 g («*) = 0 (mod. p) (12)

Am=1,2. .., %‘—3,&;—1,.‘.,,.—2
Wiatawiajge wartogei (12) w kongruencys, otrzymamy

3 p—=5

f@)y=ar2 a4 4z T fa@? ..+ =0(mod.p),
2

czyli
: p-=3 5 -3

[(z)=(a—2+x T )+ ay (@23 l)—{- ot Gps (@ T H1)=0(mod. p).
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-1

Wyjmijmy z kazdego wyrazu czynnik (mT '—1—: 1), to

=1 13 =5

f(af-):(w + 1) (z +a @ ...+ ay-5)= 0 (mod. p) .
2
Stad okazuje sig, Ze Longl ueuoya / (), o wspolezynnikach (12) posiada
zawsze pierwiastki kongrueneyi - ‘

-1

z? =— L@od.p), " i

a w wypadkn, gdy pr&‘:z ('12) zachodzi miedzy wspélezynnikami zwigzek

0, 0,0, R DAY Y PN e L N
2
0 0,0 c g gy gy lgy o v vy By—p
' Y =z | =0 (mod. p),
O3, 0, 0 S e e e e e s Op—t

t. j. gdy

1,0, Gay o v vy sy

spelniaja kryteryum Radosa, / (%) = 0 (mod. p) posiada takze pier-
wiastki kongrueneyi

8 »—5

fo*—]—almg—}ﬂ... 0 (mod. p) .

+ap =
2

Lwow w sierpniu 1892.

TEORYA PRZEMIAN I WARYACYJ KOLOWYCH
ZUPELNYCH.

PRZEZ

E. JABEONSKIEGO.

L

Metoda oznaczenia liczby przemian i waryacyj kotowych
z powtérzepiami,

1. Teorya przemian i waryacyj z powtérzeniami lub bez powtérzeh
Jest zupelnie znang dla przypadku, w ktérym wszystkie elementy (litery) skta—
dajgce uwaza sig za rozmieszczone na linii prostéj Tab ogdlniej wzdluz jakiéj-
kolwiek linii niezamknietéj; t&kxe przemiany lub war yacye Hazywamy prosto-
liniowemi. Gty zad przypuscimy, e elementy sg wypisane na ‘obwodzié '
kota lub na jaki¢jkolwiek linii mmkm@tej, wtedy mzemmny i waryacye na-

zywajy sig kolowemi, Pytanie oznaczenia liczby tych przemian i waryacyj

nie bylo dotyd, o {le wiem, rozwigzane, wyjawszy dla plzypadku w ktorym
nie.zachodzi powtorzenie jednego Iub kllku elementow Podam tu metode
elementarng rozwigzania ogélnégo tego pytania, zajme sig plzemlanaml a'po-
tem waryacyami kolowemi — porzadek taki jest tu konieczny; w drugiej zas - ‘
czedel pokaze, jak mozna otrzymane rezultaty wyrazié we wzorach ogélnych.

) Autor podal tvesé téj prscy w Comptes Rendus Akademii paryskiej (kwwcwu
1892) i oglosit ju w Journal de Mathématiques, VIIIL, 1892,
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