30 J. PUZYNA.

W kazdym z tych 12 perzadkow mozemy jeszcze dwie pierwsze zmien-
ne przemienié ze soba, a przez to warto$é dodatku sie nie zmieni. Tak up.

porzadek wx; x,, @, ‘naleiy do wartosci dodatkn s ; do tego dodatku

d'y
nalezy takze i porzadek @, z;, w5 2, it d. .
Przyjmujac, ze stosunki —{7‘% , -;,4 , - .. Sa wszystkie jednakie, ale
4

o wartodel réznéj przynajmniéj od jednego ze stosankdw

e / Y h

P /’l 1 !/I k] W

mamy tu jeden tylko rezultat bez wzgledn na to, jaki porzadek catkowania
z 4! mozliwych uzyto przy catkowaniu.

Lwaw, 1892,

0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH
RZEDU n-go POD POSTACIA SKONCZONA.

A. J. STODOEKIEWICZA.

Niech bedzie réwnanie rézuiczkowe, o rézniczkach zupelnych, liniowe
rzedu n-go
du Y \ du—l,y

dn—‘zy ) CZ.I/ v o
T T X g o + X d=t + o K a +Xy=X, @

wkttrem X; , X;, . . ., Xu, X 53 pewne funkeye zmiennéj niezaleznéj «.
‘Wprowadzmy oznaczenia

dy(nv 2)
dx

3 — N g
= 1), .___._dz_zl i o ._1/('1“2), Ceey % =" C_ZZ,J — ;1/' , (0}

natenczas, réwnanie (1) mozna napisaé tak

CZy(it—l)

az X— X oo — Xyyod — L — Xy — Ky, ()

Mnozac rownania (2) odpowiednio . przez . czyuniki nieoznaczone
B1slay e vy pumz, n—y i dodajac do réwnania (3), otrzymamy
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g1 dytn=2 dy=9 ) . dy' dy
dx M T 2 to T e dix + da:
= XX,y =X, oI . —FKostf =Xy )

f gy - pp Y A Y pa Y
Nastepnie dajmy
YD e g =D oy e e Y iy == w0 (5

natenczas, rugujac y@—) z réwnania (4) przy pomocy zwiazku (5), latwo
otrzymamy

du sy gy Gy o e g
A it Y iz

di dr
=X (=X =y (=X )+ Xyt | = Y gy = X)Xy ]~ .
con =Y s (o —2X)) A+ Xueci—piama] — Y [ (=X 4+ X ]

Przyrownywajac w powyzszem spolezynniki przy y—2, o=, oy
do zera, bedziemy mieli réwnanie liniowe

s L ! - ]
iz X+ (=X w, (6)
z ktérego bedzie
w = 8f(llx—X1) dw .' {01 —I' [X’e—f(llu—z\',) dz . (Zw} (7)

tudziez, réwnania na wyznaczenie gy, pa, . o fys

d . .
d/;] =ty (=) + X5 — py

L v T
= iy (X)X — g,
S e . (8)

Aty
—-Ildw = -z (0 —2X;) + Xt — ptar,

Gtns

o = tn—1 (u—X;) 'I‘ X, .

icm®
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Calkowanie ukladu réwnan (8) wogdle nalezy do zadaf nadzwyczaj
erudnyeh, s jednak liczne przypadki szezegdlne, w ktérych znalezienie flosci
Miy fys + -+, Ha—1, czyDigeych zado§¢ uktadowi rownari (8), jest tatwe.

Zastanawiajac sie nad ksztaltem rawnai (8), przedewszystkiem spo-
strzegamy, ze, jezell sy, p,, . . ., wa— 93 ilodci stale, natenczas wspblezyn -
niki danego réwnania (1) czynié powinny zadosé nastepujacym warnunkom ko-
niecznym '

M (Ml*);]) —I- ‘Yz — Uy =0,
o (o —X,) + Xy — py =0,

C)
Hau—s (i _Xl) + Xyy — ey =0 B

ot (y—2X3) 4+ X =0

Miwige innemi stowy, jezeli ulozymy n—1 liczb stalych tak, aby wa-
runki (9) sprawdzaly sig tozsamosciowo, natenczas calkowanie réwnania (1)
doprowadzi sig zawsze do kwadratur, réwnanie bowiem (5), ktore nam wy-
padnie dalej calkowaé, bedzie mialo wszystkie wspélezynniki stale. Do téj
klasy réwnan nalezy miedzy innemi nastgpujace:

dn—1 Y dr—2

dy - y - &ty
W+X1W+(A:+1)W—I‘(?Aﬁl)%n—_;’f‘--- {10)

(- JE I\ B IS A P 3

Calkowanie w tym przypadku doprowadza do kwadratur przy wszel-
kich wartosciach funkeyj X, i X, gdyz iloSei g, =1, py=2, 4, =3, .."
<oy Mag == n—1 sprawdzajg warunki (9) dla wspélczynnikéw réwnania (10).
‘Wskutek tego, nastepnem (5) réwnaniem rézniczkowem bedzie

Yo Sy e Syt b (n—2) Y - (n—1) y = u

réwnanie liniowe ze wspolczynuikami statemi, catkujace sie fatwo, wiadomym
sposobem, pod postacia skoiiczong. ’

Drugi warunek wyprowadzimy w sposob nastepujaey:

Jezeli przyjmiemy

X, X,

X _ X, X,
My = Xln/u;"_"Xl s My

—XI,.'»-,Uu—lzXI:

Prace mutem.-fisyezne T. IV, : 3
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natenczas, podstawiajac powyzsze wartodel w ulkdad (8), bedziemy mieli vo-
wnania warunkowe

»(,_Z‘_(X))__‘(Xg)g X

/=5 =

X,

dm
(12)
d (—1) P OIS N
@ X, Y,X, X
d (X)___X_ X,
dr \ X, X X

‘Whoioskujemy z tego, ze, jezeli wspdtezynniki réwnania 1) tozsamoé({io»
wo czynia zado§é warnnkom (12), W()wczas‘ dla gy, pgy oo oo a1 TOZNA
przyjaé wartodel (11) i catkowaé dalej rownanie (5).

Do takich rownai nalezg:

Po 1-sze:

) b - 24 l‘l/
l"/j dr—ty _"_Lﬁ ..,__..')LQ—-X—E_,A_ 2 &y )
T +X (dar” T T dar ® x dard x (lfz+
Po 2-gie:
d Aty | oa dty | ey Py (s by Gt ) e
W (ol + R R T TS ) =X

gizie a;, @y, . . . , Gy 5§ pewne liczby state, czynigce w wspolezynnikach za-
dog¢ warunkom (12), z ktorych latwo odnajdziemy
‘ = a} == ( b 2ay, oy =y oy -} 3y, . ..
g == 1—m, g == ai 4 ay, ay = ay @y + 20y, 0 L Uy Buy,
5 Oy == 0y by - (W—2) Uy

Catka ogélna w obuklasach powyzszych rownai zawsze sprowadza do
szeregn kwadratur, co tatwo bedzie spostrzedz z réwnania (5).

Dla wyprowadzenia trzeciego nkladu warankéw, zatézmy w (8):

dpy o, A by Qun—

4,
=, =, = U, sty ot =yl
Z P Ha =

skad wypada
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1
M ==y == S ey = Uy == — o (13)

a wige, jezeli wspolezynniki rownania (1) uczynia tozsamoseiowo zadosé wa-
runkom

= Ny Xy — oy = D',
—m X AN — =0,
' (14)
= e 2 X 4 Ny — ey =0,
— iy X Xy =0,
w ktorych, oczywista, gy, g, ..., us—1 Mmajs wartosei (13), natenczas 16-:
wnanie (1) calkuje sie pod postacia skoticzona, gdyz réwnanie (5) przy istnie-

niu zwigzkéw (13) fatwo doprowadza do kwadl atur.  Ogélny ksztalt réwnan,
czynigeyeh zado§é warunkom (14), jest

dn.y . dn-ly X‘ _'_1 (‘lnAz,/ = tll/ X‘
dac T T \gee T T + + =X.

Daléj, cawarty uidad warunkow otrzymamy, przyjmujac w réwnaniach
(8) na wyznaczenie funkeyj sy, us, . . ., us—y nastepujace zwigzki:

ol — X))+ X, =0,
do (g — Xp) 4 X =0,

pnz (g — Xp) + Xy =0,
X — ‘X?] Mn—y == 01

7z ktérych mamy

1
=g ;
ly = 20
, == —
e =X
15)
L -\vn»-l
Mo 3 = —
w — X,
»~Yn
a1 =
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W tym przypadku, wspétezynniki réwnania (1) czyni¢ powinny zado$é
warunkom koniecznym

Aty
s == 1y ‘%‘E_} = My Mty

duy M
G TR T T

gdzie dla py, gy, . - ., pu—s DaleZy braé uklad wartodei (15).
Nakoniec, dla wyprowadzenia pigtego ukladu Warunkéw, przyjmujemy
w réwnaniach (8)

)

%%2_/’LLX£3 (fi—/;? =y Xy .o, T = T M X,
skad wogdle bedzie
—[X aw
pe = ¢
(=12 ...,2—1)

W tym ostatnim przypadku wspétezynniki rownania (1) czyniq powinny
zados$é warunkom :

wt X — =0,

gy Xy — py =0,
(16)

fp—2 Wy + Afu-l — Mn—-1 = 0 )
sy + X =10,

czyli
X2=X3=...=Xn-1=/1,1-—[u'f,

Xy =— .

Ksztalt ogblny réwnania, ezynigcego zado$é warunkom (16), bedzie

ay -y | =frae —afx dm) Aty | Aty N jxg]
7 + X, =1 + (e e de— T b o ax
- e—zf]f‘(lw. y= X’

w ktérem X i X, sg jakiekolwiek faukeye zmienndj z.

~
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‘Wprowadzajge w rdwnanie (1) nowy zmienng z =

Y

mozna réwna~

PRI

" nie (1) odpowiednio przeksztaleié i, powtirzywszy wszystkie powyzsze 1oz~

mowania dla przeksztatconego réwnania, znajdziemy nowych kilka klas ré-
waal liniowyeh catkujacyeh sig przez kwadratury.

W rzeczy saméj, przy powyzszem zatozeniu Yy = zm, bedzie

dy _  dz .
w = wm T
2, 72
d (I:/ - 15 ; 2 @,
da? dx da 17)
d"_’l/ o dn z dr—1z

w =P g T g

Podstawiajae zwiazki (17) w réwnanie (1), po redukeyi otrzymamy

drz +n+wX1 a1z + (n—1X,+aX,d2z (r—2)X;+aX, 0y
daxn @ dar1 ot x a2 r dgn=3 1T
g Mool ey XkoXe | X

Dla tego ostatniego rownania warunki (9) przyjmujg ksztalt nastepujgcy:

n -+ X, (n—1) X, z X,
M (,“1 - +a: 1") + = ! Z_h”*z — =0,
n—+ 2 X n—32) X, + z X,
;“2(1“1“ +,cc 1)+ ( )‘[—}— 3_'//'3=07
(18)
4 P 2 Xy 4~ X
fu~—2 (/ll - '{Z +1;L A‘h) + 2 xl— S  Mu— = 0 )

PP T SERT Y

x

Tak naprzyklad, w przypadkn

=1, ug==2,... 091 =mn—1


GUEST


38 A. J. STODOEKIEWICZ.

z réwnan warnnkowych (18) bedziemy miéli
X, = L oo X — (1) X, 1],

X = —’1;— [g+22X, — (n-2)X,+2n],

r

(19)

Xy = lr [ 4 (1—2) & X; — 2 Xymn -+ (n—2) u],
X, = %[ n—1) 2 X, — Yoy + (n—1) n — (n—1) x].

Whioskujemy stad, ze jezeli wspétezynniki rownania (1) wezyniy zadosé
warunkom (19), natenczas, przeksztalciwszy to rownanie przy pomocy nowéj
S 2
zmiennéj z = -‘/— , bedziemy catkowali nastepne réwnanie rézniczkowe li-
niowe

20 A i L) g8 L g 4 (n—1) %

rzedu (n—1)-go o wszystkich wspolezynnikach stalych:. Funkeya w znajduje
sig Yatwo z odpowiedniego rdwnania liniowego (6), czyli, w danym przypadku,
z réwnania

A+ (=2)

du X na Xy
Eﬁ——-——l— fy W

Podobng drogg mozemy zastosowaé do réwnania przeksztalconego
wszystkie pozostale warunki (12), (14), (15), (16) i tym sposobem odnajdzie-
my nowe liczne klasy réwnan rzedu n-go, calkujacych sie pod postacia
skofczons.

Mozna takze z pozytkiem zastosowaé wszystkie powyzsze warunki do
réwnania (1), przeksztalconego za pomoca

Y= .
Odmienng od powyzszego drogg dojs$é jeszcze mozemy do nowego wa-

runkn dla wspolezynuikéw réwnania (1) w przypadku, gdy to réwnanie ma
ksztalt szczegdélny nastepujacy :

ary dn-2y dr—3y téz/
dwn + X (w Yz, («m— e R ol B O 1/———A {20)

icm®
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Natenczas, z réwnan (8) wnioskujemy, e, przedewszystkiem powinno
byé

My =y === )

dla uproszezenia wiec oznaczmy ilosei u, pizez p i wskutek tego z ukladu
(8) otrzymamy tylke dwa odmienne réwnania

I

(@) W =X X — g,

(b) BB = X)X
dor — UMD T T e

Z tych rownan drugie rownanie rézniczkowe (b) przyjmiemy dla wy-
znaczenia funkeyi w i po zcatkowaniu bedziemy mieli

u=q ().
Pierwsze zag réwnanie (a) powinno koniecznie zachodzié tozsamosciowo,
¢zyli da nam, niewatpliwie, jedyny warunek na wspétezynniki réwnania {20)

dag » .
=gl —X)+ N —0.

Dla réownan keztaitu

dry | Ay

ity Aty &y . clz/ _
- X ¢ x —_
i da” SRR (dd" 2 T = | T gt Y=

w ktorych X, Xy, X, X, X sa jakiekolwiek funkcye zmiennéj , moze-
my na wyznaczenie u; z rownan (8) daé
Wy ==y = ... = ps =X,
taer = Xi

d, -
»{i~ =, (1, — X)

vatenczas, bedziemy mieli dwa warunki niezbedne

d

(—i_o.": X, = X? (,“'1 - X,),

‘l— X, = Xy (g — X)) -+ X, -
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Daléj znales¢ mozemy jeszcze liczng klase xéwnan vézniczkowych linij-
nych, dla ktirych bedzie

= = _
M PN :,1_073

" Apm1 |
B e
xy )

Lp—1 !

Oy, Gy Gy, o o -, Guey 83 pewne liczby stale.

Przy powyzsaych wartoseiach na w, réwnania (8) zamieniaja sie la~
two na zwigzki nastepujace

o o fa Ly

2 T (T o)+ N -

2a, ay [ be X g
A v Bl Rl

(n—2) Gu—s s [ G [7=
= = vl 4] I o R Rl

_()7,—:11) ﬂ"':} - n—1 (_(41
"

o X+,

1

z ktérych otrzymamy

- ay — a4y — &y (4 — 2 X,)
X, = i ,

r Uy — 20y — ay (0, — X))
X, = ,

a?
v = Uyt == (N—2) Ops — g (@, —1 X))
-l = an—1 T
v 0Dt — ey (a4 —2 X)

e

Stad wnioskujeiny, ze rownanie rizniczkowes ( 1) przy powyzéj napisa~
nych wartoseiach wspélezynnikiw X,, X;. ... , Xu catkuje sig pod postacig
skoficzong w caléj og6lnogei, niezaleznie od ksztaltu funkeyi X, iod liezb
statyeD @, @y, ..., ta_y, ktére moga byé obrane w sposéb upodobany.
W rzeczy saméj, w tym przypadku rowunanie {b) przybiera ksztalt

icm®
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. a. (47 [+
y(?é--.ll _!__ _rl_ ?/(11—2) + ;5;_ y(n—ﬁ) + . + _;L:——i Y =1,

ktéry zawsze jak wiadomo, doprowadza do kwadratur.

Dla zakonczenis pracy niniejszéj, zastosujemy wyniki otrzymane do
dwbeh klas réwnan rézniczkowych liniowyeh, czesto napotykanych i majacych
wazniejsze od innych znaczenie. :

Niech bedzie rownanie rézniczkowe rzedu n-go

dar
;,79;;5,4 + X

i In—2 du——ﬁ;
T (o XAy ('MT.‘_%"" (an Xi +0,) ———y+ s

= 3

du

(21)
e + ((571-—1 X] ’I" bil—1"] Y= X,

w ktéorem X, iX s3 funkcye upodobane zmiennéj @: ay,0by, Go, by, .-
v+, Gy, Du—y — pewne liczby state. Rdwnania warunkowe (9) dadza nam
zwinzki

(o — X)) o X+ b —uy=0,

g (g — X)) Ay Xy 0 — =10,

Mn—2 (,U»l - '\’l) _{" {bp—2 4¥1 —lr bn-z — Un—1 == 0:
o (g — X))+ Gy Xy +lima =0,
skad, przyjmujge
= (1,11 Ly == Oyo o v vy Mp—y = Uy,
latwo otrzymamy
by ==a, — i,
by ==ty — Gy Gy
(22)
[’nw‘z = ly-1 — Oy Up—2,
Dyt == — by oyt »
iec, ze 10 i 7y istnieniu warunkow (22) na liczb
Widzimy wiee, ze réwnanie (21), przy istnienin w arunkéw (22) ¥

by, by , bu_y , calkuje sig w caléj ogélnosci pod postacia skonczona, gdyz
gy« o vy O \
réwnanje (5) bedzie miato ksztatt


GUEST


42 A. J. STODOLKIEWIOZ,

YD gy o gy gD gy =,

ktory posiada catke ogélng w postaci kwadratur,

Podobne warunki dla réwnania (21) mozna jeszcze wyprowadzié, prze-
ksztalcajac to réwnanie za pomocy podstawienia @ = & - «, gdzie & nowa
zmienna, a o jakabads ilo$é stala.

Napiszmy jeszcze rownanie Jiniowe ze wspolezynnikami liniowemi

dr iy : dn~1 1 . =
T + (g 4= 1y) ilh:?:? + (ay @ -4 by) T

[

(28)
dy <
o (e bi) T A (i1t == By gy = X,

wktérem ay, by, a5,0,, ..., .,y 83 pewne liczby state a X fonkeya
dowolna zmiennéj niezalezngj .
Warunki (9) w zastosowanin do tego ostatniego réwnania daja:

o (= =)y =g % by — py, =0,

o =ty w=by) g 2 4 by — g =0,

s (py— 0y Z—=b1) + Gy T by — g =0,

M1 (g — @y b))~ @y 2 4 0y = 0.

Zakladajac na wyznaczenie w, , uy, . . ., Ha—

Gy tty L
= — g T o L, Mg = e
My “laM.: a, y Ma—1 PR

otrzymamy z ukladu (24)
(g —0y) 4 by — pe =10,

ey (;“1_[)1) 'I“ b:x gy =10,

Ma—z (/"1“01) + byy — pa—g =0 s

Mot (g —by) by = 0,
czyli ’

(23) catkuje sig zawsze pod postacia skonczong. UZyWajac Do
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a ay [ Gy
Z)“l:_‘x‘"—“(_bl )
@y 4\

b = ._.“i(.“;t-—bl).
3 I a \a !

a, Gt [ lhy
ST

it Ay
(n [ (hy

by = — — === — 0] .
y \ iy

; sebnient 5 2 wartodcl ic by. b.....b, rownanie
v istnieniu powyzszych wartoscl na liezby g, b5, 0w,
Pray istnienin powyzszy dstawienia po-

przedzajacé] klasy réwnah = = £-- o mozemy rownanie (24) latwo prze-
ksztaleié 1 wyprowadzié nowg grupe warunkow.

Plock, 1892.
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