7 TEORYI n-KROTNYCH CALEK OKRESLONYCH.

JOZEF PUZYNA.

W teoryi calel okredlonych podwdjnych znane jest twierdzenie,
ze, gdy funkeya znajdujgca sig pod znakiem calkowania wiréd granic staje sie
nieoznaczong, whedy odwrocenie porzadku catkowania zmienia zarazem i war-
06 calki i ze wlaSciwie w tym wypadkn nie dwa, ale nieskofcze-
nie wiele jest rezultatéw calkowania.

7 tem twierdzeniem jest w zwiazku niniejsze poszukiwanie, - zmierzaja-
ce do zhadania pod tym wzgledem niektorych typéw calek n-krotnyeh z do-
wolnem n=2, a wige z ogdlniejszego stanowiska. Przedewszystkiem wigc
chodzilo mi o o, aby przedstawi¢ caly nieskoticzony zapas wartosci do fakié]
calki nalezgey a wynikajacy z najogélniejszego twierdzenia (C) [ustep IT],
w ktérém o porzgdek calkowania nie troszezymy sie, a cheemy to uczynié
w sposéb prosty w takiéj formie, aby z ni¢j odrazu wyczytaé mozna byto
zakresy ciagle, mieszczace w sobie te wartosel. Okazalo sie, ze do tego
teoretycznie za kazdym razem wystarczajy tylko funkeye jednéj
zienné;.

Tam, gdzie obliczanie calel takich uezynitem zaleznem od wstawiania
granicw pewnym porzadku, (twierdzenie (D) |ustgp II]), staralem sig usyste-
matyzowaé porzadki calkowania prowadzace do tych samyeh wartosel
w grupy i rozstreygnaé pytanie, kiedy i w jaki sposb mimo taki€j posta-
ol funkeyi znajdujacéj sig pod znakiem catkowania, Ze sie do niéj twierdzenie
o zmianie wartosci ze zmiang porzadku calkowania stosowaé powinno, calka
przeciez ,jednowartoSciowa® pozostaje.

Prace matem,-fizyczne, T. IV,
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Do ntworzenia calel o wspomnianych typach poshuzyly mi poszukiwa~
nia Du Bois-Reymonda, a w szczegdlnosei jego twierdzenie o podsta~
wianiu znikajaeych zmiennych w dang funkcya.

Zajatem sig tem obszernie i wylacznie w ustepie I i w jednéj czedei uste-
pu IT, a to w tym celn, by przez to twierdzenie, do jakich w teoryi rozwaza-
nych n-krotnych okreslonych catek doszedtem, w catéj ogdélnosei maodz wypo-
wiedziet. :

Niech
L= apfaya 4. .. Faar ...,
M=0b ar by ar ...+, g S

beda dwie formy jednorodne n zmiennych rzeczywistych i niezaleinych
Zyy Fas oo+, %, tego samego stopnia m 1 o wspélezynnikach Gy y Oy, .o
vy biy by, ... rzeczywistych. Daléj niech L i M nie majg zadnego wspol-
nego wymiernego (catkowitego) dzielnika,iani I, ani M mniech nie bedzie:
potegy calkowity innéj formy stopnia nizszego tych samych zmiennych,

Przy
i z o z
—=)=1), 7;’:711, %:’UZ, ey J:v,;_z,
2z oy 2Ly 7y
mozemy potozye:
L Oy 0 a0 b G 0 (00, Dy e Ui

A FF = U= ]
@) bty oDy U F D U (00,0950 Baadms
agdy dla oy, @y, . . ., =, zblizajacych sig rownoczesnie do zers Inb
do nieskonczonosci przyjmiemy, ze v; v, , v,, . .. y Pu—e MORY Przyjmowad do-
wolne, ale juz tylko oznaczone wartosci z obszaru

(U,’ul,vz,..‘,v,,_g):(—]—w...—m,—[—oo...—oo,...,+oc...—oo) (1)

to do kazdego uktadu (v, vy, ..., vg) Wyjetego z (1) mozna dobraé odpo-
wiadajaey uklad (2 o'y, ..., &) tak, ze jego wspolrzedne '), o'y, ..., &/,
wszystkie sg skofczone i réwnoczesnie niewszyst-
kie 53 zerami,

icm®
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Stad wynika :

Nieoznaczonosdei
L L] (2)
M, =, L=, =, M HEL=. =4 = "

przedstawiajg takie i tylko takie wartodci, jakie

przybiera I‘é{l— W obszarze — ktory przes [, a,,. . . > @ ponizéj
oznaczaé bedziemy — skoficzonych i rownoczednie do zera
niezdgzajgcych o, m, ..., .
albo:

. R P L

Badajac wartodei ilorazu U= r
nym obszarze (z;,o,...,x), mozemy ten obhszar zasta-
pié Sciesnionym obszarem [0, ..., @)

Gdy L i M na dwéch roznych miejseach (rzetelnych) ohbszaru
[y, %, . .., u.] staja sig zevami, to 1 przedstawia w [, oy, ..., 2]
wszystkie wartofei zakresu (—co ...~ w) 1). Tem samem i nieozna-
czonodci (2) daja kazdy warto$é z tego zakvesu; 83 — jak sie wyrazamy —
nieograniczenie nieoznaczone.

w nieograniczo-

Gdy w
L D P
7]‘1—: Sl .’ , St s, =m

sy,

mamy zawsze

= staléj Fk, (3)

to ]{} i nieoznaczonosci (2) przedstawiajy jedne tylko wartodé = J.

Te dwa wypadki zostawiajac na uboczu, a przez P, @, P, Q; rozumie-
Jac liczby dedatnie, rzeczywiste skofezone i rézne od zera, musimy przyjaé, ze

IT[J— 1 nieoznaczonosei (2) jeszeze przedstawiaé mogg wartoSci z zakresow
takich :

I. (+P...—q, P=ZQ,

gdy L moze byé = 0, ale M nigdy sig zerem nie staje,

D Tui pohiiéj ze znikaniem form Z, 3 zawsze taczyé bedziemy i zmiang znaku, je-
zeli wyraznie tego nie usuniemy. '
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1L (+P...+Q), P=0,
IIL (=P...— @) PZ 6

W obydwdch tyeh razach licznik Z i mianownik M stawac sig zerem
nigdzie nie moze W |2y @, . .. ).

Iv. (+oo...P) i (—Q...—o).

Tutaj mianownik 2/ zerem sig staje, przybiera zatem wartodei i dodatnie
iujemne, a licznik I zerem sig nie stajae, statecznie znak zatrzymuje.

W przypadku I moze si¢ zdarzyé, ze L stajac sie w [ay, oy, . .., %]
zerem, zreszty statecznie jest dodatniem, Iub statecznie ujemnem. Gdy tu
M >0 w|a 2 ... o] przyjmiemy, mieé bedziemy zakres

.4 P)
V. lub
0...—@.

W przypadku IV przyjmujae zawsze L > 0, a mianownik M — opricz
jego wartosei = 0 — zreszta zawsze dodatnim, lub zawsze ujemnym, bedzie-
my mieli odpowiednio

(+o...+P
VI lub

(—oo...— Q).

Gdy wreszcle L i M w obszarze [, @,,. .. x,] naréznych miejscach
stajy sie zerem, a zreszty wszedzie wykazujg statecznos$é znaku, mamy

O...4 o)
VIL ub
O...—om»).

‘Wspomnie¢ trzeba, ze przypadki I—VII nalezy zawsze do ilorazn w
o formach I, M parzystego stopnia m 1 ze ta parzysto$é stopnia jest tu
warnnkiem koniecznym (ale jeszcze niedostatecznym).

Wartodel 4 P, &+ @, — Py, — @, bedace granicami powyzszych za-
kres6w, nalezg do najwiekszosci 1 najmniejszodei, juito dodatnich juzto uje-
mnych ilorazu %. Oznaczymy je wiec, obliczajac wartosei « na rzeczy-
wistych miejscach obszaru [, ,, ..., 2,], spelniajacych zwigzki:

icm®
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du
—awﬂ—* ) a=1,2,...,n (4')

iz tych wartodei wyjmujac bezwzglednie najwieksze lub bezwzglednie naj-

mniejsze; wedlug znaczenia granic Py, + @, — P,, — @ zaklesow
I-—VI.
Zwigzki (4), gdy polozymy

oL oM

QJ‘(,:L“’ BTT‘,;:M“' a=12,...,n,
majg postad

ML, — LM,
*“*"*—‘”——:O, e=1,2,...,n,

g

& 28 M =oo odrzucié trzeba, gdyz obszar [z =, .. . x,] jest zawsze o skof-
czonyeh xy, ., ...

) %, Wige W miejsce (4) mamy zivigzki;
Iy, = ML, — LM, =0,

Jy= ML, — LM, =0, (5)

by =ML, — LM, =20.

Wskutek jednorodnosei funkeyj L i M zachodza tu zwiazki

—Ll L1+J0Lo+.-n+fl‘w,Lu]:L1

m
6)
h[a, M Aoy My . i M =M.

m

Pomndzmy réwnania (5) kole]no PIZeZ &y, %y, . ..
otrzymamy wskutek (6):

Loy by .ol =0;
stad, poniewaz nie wszystkie tu wehodzace ., 2, ..., %, 3 réwnoczesnie
réwne zern, wynika, Ze w naszem zadaniu do$é jest korzystad tylkoz n — 1
zZwigzkiow (5).
Opuszezajge np. zwigzek I, = 0 i pozostawiajac =z, dowolne,
otrzymamy

, &, 1 dodajmy, to

i) opla ple) e (@)
(29, 20, o wl way w2

jako uklad dajgcy najwiekszo$¢ lub najmniejszo$¢ ilorazn w.
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Lecz zamiast wstawiaé takie uklady w ]Tl} , mozemy je takie — co

o

2 zwigzkéw (5) odrazn wynika — wstawiaé w ]'—'/L-Ll-, t.j. w stosunek 16-
wnomiennych pierwszyeh pochodnych ezgstkowych form L iM.
‘ *
Rezultaty powyzszyeh badan sprawdzimy na przykladzie. Niech
z=f (xy)
bedzie réwnaniem powierzcﬁni MON takiéj, ze poziom xoy uktadu prosto-

katoego (xy7) jest jéj plaszezyzna styczna, a poczgtek jego 0lezy w punkeie
jéj stycznosei.

Polézmy

2% 2%z
7 _. =" 5 =3
0 s =0 923 o=y

p=0 y=0
3%
(—12) =1
311/ =0
y=10
i poprowadzmy plaszezyzng HEK o réwnaniu
y=ux; v=1y H0X,
to w przecigcin praszezyzny y — vz =0 z powlerzchniy z — [ (wy) =0

otrzymamy krzywa ROS, ktéré] promien krzywizny o, (kola krzywiznowego
K,) wpunkeie O wyrazi sig pod postacia

icm®
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. 14e o
= FiR 280’ M
albo
22 2 ’
T—Y (8

O =T Aty 2wy

7 geometrycznego okreslenia stosunku »Z— — v wynika, ze tu w warto-
gelacl @,y mozemy sie ograniczyé do obszaru [z, y], a wige do x, y skori-
czonych i nierdwnocze$nie znikajacych.

Przy nich, v zmieniajge sie w zakvesie (— oo ...»), daw posta-
¢i (7) promienie krzywizny wszystkich mozliwych tak zwanych przecig nor-
malnyeh (takich, jak (R0S)) powierzehni w jéj punkeie 0.

7 drugiéj strony, prowadzac w kole K,

of réwne i réwnolegle do OF = o,

oznaczajac wspélrzedne punkta ¢ przez

x=0m, y=mq, z=4qt,
i nazywajae

LmOt =¢, Lqmt=19,
mieé bedziemy : '

0m:m:9r cos @,

mq =Yy =0, C08 Sl g,

gt = 5= 0, e, sin P sin p.

Rugujac ¢ i ¢ z tych zwigzkow, znajdujemy
at -2 2 =2z 0.,

agdy za g, polozymy wartosé (8), mamy

e x? - 12 '

eyt R =2 T ey ®)

Jestto widocznie rownanie obwiedni kot krzywiznowych, nalezacych do
wszelkich przecieé normalnych powierzehni w punkeie O.

Rzedna z téj obwiedni w punkeie = 0, y =0 jest nieskoriczenie
wieloznacana, przyjmuje bowiem wartoscl
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2=12¢,,
ve=(—co...} )
W istocie réwnanie (9) daje przy =10, y = 0, précz z = 0, jeszcze
N el ’
2 &= 7'9&9—{—7572—}—23&:5:[@»:0 ’
y=0

Z tego wynika, ze iloraz g, przedstawia tu taki sam nieskoficzony sze-~
reg wartodci w formie swéj nieoznaczonéj przy z =10, y = 0, coprzy skoi-
czonych wartosciach w, y branych z obszaru [z, y].

Zakresy mieszezace wavtodei ilorazn él, podaje—jak wiadomo—geo-
metrya analityczna w ten sposob:

Gdy oznaczymy

B =tV —A0=) 5yt Ve ) — (i)
1= "‘(7'15—39) ? Ly = P} (rt—g% ?

to bedzie:
1 — >0,
¢ = (B ... Ry),

przy

gdzie przyjmujemy B, >0 i RB,>0 lub B, < 0 i B, <0 (przyp. I1, III);
przy rt—s?2<<0,

o =(+w...RB)i(R,... — ),

gdzie przyjmujemy B, >0, a B, << 0 (przyp. IV);

nzy 1t —s2=0,

go§(+w 7—_!1_—7),

gly r>0,t>0, a

“ 1
Qn:(m...—oo),

gly 7<<0,4<c0 (przyp. VI).
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Przejdzmy do ilorazu form szczegdlnych

- P e o U A SR S M

(B) U= )
B4 By a4 ...+ B, ar

w ktérych przyjmujemy m parzyste, wspdlezynniki 4,, 4,, . . .
«voy Au, By, By, ..., B, wszystkie rzetelneijednakowego znaku (doda-
tunie) i wszystkie najprzéd rézne od zera. Zwigzki

%:k stalg], a=12....x

@

wykluczamy.

Tak forma L, jak i I nie staje sie tu zatém zerem w obszarze
[, 25, - . %u], kazda 7 nich jest. tylko dodatnia, a stad wynika, ze iloraz w
przedstawia jedynie wartodci dodatnie, zamkniete miedzy skonczonemi gra-
nicami. By je wyznaczyé, zauwaimy, ze tu zwigzki I/, — 0 sprowadzaja
sig do postaci:

L A
P o N Rt QS
“ [M B,] =0,
L A
apt [ﬂ — '1’9'2] =0, (11)
. L A —
a5 -z =0

Z nich wynikaja odrazu spodziewane najwiekszodei i najmniejszosel ilo~
razu 1 jako stosunki

i nalezgce do nich nklady

=0, =0, ... 01 =0, 2, 20, Tap=0, ... 2=0. (12)
Uktad bowiem (12) sprawdza zwigzek ao-ty czynnikiem drugim, inne

czynnikami pierwszemi. Wskutek wykluczenia zwigzkéw (10) nie znajdzie-

my ukladéw spelniajacych zwigzki (11) czymnikami drugimi.

A;

Niechze B,

bedzie najwigkszym, a —Eﬁ najmniejszym ze stosunkéw
i3
Ao

Ba,to
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() u:(ﬂ....—Ai).

W szezegélnogei byé moze A, = 0, podezas gdy wszystkie B, sa > 0.
Wtedy mamy

) uz(A"...o).

B [przyp. V]

Gdy By =0, a wszystkie sa 4, > 0, to

(c) 1 = (+ o ... —%”i) , [przyp. VI]
a gdy wreszcie 4, =0, B, =0, to
(@) w={(4c...0). [przyp. VII]
Oduosnie do praypadkéw (a), (b), (c), (d) mamy np.

72 2.;3 3 2 2
(a) . %= it J'_,*— o =(G...Y)
8wl -3t 4 2k ot o
w W SRt gt
4aff+4wg+:ng—|—-8:r§

6...0),

I

(c) U ==

— 1
P (Feo... ¥,
ot L g o 9 gt
(@ pe A E Akt 20 = (...0).
bttt 8af+ i
W p_rz‘ypadku (b? forma L, w przypadku (c) forma M aw (d)iLiM
53 takiemi, ze pozostajac w [z, , . . .| zawsze dodatniemi, na jednem miej-
scu tego obszarn staja sie zerem. Tak np. 5 @t s 4 6t - 8 =0
Da miejsen x, z 0, 2y =my =2,=0 it.p.

Zhadajmy, czy wartosci 4 s v 24,

7 v Zw, Jjakie z réwnai (11)

na miejseach

220, 0,==0, 2,=0,..., Ty =0, 2y =0;..., 2,=0 (13)
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jeszeze dostajemy, sa najwiekszoSciami albo najmniejszoSciami funkeyi u

w zwyklem analitycznem znaczeniu?
Obierzmy w tym celu miejsce

Iy hyy ooy hucyy (2, )y bygase ooy B,
nieskonczenie blizkie miejsca (13) i potézmy

.Aw Bu — Aa qu = Cw'a’
(Ch =0)

a=1200, v, w1, n

to otrzymamy

D, = :‘1_1 _{3.1_ {zg’”+ et Ao Bt A, (@ R A h;{:,_l +.otdunr

B, Bt oA Bl B, @k )+ Ba i+ Byl

U W OB Ca B - G 8 o4 O T2
By [ Byt 4B, i+ B, (0, 4h)"+ Bogs hj{’_l_l—\-. ot-B. 1]

Przy [N,y |l oo [ 2oa|y [Tga]s o o < |n] zdazajacych do zera pozo-
staje mianownik zawsze dodatnim, a wskutek . 2 0 i nie zdazajacego do

zera jest skohezonym.
W licznikn wskutek znaczenia wspétezynnikéw . i zalozenia

4, 4, A
B ~ B B,
beda niektére C,, dodatnie, a niektore ujemne.
Stad pochodzi, %e miedzy ukladami (B o ... ey s . .. hw) O Die-
skoficzenie malych g, ki, . . . znajd sie i takie, ktére czynig ten licznik do-
datnim i takie, ktore go uczynia njemnym.

D, moze wiee byé przy » = Aiw 2 4 1 dodatniem i wjemnem, a gdy

tuls, to j}fl—'i nie sy ani najwigkszociami ani najmuiejszoeiami funkeyi .

Mylko przy » = A mamy wszystkie Ch, >01 Da>0aprzy v=p
wszystkie C, << 01 D, << 0.

Znaczenie ilorazn (B) zmienimy teraz o tyle, ze w L wspélczynnilfi
A, 4,, ..., 4, nie wszystkie sa jednakowego znaku; B, pozostajg przeci-
wnie wszystkie dodatnie, lecz kaide 4, ikaide B, nasamprz 6d
rézme od zera zakladamy.
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n 1 1lor: 7vhier: . i 1 i
) Taki 1101&7_: u przy bleld.‘W [,y ... 2], migdsy innemi, takze war-
to$¢ =0, ale nieskoriczonoscia nigdy by¢ nie moze.
a

. ; 4 _—
Gdy wige migdzy Z najwigkszy dodatni jest %, a bezwzglednie
« 3

L A,
najwiekszy uwjemny — —BJ— << 0, to okaze sig tn
1

(a) U= ( A T A
B, B,
W szezegélnoded, gdy
(b 41 =0, mamy u=— (() A,
y o u . B,,,)’
(¢) Bi=0, , u= ( ) — A")
Bal’
’ _ A
(d) Bﬂ"’"ol E) U= ( _Tl; _ 00)’
(e") By =B, =0, ” W= (Fw... — o).
Stosownie do tego mamy np.
(a'” W == 5{14—39“3%—2‘1"#_6%?_ : .
) R ay. by wny v S LR S OF
(") e —4# Ak —3ai—daf
dtetorte 0T
(C") 0w = 5 ﬂ/({ — 3 033 - B .’1“; .
‘ wF a3 = (he. =8
" 29 F3uf— 508 —Ta2
(d’) W= 1 5 D &5 7 xy
@i -+ 3 af 4 % - a7 =@...~ )
@ w——dfetisdsa
AfwFats T )

Gdy wreszcie wspolezynniki B, nie i
pole i B, wszystkie bedg tego samego znaku
podezas gdy iﬂ zalozymy wszystkie dodatnie, to przy najmniejszyng) stosun:
ku d, ., . _i - . . ) e .
‘ odatnim B, a bezwzglednie najmniejszym ujemnym — Ay mie¢ Dg-
dziemy B ‘
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&) w == J(—ooﬁ—fé-j) i (——é:i...—-oo,
-j%: 0, ‘%:TL <0,
a w szezegolnodel
) we= (oo .. 0) i (— %;f C—e),
@) W= —[«~m...+~l‘%) i (0...—o).

Po tych uwagach o ilorazie (B), wracajac do ogdélnego
(A) U= T{}« ,
przyjmujemy, ze w zawiera swe wartosci kolejno w zakresach
HPo—-@, P+, (R — G, (fo. D)
i (—Q...—o0);
te same zakresy nalezyé beds odpowiednio do ilorazéw v takich postaci:

yal _EM — (2 Um P &m ,_«v Qnm _ Pl Em + QI 77712 P £m + Q 1]m
§m __i 9]/11 ? Em + 77/11 * Em + 7]m * ‘Sm — nm .

Wazystkie je mozemy praedstawi¢ we wspolnéj formie:

. — N Em + I Tnm
o Em _}_ & ,)}m ’

adzie 8, 7, sy tylko w praypadka 3-im (— Py ... -— Q) ujemns, zreszty
rawsze dodatnic i skofezone (jedna z nich moze byé i zerem), a & = 4+ 11ub
1, ¢ == < 1 Jub - 1 wedlug potrzeby.

Polzmy S =o', to wmiejsce v mozemy takze polozyc

e

v= G&-m __I_. g 17711 "

Przgjmujemy teraz—co w przypadku ¢ =1 zaj$6 moze—ze § = oo,
to miywajye o' zamiast v, polozy¢ trzeba o == 0, tak ze mamy wtedy
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oo 5{:m __I_ & Tnm
ST T 17m T

Analogicznie postapié trzeba, gdy 7= oo .
Gdy zakres wartosol ilorazn w jest (eo ... 0), to wtedy

o

b= % (m parzyste)

m 2

nalezy widocznie do tego zakresu. Tylko w przypadku gdy u=(-+co...

~—w) [por. 0'] nie znajdziemy do takiego u odpowiadajacego mu v

z parzystem . Przytem zauwazyé trzeba, ze w ilorazach v stopien pa-

rzysty m nie potrzebuje byé réwny stopniowi form L, M; mozna go zatem
az do 2 obnizyé.

) o . L

Z tych uwag wynika, ze gdy dwa ilorazy 573 roznych postaci o tym sa-

mym zakresie ich wartoseiio L, M parzystych tych samyeh stopni, na-

zwlemy rownowaznemi i wprowadzimy znak réwnowaznosci oo, mMamy zawsze

wyjawszy gy w= (o ... — ).

) D‘u Bois Reymond ) badajgc wartogei fankeyi dwdch rzeczywistych,
niezaleznych zmiennych z,y w przypadku z — ¥ =0, ktadzie—gdy funk-
cya jest nasz iloraz

2 Ay 2y
(a) %= ——\‘ih‘jl—, S8y =
2 By, an Y
T=rcsp, y=rsing,
i ofrzymnje w miejsce (a) iloraz

#) w =/ (p),

niezalezny od ». Uwazajac vig za wspdtrzedne biegunowe, mamy w zwiaz-
ku (B) rownanie linii krzywéj, ktoréj promien wodzacy v zmieniajac sie,

N . . 3 0 s s . h ?
przedstawia caty nieskonczony szereg wartodci, jakie nieoznaczonog¢ o=

przybieraé moze. Krzywa tg¢ Du Bois Reymond nazywa ,limitalg®

7 J ournal fiir reine und angew. Mathem: Tom 70, str. 10—37. Ther die verschiedenen
Werthe einer Function zweier reellen Variablen, wenn man diese Variablen entweder nach
einander, oder gewissen Beziehungen gemiss gleichzeitig verschwinden lisst,
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‘W naszych badaniach mozemy podobnie w ilorazie v poloiyé &=rcosq,
5 = 7 sin ¢ 1 wtedy—wskutek réwnowaznodel w o v — promieniem wodza-
cym v linii kvzywéj

8 eos™ @ - & T sin™ ¢
cos™ ¢ - & sin” @

v= = F(p)

przedstawié wszystkie wartosci ilorazu u i powiedzieé, ze i do ilora-
21w najogélniejszych form parzystego stopnia — z wyjatkiem wypadkw
1= (o ...—c0)—nalezy limitala o takiem znaczeniu, jakie jé
nadal Du Bois Reymond w obszarze dwich zmiennyeh.

Nakoniec szukajac ilorazéw v réwnowainych z ilorazem (B), mamy,
nie wehodzae w szezegolne wypadki i uzywajase w o stopnia m =2 — takie
réwnowaznosel

U

A, 84 Ay (A;_ Au)

B, E B, " B, ' B.
. Al 52"“A;L772 _(4‘17. ___:’-t_,u)
wo BA §2+B.u772 - B}. T -By.
. 4, 82 4.7 _,( :A*;)(_;il _ )
“”'Y?TE"—“BFF_ +ow...+ N B, .

Te zestawienia rezultatéw zreszta bardzo elementarnych, a przede-
wszystkiem dokladna analiza ilorazu (B) wydaly mi sie tu koniecznemi, by
przez to poszukiwania nstepu II w kazdym wypadku i w caléj ogdlnosei médz.
przeprowadzid.

IT.

W teoryi calek okreslonych spotykamy sig z takiem twierdzeniem:

(C). Gy funkeya / (y 5 . . . &2) W calce okreslonéj
bl b
w:/ ] . ;.f f (%, @gy o oo Ba) dvy Aoy ..o dw
‘e t y,

o ilociach @y, tyy ooy Gy Opalayevs buy @, @y @ rzeczywistych:
staje sie dla ukladu (a,, &y, . . . , &) Dieoznaczong, a z resziy W calynll 'ob-
szarze calkowania jest skoficzony i oznaczong, to wtedy wartoscig calki jest.
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hoob b
lim [ [ .. / [ (0, 2oy oo o ) doy dy oL d, V)

5=0

&=0 mte arts aytey

& =0

2 2
- Niechze [ (%, 25, . . . @) = B g ;;1— F (w) Iub wprost
R
w2, " B,
a F analityczng funkeya eatkowalng w obszarze

w gdzie w jest ilorazem (B) rozwazanym w ustepie I,

O.. by 0. by, 0.5

Wtedy bedzie catka okreflona n-krotna

v ) 2 2 ’Lm An fm +An 1’5 .
T [ / . [ 2. .,; 2 g [ + + ] daey iy, Az,
J . o9 oxy iy, By 2"+ B, zpt... 4By 2

A & 4 4, & A, &
:H—{—(———l)“F[ 1 & s ]

By Byt By d ==y =0,
H jest tu—wskutek uczynionych zalozeii—skofczone i oznaczone. Co sig ty-
ezy Fl... )e=n=...=¢=0, t0 Wyraz ten wedlug uwag ustepu I jest nie-
skodczenie wieloznaczny i przedstawia zbior wartodel okredlony albo wyrazem
A E2- A4, 92
F [—“T—f = Gy (£7),
B;_ Ez_i—-B,u 7]2 1 (5 ])

albo wyrazem

A 8 — A, ?

ol P el
B, & - B, »?

]: G, (5’7))

albo wreszcie wyrazem

A;é +A,L77 ]
F '——BM?]

Gy (& ).

« Mamy wiec

k==1,9 0

V=H-+ (=1 6 (¢,

) por.np G Jordan; Cours & Analyse T.II,str 150.

icm°®
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W ten sposob, uzywajac rezultatéw ustepn I, wykonaliémy zadanie
wskazane twierdzeniem (C) w zupelnosei.

Calka jest wieloznaczna, ale nie przedstawia zawsze nieoznaczonosei
nieograniczondj, a caly zbidr jéj wartoei uezyni¢ mozna zaleznym od dwdéch

zmiennyeh &, 9 obszarn [&, %] lub wreszcie od jedndj zmiennéj v=— —g—
obszart v = (4 oc... — ).

Niech np. dana bedzie calka
101 1 B — By e 28

v=[ [ [ 2 2 2 JEras
JoJJ B 3y 2
0 1]

to otrzymamy tu

d dy dz ,
V=[eh—¢—¢i:4 e — ¢k -+ g3 ¢?]
et — Sef o 250
T F et
— e vt Je,vﬁ:s,—ﬂ’

2 gdy sumg pierwszg w nawiasie nazwiemy H, dostaniemy dalej :

i 30

V=H—¢'t", re= (.. —w).

5 — 3ot
Ze za$ najwigksza wartos¢ funkeyi e' T jest ¢5, a najmuiejsza e—3,
wiec ostatecznie mamy:

V= (" —e—dht—ehtedfe?).. (dh—e—echte’—chle?].
Niech

_ $2 _I__ y? —_ Z2
RCEE TR

a F(u)y =w,

gdzie » catkowite i > 0. Rozwazajac calke

V= /I/E{.—c??z—u’d:vdydz,

otrzymamy :

. Prace matem~fizyczne T,IV.
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{0 AT e

U!i —_

== e T+ - e

. 11—y . o
Funkeya (1 +”2) daje przy o+ nieparzystem wartoci z zakresw

(+1...—1), przy » za§ parzystem wartosci z zakresn (0...1). Stad
wynika, Ze przy r nieparzystem jest

[ - @+ -

a przy » parzystem

r=[(3)-@) +(5) 2.

-G+ @Y+,

-G+ )+l

W catkach V wybraliémy umyslnie F' (u) z 1101a7em w o formie (B),

gdyz Cauchy?), ktéry pierwszy zwrécil uwage matematykow na w1elo—
znacznodc catek okreslonych, ograniczajac sig do dwich zmiennych, wlasnie

ilorazu o formie (B) uzywal. Ze metode, jaks powyiéj postgpowaliSmy, i wte~"

dy zastosowad trzeba I mozma, kiedy w F' () mie¢ bedziemy iloraz (A) ogdl-
nych form i ze wtedy caty zbior wartosei, jakie catka V przedstawi¢ moze
zalezy od wyrazu

r[‘952+jf’7]_ﬁ'

rozumie si¢ samo przez sie. ]

Lecz twierdzenie (C), ktére naszem zdaniem podaje jedynie dobry
i ogdlng regnlg obliczania calek V, wypowiadaja jeszcze inaczéj w ten
sposob:
(D). Gdy w catee V funkeya f (%, #, . .. %) dla ukladu a, a,, . . ., s
staje sig nieoznaczonofeig, to porzgdek catkowania nie zawsze moze by
zmieniony bez zmiany wartosei catki 2).

Zhadajmyz pod tym wzgledem calke V, zakiadajac

S+6Tw].
T+-70 1°

) Mémoire surles intégrales définies,
%) poréwn. n. p. H. Laurent, Traité &’Analyse. T.IIL, str, 177.

icm®
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2 2 2
f(zcl./cz...a:,,)_@—l—a—;g "‘QEF(“)

Przyjmijmy, jak wprzédy, « w formie (B), a (@ ¢y...4) = (00... 0.
Calkujmy V w ten sposob, ze granice po kazdem poszczegolnem calkowaniu
odrazu podstawiamy, a wedlug =, calkujemy na ostatku, to na rezultat otrzy-
mamy oznaczona wartosé

Hb(—1pF (%)

Ze 788 a=1,2,..., 1,

A
Ba
zne, wiec mieé tn bedziemy w najogélniejszym przypadku n od siebie réznych
(zaleznych od porzadku catkowania) wartodei catki.

Moze sie jednak zdarzyé, ze, mimo iz stosunk B“
o

) okaza sie réwne. Wtedy i tyl-

stkie sa miedzy

s - A
soba r6zne, wszyzikie F ( B“
a

ko wtedy zmiana porzagdku calkowania nie wplynie

ituna warto§é catki

7 tego daléj wynika, ze jezeli F(u) jest wprost —wu, nigdy
nie dostaniemy wartosci catki niezaleznéjodporzad-
kucatkowania.

Niech np.
202 — 3y? + 22
x? ++ 3y? - 228

U=
a Fuw=@wm—1 (w—4) (v-—-3),
to bedzie
. 2 _ 1y _ 35
_ﬁ':(_l_)_—_Jrz, F(_ﬁ)_—zio, F(z)_— L
a gdy polozymy

P EEE) -l - F ) - (e = B

mie¢ bedziemy:

1 1 13
" 2 2
—— aé‘
V“./ [f EET 93 Flw) de dy
9 0

[1}
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=H — 2,
= 4 -+ 40,
. 35
=H+ 3,
podtug tego, czy koiczymy calkowanie zmienng z, y Iub z.
Przyjmijmy przeciwnie, przy tem samem 1,
, \ 1 ,
F(u)=(u—2) (w+1) (lul — —2--) = I (u),

to mamy tu

" (2)=a (7 =5 (2=

=" ()~ AT - B (E) - A F) = A

bez wzgledu na porzadek calkowania.

Tloraz (B) i calki z takim ilorazem zalezaly o tyle od porzadke, w jakim
sig wspdlrzedne miejsca (0, 0, . . . , 0) podstawialy, ze jedynie zmien-
na zdgzajaca po wszystkieh innych do zera decydowala
o wartodei tych wyrazen.

Lecz mogg tu zaj$é jeszcze inne wypadki:

Tloraz ogélnych form (A) napiszmy w ten sposoh

v DF@Q+@ ...+
O+ F6 F. . F@

gdzie (v), (v} sg fankeye jednorodne stopnia m-go o wyrazach zawierajy-
cych », a nie mniej zmiennych. Zatem :

% TEORYI 7-KROTNYCH CALEXK OREESLONYCH. 21

— - by e ety
(v) =3 AL, Koo by J/A.: T .1”:, ,

Yy =2 A%, ..n, Thal.. -E
p>0,9>0,...,29 >0,

Ptp . e =my

(oy s Begy ...y k) przedstawiaja tu wszelkie kombinacye »-t&j klagy n ele-
mentéw 1,2,3, ..., n.
Gdy 7 < m, to g moze byé << n; gdy zad > m, to ¢ moze byé < m.
Majac to, zauwazmy iloraz

QL@ ... |
“ )

w ktérym w szezegilnoei mamy

®) = (o - aid oo o
(2) = (3 23) + R e G U S

To... (% @) - o o (@a ®p)m « . . 58 funkeyami jednoroduemi m-go sto-
pnia o wyrazach zawierajacych zawsze obie zmienne z,, 23.
Potézmy w (1) w jakimbadZz porzgdku

(aB) @ =0,..., Ze1==0, @1 =0, . ... 251 =0, 2p4.=0, ..., 2, =0,
to przedewszystkiem mamy:
B=¢=...=0@3=H)'=...=0
(@) = (@ zg)n, (2 = (®u Tp)'n
a stad wynika, ze za podstawieniem (af) mieé bedziemy

(e wp)n Ay woop™ - dyal a4 A dua BT 2
e (e Z8)m B 2, w4 By a2 2yt A B @7

Uy
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Daléj okaze sie:

_ 4
(a) t (af), @, =0, 2p =0 - —Bl ’
Am—l
(ﬂ) ’“’1 (@p) 7p = 0w, =0 - Bm——l .
L4 0 . A, .
Wrazie = = — zastgpi te wartosé stosunek —%, a gdy jeszcze
By 0 B, ‘
—‘;f—: e to dostaniemy na warto$é () stosunek ﬁ" it d To samo
2 8
analogicznie dotyczy wartosci ( B). '

Lecz (n—2) zmiennych (af) zdgzajacych nasamprzod do zera mozna
wybraé na( n ) = (%) Sposnbow.
n—2 2
Z dwbeh kazdym razem pozostatych zmiennych mozna kazdg z nich

wzigé za zdazajacy do zera ma samym koticn. Majge wiec to na wzgledzie,
otrzymamy

9 % (n—1) —n. "

1.2

wartodei ilorazu u,
miejsca (0, 0,...0).
Analogicznie, gdy mie¢ bedziemy iloraz

zaleznyeh od porzadkn podstawiania wspéhrzednych

S )l OV i
R ) YT S

gilzie
B) = (v 2y ). .+ (@, Ty By L.,
B = (g oy ) . (g g wy)w 4oL,

DUZY o (2 Bp By ) e (o 2 ) uzytyeh w analogicznem, jak wyub),
Znaczenin—a polozymy w jakim bad% porzadku

@fy)  2=0,...,m,_, =0, Lep=0,. .., wp1=0,wp41 =0

to otrzymamy po uporzadkowaniu licznika i mianownika wedlug a,, ag b v,

. . 99
Z TEORYI N~-KROTNYCH CALEK OKRESLONYCH. ) a9

Uy =
iafiy}

A

Y a2 g o +
ih ,7 Py W ..

Wtad mied daléj bedziemy :

Uy

| ’ !

s 3
o PR, P N A 1
(ol @ = by iy =0, g D i = e f

I

1 . (9
sy ‘1 = 5 1" i (-’)
|

(e gy == Uy 4

1
’(u/w), g 5y g W =

g

== .

4
(aphply g == Oy g == 1, 0 =0 {1 5 = o1 e,

=, =0

i sdazaiacyeh nasamprzod do zera mozna Wy-
Tu (- 3) zmiennyeh (4fy) zdgzajacyeh nasamy

( ) = ( ) sposehdow, a e z trzech OZOSTA )(h zZmlenny ch
i 3 8 spo

cazde 5 71 7 & . e 3 DTS H LT - o
% w713 A ajqu & tatk ) W1e Zymam tu ca
kazda mozna Wzlg ¢ za dagajaeg Na 08 atku do ze 1, WIEC ol amy W
KAZad 4 A

Tosel

(n—1) {n-—2)
-3

wartodel Hor o s tak wartodei florazn g, Jak wartoscl
Zanwazyé tn jednak trzeba, @ tak w d B
‘ Y . NS T PRYIR razysh o s
florazu . 1a miejsen (0,0, .., 0) woga sig okazaé  Wwszy
; ‘; : ! 2 o . e H g 7
mimo ze tn zwiazki (3) ustepu ]—g‘o'\yuﬂ'u nie zaulvmd/,q./ T—
Postepujac w ten sposib daléj, mozemy pray n <9 A 3

T T L
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ina miejseu (0, 0,...0) otrzymaé odpowiednio liczbg wartodei :

n—1 n—1\ - n—1 n—1
”'(1 ),71(2),...,47,(7_ )""’“(n-—l)' (4)
Przy n=m hedzie iloraz
_Cix ..,
W = Xy Ly .\ Xy ®)
na miejscn (0, 0,...0) tylko jednowartoseiowym i bedzie = ~g7 , Dbodezas

gdy lorazy u,, us, ...
(4) wskazuje.
Gdy n>>m, towiemy, ze g<<m i wtedy utworzyé mozemy ilorazy

s Wykazg tam ‘taks liczbe wartosci, jak to szereg

[ O TN T

z liczbami wartosel :

. 1

n—1 n—1 N
91.(1),?l.(2),... ,,n,();“i)_

Podtug ustepu I maja jednak wartosci ilovazéw u, thy, Us, . + . DA Migj~
seu (0, 0, ..., 0) znajdowad sig takzei w obszarze [, x, , . . . %]

Ze to tu zachodzi, jest widocznem. Podstawiajac bowiem w , w
rzg¢dne miejsca (0, 0, ..., 0) wporzadku

=0, wp=, ..., Ly =0, a2, =0,

otrzymujemy taks wartosé, jak za podstawiéniem
5 Lpp—1 = 0, Lk, % 0 N

a to miejsce nalezy do obszary [w 2, ... 2,].
Z tego powodn mozna i wartodé —2- i
20 powodu mozna i wartodé o ilorazu (5) uwazaé za n razy sie

powtarzajacs, gdyz w obszarze [, 2,
wartoSei—polozy¢ %k, =1,2,8,...,n.
Zbierajac powyzsze uwagi, powiemy :

s. @) Mozemy—bez zmiany téj
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Checacotrzymad wartodciilorazu

o G+
T UFCFDF -

na miejsen (0,0,...0) zalezne od porzagdku podsta-
wienia, dajemy (n—1? ktorymkolwiek zmiennym
&y, Loy e o wartosei zero w jakimbadz porzadku.
Przezto dostaniemy

.y Lyt

_0 |
—_— (Zf), = 2= . (6)

U

oy =g == ..

FE - t=y R — =10,

a gdy ostatuiem podstawieniemma byé =,=0, szuka-
my wilorazie (6) wjego liczniku imianowniku iloczy-
nuzpotega ar—-1,

0
wspoltezynnikéw tychiloeczyndw bedzie jedng z zada-
nyech wartosci. Kazdataka warto$§é zalezy jedynie od
wyboru (n—1¢) zmiennych, ktérym nasamprzdd wartosci
=0 dajemy, a potem od tego. ktéréj z pozostalych ¢
zmiennyeh kazemy na ostatku zdazaé do zera. W jakim
porzagdku (n—1{) pierwszym zmiennym i (({—1) nastepnym
udzielamy warto§ei =0, jest obojegtnem.

Stosunek (nie przedstawiajacy sie w postaci i)

. ; . n— P
W ten sposéb otrzymujemy kazda z n'(t—ll) wartofei
ilorazu ;. W obszarze [® @,.,.%,] mozemyje tak roz

n—1
t—1
7e==0 nalezy do jednego miejsca

dzielié,ie( \) wartosci z koncowem podsfawieniem

;1'1::(),, ,,,;j.'uflmo, :’l‘a+1:0,..., a?,,.=0; -7"(‘2 0.

Liczba warto$ci moze sig jednak okazad imniejsza

n—1 )
od ”‘(i——l)’ a to

1) gdy niektdére z nich beda sobie rowne;

2) gdyani wliczniku, ani w mianowniku ilorazu (6)
nie znajdziemy ani jednego wyrazu, ktéry za ostatecz
nem podstawieniem (z,=0) mialby juz prowadzié do od-
powiedniej wartosel
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A . ) P
Mozliwo§é wreszcie, ze wszystkie = (qt__ll) wartosei
bedg sobie réwne—mimo, ze zwigzki (3) ustepu I-go nie za-
chodzag—nie jest tu wykluczona.
Tloraz w.; niech posiada wartogs w, gdy w nim wspélrzedne miej-
sca (0,0,...,0) w takim podstawiamy porzadku:

2, =0, 2y=0, ... s =10; Ly = O’ ey ity =0, my=0

Omaczmy podstawienia zawierajace jedynie elementa :c, , m,, .
mzez Su—;, a podstawienia zawierajace jedynie @u—a , ..., wy_y preey

Sy, to caly zbior porzadkéw podstawiania wartodei zera niezmieniajacych
w, przedstawiaja iloczyny

Cay il

Sn—/ . Sl—-l (7)

w liczbie (n — #)! (¢ — 1)1
W teoryl podstawien miatby miejsce zwiazek

Suei S/~1 = Sl—l St

odyz 8,—, Si—; 'nie majg ani Jjednéj wspolngj litery.

Tunie zachodzi to, tak, ze do (7) tylko iloczyny o porzadku it » Si—;
zaliczaé trzeba.

To zastrzezenie majac ciggle na uwadze, bedziemy i tu zbior (7) nazy-
wali grupg ilorazu u,_,, nalezaca do jego wartodei w. a to tem bardziéj, ze
zbidr ten jest tu grupg taka jak ja okreflajy w teoryi podstawien (ilo-
czyn dwdeh podstawien (7) jest znowu podstawieniem grupy)

Grupg nalezges do Jedudj wartosei florazn (B) bedzie grupa symefryczng
odnoszacy sie do (n—1) elementéw, a wiec rzedu (n—1)!

Taka sama grupa nalezy do jednéj wartogei ogdlnego ilorazu

w= WD+, ..
W +er+.

w ktbrym zakladamy (=0, 1Y==o0.

. n—1 ]
Tiezba = (t—-—]) ma przy n=2, {=1 wartodé 2=21, a przy n=38,
{ = 2—wartod¢ 3.2 — 31. Stad wynika,

t: _ ze jedynie ilovazy 4 z takiemi kom-
olmaeyami (1, £) s3 odpowiednio 211 31

—wartodciowe i stanowia w teoryi

icm®
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podstawien analogiy z funkeyami o gatunku Galois, jakje Kronec-
ker zwyk! byl nazywad. ) .

Do takich tu zatem rezultatéw doj$é mozna, biorac za pu.nkt- wasclfa za~
sade Du Bois-Reymonda nieréwnoczesnego‘ podstawiania wspoélrze-
dnych miejsca (0,0,...,0).

W Scistym zwigzku z 13 analizy ilorazu w.— stoi rozwazanie calki
n-krotnéj

2

9 s
e F () day day oo dia,
g dx; 2, iy
0 0 0

ody sie ja ze stanowiska twierdzenia (D) oblicz;}. . ) .
Mozemy o niéj bowiem odrazu wypowiedzie¢ takie twierdzenie:
I. Gdy calka V, obliczona w porzadku zmiennych X gy By - - . 2y
{aje warto$é TV, a porzadek calkowania tak zmienimy, ze (n—t? pierwsze
calkowania ['wedlug @, %5, . . . , Zu—r] Wykomamy w d.owolnym innym po-
1zgdku, potem catkowania podiug dalszych (¢—1) zmlennyc'h [wu—-{:l-l -
e ey @yo1] takie winnym jakimbadz porzadku, pozo’s,‘tawmjay’cv _ ca}kovx anie
podiug @, zawsze na ostatku—to calka nie zmieni sweq we’u'.tosclv w.
» i{&zdy inny porzadek zmienia warto$¢ calki w ogdlnodei na inng.
IL - Gdy calke V obliczaé bedziemy wedlug wszystkich 7! porzadkow,
. =1\ A1 (—1)1 po-
rozdziely sig te porzadki na grupy po {n! i ( t——l)} = (n—t) | ((—1)! 1
125dk6w. ‘
. . n—1 o : il
Do kazdéj takiéj grupy—a jest ich n. ( t-l) — naleze¢ bedzie w og
nosci inna warto$é catki. o
IIL. Do catki z przyjetym juz porzadkiem oa,lkowa,nwt nleezy J.edna
tylko grupa; przeciwnie calka, o kt6réj porzadku calkowania nic nie zatozono,
. : n—-1
posiada ich n (t—— ) .

Te grupy sa tu brane w okreslonem poprzednio znaczenin.

.
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IV, Wartodei catki nalezgce do grup poszezegolnych majy postad

HA (1) 1P,

n—1

S=1,22 ..,,n .
1 3 -1

By s to wartodel funkeyi F () z w. obliczonem na miejseu (0,0,...,0)
w porzgdkach s-tej grupy; H jest funkeyy skoriczong i oznaczong granic
byybyyonty b

Y. Wazystkie wartosel calki 7 moga tu by¢ rowne sobie z dwojakiéj
przyczyny:

1) wartodei ilorazn w,—; na miejscu (0,0, . .
kowe. )

2) wartosei te nie sg wprawdzie Jjednakowe, sle F (1) na miejsci
0,0, ...0) jest zawsze jedno i to samo.

Z tego powodn mogy tn wartosel calki i wiedy nie zalezed od porzgd-
kéw catkowania, gdy 7 (u,—) jest wprost = w—y. W catkach zawieraja-
cych wprost iloraz w o formie (B) nigdy—jak to widzielismy — zaj$é to nie,
moglo.

Dla przyktadu ntworzmy iloraz

- 0) sy wszystkie jedna-

Uy = (g @y 2y ),
ktorego licznikiem jest

ot (U 28 =y a8+ g a3) 4 2f (b @ 4 by 23 4 b, 23)
+ ad ey 2t o ad o, 2?) 4 2t (dy a7 - dy 23+ dy 23)
Fexiodal /g of ol 4 g2t @ af - Lod o3t
mianownik taksy sams ma forme, tylko w miejsce wspolezynnilkdw

gy gy evy6 /g, It wehodzg kreskowane: Wyy @yy o nd, [ Wy 1 zau-
waziny catke

o

2 i ;

= uy duy dy doy die
S Wy ey 6y dag digy
0]4

Gy ay, &y, ..., ¢\ F, 0, I, zalozymy wszystkie dodatuie, to fankeya,
2 el Bl El
T E e = U
9y dmy dxy dx, L
W obszarze [z x, @, »,] nigdzie nie staje sie nieskoficzonoseis, tak ze tn
w_obszarze calkowania (0...1,0...1,0... 1,0...1) mamy do czy -
nienia tylko z elementami skonczonem,

icm®
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Polozymy dla krotkosei:

(1111) — (1110) — (1101) + (1100) — (1011) 4 (1010)
-+ (1001) — (1000) — (0111) ~F (0110) 4 (0101) — (0100)
-+ (0011) — (0010) — (0001) = H,

to catka obliczona podiug twierdzenia (C) ma wartosé:

H 4 I (W)=, o= en gz ey, memay 5

=4

postepujac za$ podiug twierdzenia (D) mie¢ bedziemy: H takie. jak \}fyiéj
a powiekszone dodatkiem, ktory stosownie do porzadku catkowania bedzie :

tly
z porzadkn @ iy, 2y xy . . . T
8

Cy

» ” nom La Ty 6’4
. d,

» ’ &y gy Ly Ty o . . d'Q
b

4
Xy Xy o v 0 e

” L) 4 2 7

» Z)4
Cy
Xy Ly Lg iy v 0 —

» » 1 W4 2 C’:_,
b;

3

n n n 3 2 7

? A
@y

» ” Ly Ly Ly Ty = - Cl,,4
d,

” ” wom P&y d’l.
¢y

” » Ay Ay, Ay Ty o A
P )

) Ly &y o 0 0 T

» ” no»n 3 W'y
b

» »

Py Lyy Ty Xy < v v 37
I R s Wt bl

E ” non Ty dy ... T
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W kazdym z tych 12 perzadkow mozemy jeszcze dwie pierwsze zmien-
ne przemienié ze soba, a przez to warto$é dodatku sie nie zmieni. Tak up.

porzadek wx; x,, @, ‘naleiy do wartosci dodatkn s ; do tego dodatku

d'y
nalezy takze i porzadek @, z;, w5 2, it d. .
Przyjmujac, ze stosunki —{7‘% , -;,4 , - .. Sa wszystkie jednakie, ale
4

o wartodel réznéj przynajmniéj od jednego ze stosankdw

e / Y h

P /’l 1 !/I k] W

mamy tu jeden tylko rezultat bez wzgledn na to, jaki porzadek catkowania
z 4! mozliwych uzyto przy catkowaniu.

Lwaw, 1892,

0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH
RZEDU n-go POD POSTACIA SKONCZONA.

A. J. STODOEKIEWICZA.

Niech bedzie réwnanie rézuiczkowe, o rézniczkach zupelnych, liniowe
rzedu n-go
du Y \ du—l,y

dn—‘zy ) CZ.I/ v o
T T X g o + X d=t + o K a +Xy=X, @

wkttrem X; , X;, . . ., Xu, X 53 pewne funkeye zmiennéj niezaleznéj «.
‘Wprowadzmy oznaczenia

dy(nv 2)
dx

3 — N g
= 1), .___._dz_zl i o ._1/('1“2), Ceey % =" C_ZZ,J — ;1/' , (0}

natenczas, réwnanie (1) mozna napisaé tak

CZy(it—l)

az X— X oo — Xyyod — L — Xy — Ky, ()

Mnozac rownania (2) odpowiednio . przez . czyuniki nieoznaczone
B1slay e vy pumz, n—y i dodajac do réwnania (3), otrzymamy
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