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6 W. Opalski: Obserwacje catkowitego zaémienia Ksiezyea oraz znkry{‘ wwinzd

Skréty oznaczajy:

Refraktory : Obserwatorowio:
M = Merz ~— (O162™ L B.=1 Breonnerown
H = Heyde ~- O 162=m JoGo= J. Gadomski
C = Cooke — (O 18pmm A.G = A Gluskin
G = Goerz — O Litmm MK, == M.Kamieski
LS = Lerebours-Seeretan — () 102wm Lo O == L. Orkisz
W.0. = W.Orlowslka

E. Re= E. Rybhka
Lo %o == L 4ajdlor

Zijawiska: [ — wejbeio
I - wyjbeio.

Spdlrzedne punktow obserwacii:

Naxzedzie A Gr ¢
h m s Uy
M 1 2% 791 b2 13 £k
H. 1 24 729 62 18 4b
¢, I 24 740 52 13 5%
Gy LS P24 726 --62 13 8.

Zusammenfassung.

Vorliegender Artikel enthilt Beobachtungen der totalen Mondfinsterniss,
die am 2 April 1931 an der Warschauer Universititssternwarte ausgeflilrt
worden waren. An den Bechachtungen nahmen sowohl Astronomen der Stern-
warte, wie auch Sternfreunde teil.

Die atmosphirischen Umstinde waren sehr glnstig, so dass es moglich
war viele Einzelheiten der Erscheinnng zu beobachten, Sie sind im § 3 2u-
sammengestellt und enthalten, in Weltzeit [T. )] ausgedriickt, die beobachte-
ten Kontaktsmomente, Berthrungamomente des Schattenrandes it versehie-
denen Mondkratern sowie allgemeine Bemerkungen tther die Schattenfarben
auf der Mondoberfliche,

Die beobachteten Momeute der Bedeckungen der vorsehiedenor Sterne
durch den Mond sind im § 4, in der Spalte 2 angegeben.

- Die Spalten: 4, 5, 6, 7, 8 der Tafel.im § 4 enthalten, der Roihe nach:
Sterngrosse, Art der Erscheinung, das heisst Versehwinden (I) oder Wieder-
scheinen (E) des Sternes, Instrument, Vergrosserung und die Name des Beob-
achters, Instruments, Nameuabkurzungen dor Beobachter, sowio auch die
Koordinaten der Beobachtungsorter sind am Ende dos § 4 angegebon.

Warsehau, Universitiitsstornwarte. Juni 1981,

D
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Sur la théorie riemannienne de certains systémes
orthogonaux, IL*)
(Teorja Riemanna pewnych uktadéw ortogonalnych)

par

| A Zygmund

Chapitre L.
Fonetions de Bessel.
§ 1
1. Dans ce chapitre nous allons nous occuper des propriétés des séries
de la forme

oa

(1) : Za,, J, (2 @),

L.258

ot J, désigne la fonetion de Bessel dordre »: 3)

v 1 4
@) 7@ = gy [1 5y T TE e
et 0 <<, <CAy <C... est la suite (infinie) des racines positives de D'équation
3) eJ,@+ HJ,(2) =0 (H-—const, - oo < Hoo).
On sait que la fonetion 2 = Y J, (x) vérifie, l’équaﬁtion différentielle

1 — 40%
2" (1 —-|~ W“) z = 0.

"*) z;npramiéra partie de ce travail a été6 publide dans les ,Studia Mathematica® 2
(1980) p. 97—173. .
1) Pour la théorie des fonctions de Bessel cf. Watson [1].
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Dans les raisonnements ci-dessous nous nous bornons au cas de »=1,
Les fonctions

4) 1, @) T, (s ) es (e,

forment alors, dans l'intervalle (0, 1), un systéme polaire par rapport & la
fonction z. Plus précisement, pour m,n=1,2,.., on a

) =0 (m=n)
% Iy (A ) J, (A0 dx %
( ) /m ( ul?) ( ) & =;‘{ (1 . ;/?n) J: ('%m) _+_ '/”’2 ()«m) } (’PM e 7).).

Ceci revient & dire que le systéme des fonctions

®) Ve g, (), Vad,(da),..., Vo, (a),...,

est ortogonal dans (0, 1), mais la premiére fagon de s'exprimer est souvent
plus commode comme nous nous occupons des séries (1) procédant suivan
les fonetions J,(,x) et non V J, (4, x).

2. Le fonctions de Bessel vérifient les équations

1) Jea@) @ =2 0@ @) s (@) = 2, (@)

qui sont équivalentes aux égalités:

d

-2, (@) = 1, ().

d
[ S, (@) = 2" J,_; (%) ; dw

dx

11 nous sera plus commode d'éerire ces égalités sons la forme
1d,., ., 1d, _
(8,) I%[x JAa)=a"J, (1x), (9,) 5 [ J, (A2)] ==~ &"J, 1, (4 2),

A désignant un nombre arbitraire différent de zéro.

On a pour les fonctions J,(z) (0 <Ca <Coo) l'évaluation asymptotique
2 vu m A, A
s = |/ Eloos (=3~ 3)- (404 Bt ..+ B 24 00
. v w\ (B, B ,
e

oh » est un nombre naturel arbitraire. Dans cette formule les constantes 4,
et B, né dépendent que de » et n. Il nous suffit de savoir que

(10,)

%

'hdorie riemannienne des systémes orthogonaux 3

Pour V'4tude des cas les plus intéressants il nous suffit Ja formule

. 2 [, 1—dst, ffﬁ?f),} P L .
(ll) J'v(‘v) == I/nm {(»Oﬂz-—i— 8x 810 2 + 22 =7 9 4
qwon obtient de (10) en y posant p == 1. La fonetion «(x) (= @, (x)) est bor-
née dans tout Vintervalle (g, co) (e >0).

En comparant les deux expressions pour J,, dont Tune on obtient en
diftérentiant (11) et I'autre:

P . {41 Q, 4 —0
J) () = V’%T { slug 4 éf;—i— ) oox 2 + - 1.‘2.;%;;,4,"7‘:3}

résulte de (7,) et (L1), on voit que @, (z) ost également bornée dans (g, oo).

Les formules (7,) permettent d'exprimer .J, par J, et Jype En subsati-
tuant les expressions obtenues dans (3) nous pouvons éerire cette équation
sous la forme

a2 2y @) + KT, (@) = 0

Fn écrivant la formule (10,) sous la forme

(K=~ H—).

P] . o vm @
J, () zl/ﬁx{‘ﬁ:’). cosz -+ B .sinzy \#=%—" g5 —7
ol 4% et BY désignent certaines fonetions de a, nous voyons que I'équation

(12) équivaut & o B — KA
g2 = o KBS
¢ A6 | KBO

En prenant les développehlents asymptotiques des fonetions A et B nous
obtenons les développements asymptotiques pour les racines de (12). Eun par-
ticulier en posant

1— 4o L
AP =14 0@, BY =g+ 0@

on obtient, par les approximations guccessives, que
(18) l,,=nn+a0+al-n"1+y,.-n“’ (n=1,2..)

ol @ et @, sont des constantes et ¥, == O(1). Si lon tient compte de (18), on
déduit de 1a formule (11) que powr m==1,2,...:

T, (g ) = V,_?w_ {cos [m+ k) mwz -~ @)

mmx

. 1B g fon 4 By - ) 2

e 11
m m
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ol g, (%)= O(1), ¢,(x)==0(m) dans tout intervalle (s, 1) (0 <&); k et ¢
sont des constantes indépendantes de .
Remarquons encore que de la formule (10,) écrite sous la forme

s, )

./V(m).—_»l/;?;ﬂ{cosz—’r-f)(l)} y 5y

et de la formule pour J, qu'on obtient de (7,), (15,.,) et (10,.,) on déduit
P'évaluation asymptotique suivante:

vi 2 %
(16) (1 =5 nE) + 2@~ .
3. I est important de noter que le systéme orthugonal (6) n'est complet
que pour H --» > 0. Pour le rendre complet dans le eas H - » <0 il faut

ajouter 3 (8) une certaine fonetion Vi Cy(x). Conformément & ce fait nous ap-
pelerons série de Bessel toute série de la forme

L) a0 Gy (@) + 3 aw ], (ly)

kel

okt les 4, ont la m8me signification qwauparavant et G, (w)==0 pour H - »> 0,

Si H-}-»<0, Q(x) est une fonction régulidre pour 0 < x <1 et in-
tégrable dans (0,1)%). Elle est définie b un facteur constant préds quon peut
choisir de telle fagon que lintégrale de ax Ci(x) dans (0,1) soit égale & 1.
Dans la plupart des cas on peut supposer dans (17) que @, ==0, clest & dire
I'dtude de cette série se reduit i celle de (1), i

Il résulte de la formule (1b,) que, si une série (1) resp, (17) converge
dans un ensemble de mesure positive, on a a,, == o(V'hz). Les s. B. dont les
coefficients sont o(}m) correspondent aux s, t, & coefficients tendant vers zéro.

il existe une fonetion f(x) telle que les coefficients de la série (17) soient
donnés par la formule

*) Voir Watson [1}, p. 199.
%) On a (& Jun factenr indéterming pris) que

(H 4w =0); (H 2 0),

ot ¢4, désignent les racines comploxes de 'équation (8) et_I,(2) oat In fonetion de Bes-
sel d’argument imaginaire définie par In relation

Cy () == av Cy () 7= Ty (Ay )

10 o
I,(?)=e 2 Jv(z‘ﬂ)
(Cf. Watson [1), p. 597).
76

(18)

1

. / b, t) & (m=1,2,.),

1]

cette série ont le développement de Fourier de f et nous Ja désignerons

par @n[/]

§ 2.

4. Pour démontrer la formule (14) (ou 4, sont des racines positives de
I'éguation (8)) nous ne nous sommes servis que des formules _asympto.tiques
(11) et (13). Il en résulte que la formule analogue & (14) a lieu aussi pour
J, (Ayx) ol 4, ont la méme signification qu'auparavant, mais w r:’est pas né-
cessairement égal & », Do ce fait et du fait que ¢, () = O (1), on(#)= 0(m)
uniformément dauns (g, 1) on déduit la proposition suivante:

Lemme % Soit donné un nombre O < <1 et une fonction ¢ (x) con
tinue avee quelques de ses dérivées dans lintervalle 0 <x<l.w

Si 4, désignent les racines de Péquation (3) et si a,=o(/k) la série

o

() p @)

mel

19)
est uniformément équiconvergente dans (4;1) avec une s. t.

‘]J Ay +2‘ (4, cos nwa - B, sin n w ) (4 By = 0).

el

(20)

La démonstration étant compldtement analogue & celle du lemme 7 nous
la laisgons au lectour, ‘

M désigne, comme auparavant, une methode lindaire de sfomfnatlon non
molns puissante que la convergence ordinaire et d'ailleurs .urbms.ure 4. Pou'r
que les formules (18) définissant los coefficients do Fourier aient sens il
faut ot il suffit que la fanetion a™ f () soit intégrable dans (0,1). 1l egt done
naturel de définir les ensembles dwnieité do type Uy de la fagon suivante:
un ensemble J, situé dans (0, 1), est mn Uy ") si toute s B. (17), & coefficients

O(Wc), sommable M en dehors de K vers une fonetion f(z) finie et telle que

) Pour la définition préeiso ef. Chap. I, p. 101
¥) Plug exactement: un U, (»).
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®"t¥ f(x) soit intégrable dans (0,1), est @] f]. En posant f == O on obtient
la définition des ensembles Up.

Les &. t. que nous rencontrerons dans ce chapitre seront toujours de la
forme (20). Les ensembles d'unicité que nous allons considérer pour ces g4
ries, seront toujours situés dans Pintervalle (0,1):

Théoréme 1. Si »2=— } tout ensemble Uy pour les s t. est un U,
pour les 5. B.

Théordme 2 Si > -} tout ensemble /4 pour log 4. t. est an U
pour les s B 9),

La condition ‘w 2> -~ § est essentielle, car, comme nous le vorrons plug
loin, dans le cas de 1 << <-4 la situation est différente. Lies démon-
stration des théordmes 1 et 2 étant analogues nous nous hornons A celle du
théoréme 2.

5. Nous commengons par démontrer la proposition suivante:

Lemme 4. Scit 8, ==o(m™#). Considérons l'expression

5 o0
e P — a0 3 00, (0)

&
11l

Elle est bornée pour ~> 0, si 8) ¥ >4, a=§ b) 1 <r <}, a=mn
Dans ce dernier cas elle est de la forme K - o(_m’é‘”")l Enfin 8i ¢==w=]}
I'expression (21) est o(lg —:;)

En effet, en tenant compte du fait que A4, ~ Cm™' et en posant M == [1/a],
nous avons:

M oo
Fle)a=® =™ 2—{— x 2 == 4,+ B.
e, It Mol
M ; M
JE—3 .- e QY L}
A,=uw go(m ). O(4, 2 = 2* 2:/ o(m J"5).

Bo= ”_az a(m"%) <0(4, x)m% == w«-é - 4.)./' o(m4) == 0 (J!&'k “.

M e M1

Il en résulte que l'expression 4'(x). & est bornde pour » > 4, quelle est

%) On en déduit en particulier que tout ensemble dénombrable est . la fois I/ of U’
pour leg 8. B. M. Plancherel m'a communiqué obligéamment qu'il avait - démontré que
les ensembles H de M. Rajchman sont de type U pour les s B. Les ongemhles H tant
de type U'pour les & t, la proposition de M. Plancherol est une conséquence du
théoréme 1,

78
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o(lg 1/x) pour we==4 of quo ) ost bornée pour -— 1 <# < 4. Dans ce

dernier cas on a (pour @ ==w) que szo(w-&—m) ot

M 00
St B e o) = | LRy o fd
A=Y ol H=K Do =K+o@) Cqfd

v e M1
6. Passons maintenant i la démonstration du théoréme 2 et supposons

d'abord que H -f-» §0 (Of.(8). Soit (17) une série & coefficients o(k‘zf) som-
mable M on dehors de K (# est un Uy pour les 5. ) vers une fonetion
f () telle que @/ woit intégrable dans (0,1). Nous allons prouver que eette

1
série est @[ /] Nous pouvons supposer que 1° ay==0, 2° f v ft = 0.

La condition 1° (qui d'ailleurs n'est pas essentielle)”) est naturelle comme
nous pouvons toujours retrancher lo terme a, Cy(x) de flz). (St H4v <0
on a Cy==0 on peut done supposer a,==0)?). Comme dans le cas de
H-w»=0 la fovetion # ve peut pas ére orthogonale & toutes les J, (4 f)
(k=1,%,...), on peut toujours choisir un nombre naturel # et une constante
4 telle que

f (][ AT, (A B)] dt =0

ot il suffit de retrancher A .J,(1,%) de la série et de la fonetion (@)
Nous avons l'égalité:

() 2,'r/ J () = f(@) (¢ (C CE)
W) Y an () = f ) (@C OE)

il
o0 oo
(od 3 est considérée comme 0 - 2). En tenant compte du lemme x (& =7,
1

t -
¢ == ") ot du lemme §Y), nous pouvons intégrer terme A terme la derniére
série dans Dintervalle (wy,z) (0 <z <<x < 1). En nous servant de la formule
(8,) nous avons done

o0

. o o ) 0, = [ 1
m 4

Nimal
7) Dans | démonstration du théorhme L on doit so passer de cefte condition. ,
¢ Remarquons encove que 8i Jo premier terme de la série o oy @y 4= ent dgal
i z6ro, cotte série doit 8tre traitée comme O- e, +- &, ... et non comme & Fay...
%) Voir la premitre partie de ce travail.
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la série du second membre convergéant uniformément dans tout intervalle
(6,1 —6) (6 >0)

En multipliant les deux membres de (22) par 2=~ et en intégrant terme
4 terme nous obtenons de la formule (9,):

' (@ — 277)

oy —\x 2 X
Zl - z?n‘ {Jw ('?‘"l )% V}xa + i ‘2‘7‘7” B ']u—l-l ('zm »“’0) w?; i

=1
=fduff(t)‘l”"' dt.

11 en résulte que la série & termes a,, A;J,y (4, 7)) 4™ est convergento; Péga-
lité (22) peut 8tre done écrite dans la forme

(28) 5 dntmet = [ foeeito
" ¥

m=1

(G C; ... désignant comme toujours des constautes) En multipliant les deux
termes par #~**~7 et intégrant terme A terme dans (v, 1) nous avons

=] 1 13
@y _, oy )
(24) ST, ) = / it f FO I 4 oo G,

i ¥ §
oit pour ¥ =10 le deuxiéme terme du second membre doit 8tre remplacé par
— Clogz. Supposo.ns @abord que C= C, ==0; nous prouverons plus tard que
pour ¥ 2= -—4 ceci en réalité est vrai. Nous avons. done

1 3
25) %Z‘ @ J, (4, @) = o f ! n/ Fyt e,

m=l

—

la série du premier membre convergéant absolument et uniformément dans ©, 1).
En multipliant cette égalité par la fonetion intégrable J, (4,2) (n =1, 2’...)
ot en intégrant dans (0, 1), nous obtenons (en désignant par Iaf,;’) le se(,',ond
membre dans (5) pour m==n et en nous servant de la condition 2°):

1 1 u
. a’l
(26) 7 K :fmv+1 T, (A ) daz f,w-‘.lw-l duf F(8) 4+ dt
n P : ‘ o
1 (fa : '
=7 f 7 @ (4, ) do f w1 gy f S et dt
1 ’ . * . 0
=%fx“‘Jv+1(l,,x)rlmff(t)tl+y P N ol S L,

nu 0 ],,ﬂ‘ dx(w ‘u( nw)dw)j/(t)t udt

. o s

=;%fﬂv(lnt)f(t) dt (h==1,2,..).

"Théorie riemannienne des systémes orthogonaux 9

8i H4+» <0 il en résulte que la s. B. considérée est Sz[f]. Pour
H+4»>0 il faut encore vérifier que lintdgrale de la fonction ¢ G, (t)f (%)
dans (0,1) est nulle.

Comme dans ce cas on a (i un facteur constant prés) Gy = J, (4,%) (4, est
la racine imaginaire de (8)), le raisonnement est exactement le méme que
dans (26). Il nous reste seulement de motiver I'hypothése que C=0C; =0
dans (24). D’aprés le lemme 4 le premier membre de (24) (x — 0) pour » >4 est

o(x%—_"), tandis que le second membre est o (x~*) 4 Cz~*[2¥ 4 C;, done C'== 0.
Pour »==1} le premier membre est o (log 1/z), le second membre (C -0 (L))2™,
done C==0. Dans le cas de 0 <<» <} les membres premier et second sont
respectivement O(1) et (C/2v —+ o(1)) 2™, d'ok la méme conclusion. De méme
si #=0 quand le second membre est (C o(l))log 1/z. Si —1<Tv»<C0 le
second membre de (24) peut &tre éerit sous la forme

— f et f Fopea g a4 G
[ 0

Tl est égal & G, -+ (C/2% 4 o(1)) 2™, tandis que le premier membre est

(@aprés le lemme 4) K - o(z%"), dot on déduit que (=0 pour »=— %
Le fait que C; =0 pour »>>—4 est évident seulement dans le cas de
H= oo, ot il suffit de substituer dans (24) la valeur x=1. Si lon veut de
le démontrer dans le cas général on peut raisonner comme il suit.

Comme, pour ~>1—0, le second membre dans (23) est o(1) (d'aprés la
condition 2°), on en obtient, en multipliant par #7** et en intégrant dans (x, 1):

@ R ) — T, Gl = 0(1 —2)

m=l

Posons M == M(x) = [1/1 —z|. Le premier membre de (27) est

(@8) D+ =4+5.

me=l  m=MAL

B = Za,,, I 0 =0(l — ),

me M1
. M M
A= 3 032 00,0) — T+ (0 —2) ) 00058 T, () = A+ AL,
mal me=1
ol, daprés (24), o
(29) A~ —w(l -fx)z%-;f J, (k) = —»(1 —2) G-

me=1
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D’aprés la théoréme de la moyenne on a pour z—>1

T, () — J, () = Ay (2 — 1) T2 () + 2 (2 — 1)2- O D),

done
M

80) A .__——Za T2 dl@— 1) Ty (A) + (1 —22 Ya, 0(471)

= (1—2) Y a, 43 T, (A) + 0(1 — ).

=]
En substituant (29) et (30) dans (28) et en divisant par 1--a on obtient:
@ DTk =20,

=l
la série du premier membre étant convergente. Remarquons en passant que
la convergence de ceite série résulte de celle de la série (24) pour #==1
et du fait que les 1, vérifient 'équation (3). Des formules (24) et (31) on dé-
duit que

0= 0, 45447, (4) + HJ, (RN} = (H + ) C,
m=1
et comme H-} 920 on a G, =0.
7. La démonstration du théoréme 2 dans le cas de H —+» == 0 est analogue.
- Dans ce cas, si l'on suppose que lintégrale f- £ dans (0, 1) est égale
& zéro, on ne peut assumer, sans restreindre la généralité des raisonne-
ments, que @; == 0. Nous avons maintenant

() we + 3 a,J,(1,0) = f(a) @C E),

=]

et, en raisonnant comme auparavant, nous obtenons au lieu de (24) la formule

a,

(32) 4("_'_1)'*“ m J 1 w xv ——fu.zvi—ldu/tbwfdt+~—-x_n"+(,1

On prouve que 0=0. Au lien de (31) on a

(33) ”.2 " Ji(4 m)—2(v+1)+w{ol+ ,,,,, i +1)}
L'égalité (32) nous donne

(34) wamJ(lm)—wC’,_{_ll( Ty

82 i
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De (33) et (34) on déduit (comme H - »==0) que

= 2‘ 5 T ()4 HJ, (1)) =

ey

done

1
W,ffr ft.
o

Comme ;=0 1'égalité (32) se reduit & (24) ce qui nous donne (26). Le théo-
réme 2 est donc complétement démontré.

8. Essayons maintenant d’étudier le cas de — 1 << o < — 3. Les raisonne-
ments n’étant pas essentiellement différents hornons nous au cas de H ~+»<0.
Jusqu'd la relation (24) la démonstration reste la méme, mais nous ne pouvons
affirmer que ¢ = C, = 0.

On déduit de (24) que

(35) 2‘%;_' T, () = CJ20 + 0.
Tl
Au lieu de I’égalité (31) on obtient
) S o i3 T2 = v+ Of2r) —
M=l

En ajoutant I'égalité (35) multipliée par H & (36) on s
C
(H+w) (%4—01) —C=0

1 1
G=C- (H—]—v '27/)‘

En raisonnant comme dans (26) on obtient

A
R A f £, (A t)f(t) d =Dyl D=02T@p+1)

Nous avons done prouvé que la s. B. considérée difftre de &,[f] /1 par
une série de la forme

37) D- 3 22J, (da@)k o).

mal

%) Dans le cas de H4-»>0 vla série exceptionelle (87) doit 8tre légérement modifide.
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La série (37) dont les coefficients sont O (n'**)=0 (n"%) g'obtient formellement
(& un facteur prés) de la série

(38) D 7 0n &) T, (da )k 0<é<l)
mel
en la divisant par £* et en faisant tendre & vers zéro. La série (38), dont les
coefficients sont O(Jz), est sommable (C, 1) vers zéro partout, sauf pour z=¢,
La série (37) converge vers zéro pour 0 <<x<C1. Pour x ==0 tous les ter-
mes sont infinis. Les raisonnements que nous venons de faire prouvent que:
8i —1<w<{—} toute s. B. & coefficients o(Jn), sommable i1
vers zéro en déhors de Z, ol £ est un Uy pour les s t, est né-
cessairement de la forme (87). On peut éliminer les séries de la forme
(87) en modifiant légérement, pour — 1 <<»<C—4, la définition des ensembles
d'unicité, en supposant notamment que les coefficients des séries considérées
solent o (n't*). )
Théoréme 2. Toute ensemble B situé dans 0ol qui est un
Uy pour les s. t. V'est aussi pour les s. B. (38) & coefficients o (W) (g > v > —1).
1 suffit de démontrer quwil résulte de nos hypothdses que la constante
C dans (24) est égale & zéro, car ceci entraine C, =0 ce qui nous donne (26).
En intégrant 'égalité (23) multiplide par &~ terme & terme dans linteryalle
(%o, ®) ot ensuite faisant a, tendre vers 0 nous nbtenons

o0

(39) D 0 B, (A) A7 00—, (R ) A 257}

mel
- f U1 dy f B F a2 e — (0 (1) 4 02w .
0 . o

Divisons la série du premier membre en deux parties 4, et B, correspon-
dant aux indices (1, N) et (N - 1, 0), ol N= N, ==[1/x],

(40) Bo= Y a2 {00 1" a7 ) L 0 (1)) —o(um),

ntm N1

Dans le voisinage du point =0 nous avons

(L= — %% g R S )
Done " ) d(r-+1) + 06 (a 204 ]))
@y A= —a o, 2@ BAG+ 1) + 0@ L))

84
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N N
J— ax? v . . v+
=~ 11T Dantit 0w Ian| 2

ma=1 Ml
N N
ax v 2y
S Vo S zlvaml,,,—[—o(x )

Des relations (39), (40), (41) on déduit pour — 1 <w<C—4%

— iy X i ot ) = (G2 o)

(42) — 4‘(«%—1‘) %‘ O A3y == (C)29 - o (L)) 2=,

Le premier terme étant visiblement o(x %) on a C=0.

10. Un ensemble E situé dans (0,1) sera mommé un U pour les s. B.
si toute 5. B, (17) & coefficients o()/n) sommable M en dehors de Z vers une
fonetion finie f(z)>> @ (z), ot @(x)a™t* est intégrable, est Sz[f] Pour
~—1<v<C—} cette définition doit &tre convénablement modifiée.

Théordme 3. Si »>—4 tout B qui est un Uy pour les s. t Vest
aussi pour les s. B.

Théordme 8. Si —1<<v<<—% tout E situé dans 0<Car<C1 qui est
un Uy pour les 8. t. I'est aussi pour les s. B. & eoefficients o(n'+*),

La démonsiration du théoréme 5 est analogne 4 celle du théoréme 2.
En modifiant 1égérement la démonstration de (24) on obtient :

oo 1 1
(43) O 0T, (A ) = — f . f P £t _2% - g,

m=1

Si $*f n'était pas intégrable, on aurait

1
(44) lim f 4 £ it — oo
x>0

et le second membre dans (43) serait (pour » > 0) dordre plus 4levé que
2™, ce qui contredit au lemme 4. De méme (44) n'est pas possible pour
—3<\7<C0. Dans le eas doe — 1 <{»<C—} la relation (44) implique une éga-
lité analogue & (42) ot le facteur €'~ (1) du second membre sera remplacé
par une fonction tendant vers - oco avec 1/x.

Lintégrabilité de £**+v f(2) établie, la démonstration des théordmes 3 et 8’
devient identique 4 celle des théordmes 2, 2'.

. 8B
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Dans les théorémes 2, 2/, 3, 8’ Vintégrale peut &tre considérée dans le

sens de M. Lebesgue ou de M. Denjoy (au sens étroit ou large). La méme Théoréme 7. Si pour une série (17) (#>>—1) & coefficients o(}/n) les

méthode permet d'obtenir les théorémes analogues ol, au lieu des limites exactes fonetions f et f (cf. (45)) sont finies dans un intervalle (e, f) (0 <Ta <f<C1),
(ordinaires ou généralisées), on considére les limites d'indétermination. Nous sauf peut étre dans un ensemble E au plus dénombrable, et si f est intégra-
nous boruons & énoncer le théordme suivant dont la démonstration résulte du ble dans (a,f), Ia série considérée est uniformément équiconvergente dans
théoréme analogue pour les s. t. et des raisonnements utilisés dans les théo- (e+&p-—¢) avec ©[f4], ob A==1 dans (¢} &8 —¢) et 1=0, en dehors
rémes 8, 3" de (e, ) (mod 2)13).

Dans la démonstration de ces théorémes nous nous servons de l'équi-

Théoréme 4. Si pour une s. B, (17) & coefficients o()n) les deux fonetions 5 . .
convergence des séries considérées avec des s. t. Cette équiconvergence résulte

) i ‘ de la formule asymptotique pour J,(4,). Maintenant il suffit de remarquer
S(@)=1lim[a, G, () 2 @)y (A ) 7" ]3 que la formule asymptotique analogue a lien pour toutes les valeurs de »
(45) r=>1 sl (—oo v OO)
_ o < Elle a lieu aussi pourJ,(1 @), Y, (4,) ete. ol {4,} désignent les racines
f(x)———‘lrlfll [ao Co (%) +2 (A ) 1| =1 positives de (3) et uSv (¥, désigne la fonetion de Bessel de seconde espéce,
me=i (voir le § 4).

Les théorémes analogues aux théorémes 5, 6, 7 ont done lieu pour les

sont finies sauf dans un ensemble F au plus dénombrable et si f(x)a*t = p(x) séries plus générales que (17).

oll ¢ est intégrable L ou D (an sens étroit), alors /2™ est intégrable ot la
série considéré est G5[f] La proposition subsiste dansle casde — 1 <w < —§ § 4.
pourvu que l'on suppose que 12. L’¢quation différentielle de Bessel

oo

Zam o (Amfa? ) o 7" = 0 (L == 7)™, zty’ + xy A (@ —oty = 0
m=1 posséde, outre l'intégrale y =J, (), une autre intégrale (linéairement indépen-
dante) qu’on appelle généralement fonction de Bessel de seconde espéce.
§3 Il y a beaucoup de définitions des fonctions de seconde espdce. La plus com-
11. Des lemmes #, @, §, on déduit les théorémes suivants: mode a été proposée par Weber
Théoréme 5. Si une s. B. (17) & coefficients o()/n) est sommahle M J, (@) cos v — J, (@) *4) '
(46) Y, (o) =22~ "2/

vers zéro dans tout le point d'un intervalle (g, ) (0<C @ < § <C 1) n'appartenant sin ¥
pas & un ensemble & de type U, (pour les s, t.), cette série est uniformément

convergente vers zéro dans (@& f—é).

Théoréme 6. Si une s B. (17) & coefficients o(l/n) est sommable M 2 . 4, Ay, s .
dans un intervalle (o, 8) (0 <<a<Cf<C1), sauf pour les x appartenant & un en- V(@) = I/ﬂ {sm @—tvn—im (A°+ z? to a0k ,,))

semble B de type Uy pour les s. t, vers une fonction f finio ot intdgrable 417.) B, B B,

Vs A T 1 3 Pl I P
dans (e, f), cette série est uniformément équiconvergento dans (¢ - & f — &) . —cos (@ —gva— %n)‘(? +Z'3 ot ?—2//7:1 + 0@ 1))}
avee & [f 4], ob 2= 1 dans (@5, f—¢) et 2= 0 en dehors do (e, B), (mod 2) 1), S -
13) 8i les coefficients de la série (17) sont o(n 7') (0 <y < 1), 0n peut remplacer dans
les théorémes b, 6, 7 I'équiconvergence par I'équisommabilité (C, —9). Ceei résulte du fait
qu'on peut remplacer dans le lemms » I'équiconvergence par I'équisommabilité (C, —y) pourvu

On a la formule asymptotique suivante %)

) Tl résulte de la formule approximative (18) quo les factemrs » ¢ tt t
&tro remplacés par rim, ! s (5) pouven

*%) 81 1 est intégrable L ceci revient & dire que la série (17) est uniformément équi- que @ = O(M%—y) (ef. (1))
convergente dans (¢-+e #—4a) avee & [f*] ol f* =/ dans (@.8) ot f*=0 aillours ) Cf. Watson [1], p. 67.
(wod 2) (ou mod 1). Do méme dans lo théordma 7. ' %) Watson [1], p. 199.
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ob les constantes 4, B sont les mémes que dans la formule (10,). En prenant
dans cette formule p==1 et en se servant de la formule (13) pour les raci-
mes positives de I'équation (3), on obtient Péquation analogue & (14,)

Y, () = l/mix{ sin ((m -+ ¥) 7z -+ g)
(48,) — ﬁ%‘) cos (m + k) ma -+ @) 4 ﬁ”-'»-@},

m2

ob 7 (@)= 0(1), 7, (%) = O(m) uniformément dans tout intervalle (s, 1) (e>0).

La comparaison des expressions (47,) avee (10,) et (48,) avee (14,) justifie
la définition suivante: étant donnée une série (17), od les A, sont des racines
positives de 1'équation (3), nous appelons la série

(49) D ¥, (4,2)

M=l

conjuguée & (17). La situation et complétement analogue & celle que nous
avons rencontré dans la théorie de polynomes de Legendre.

Nous pouvons done nous dispenser de la démonstration des deux propo-
sitions suivantes qui sont complétement analogues au lemme 4 ot au théordme
12 du Chapitre III de la premitre partie du travail.

Lemme p. Considérons deux s. t. conjuguées:

(50) 14, —|—2 (4,, cos m nx - B, sin mwz),
mm]l

{51) 2 (B sin minz — A, cos m nz)
m=1

3 e?efﬁcients tendant vers zéro. Si les séries (17) et (60) sont uniformément
équiconvergentes dans un intervalle (g, B) 0<a<<B<<1), leurs conjuguées
(49) et (61) sont uniformément équiconvergentes aun sens large dans tout
Vintervalle (@4 &, §— &) (e>0).

Théoréme 8, Si une 5 B, (17) & coefficients o(Vﬁ) converge vers zéro

dans un intervalle (e, §) O<e<f<), s conjuguée (49) converge unifor-
mément dans (¢-}¢ f— € (e>0).

. 1
. 12. Pour les s. B. (1) & coefficients o(n*) on peut obtenir une formule analogue & celle de
Ri emann pour leg s t. (ef. Chap. I, § 4 de la premiére partie de ce travail). La démon-
stration étant presque la méme que dans le cas de &. L. nous nous bornons d'écrire lo xésultat:

N
&
51“" Ju(da ) _i(l —») *i—w) +lnf——-£lu) D () Ky (o0 — 1) dus

Théorie riemannienne des systémes orthogonaux 17
18 " ] ,
+;fﬂ(u)¢(u)KN(m—u)dul—>0 (e <z f;N>w)
@

olt la fonetion A(2) (0-<w 1) est suffisamment réguliére, égale & 1 dans (a/,6’) et 4 O en
dehors de (2,8) 0 < a<a’ < <BLY, et

B (x) = — .?%J,, (),  En@) =sin(N4 Ha/2sin L .

13. Les raisonnements de ce chapitre peuvent etre aussi appliqués aux séries dites de
8chlémileh. Bornons nous au cas (le plus simple) des séries d'ordre zéro:

]
S Yoy 2111,,. J, (mx) == 0 (m}), ose <,
it
et goit B un Ums pour les s. t. Supposons de plus que F poit situé & Vintérieur de Iin-
tervalle (0,7). I est facile de prouver qu'avec cette restriction E est un Upms pour les
séries (5). .
En effet, supposons qu'une série (S) soit sommable M vers zéro en dehors de E. Comme,
pour tout 0 < &< 1, il existe des s. t. uniformément équiconvergentes dans (g, 1) avee (S),
il en résulte (cf. les raisonnements analogunes pour les s. B) que nous avons les égalités sui-
vantes:

Lol
o x4 Zapad, (ma)=0 (= CE)
t=al
La,at ZﬁwJ1 (mz)=C
—t M
3 @
}ao:ﬂ—l—fl’;”—:-.],(mw)r—cﬁl‘ O<zm)
g @
ta, 2t — 3 J (ma) = Cloga + D.
m—lm’

C et D désignant des constantes. D'ailleurs C=0, la derniére série convergéant uniformé-
ment dang (0, #), Nous avons done I'égalité
L3P
(61) 3 T (ma)=3}a 0 —D.
e T

En profitant de la relation
T
2
BT . [ J,(wein 6)sin6 20 1),
]
nous obtenons de (51)
oo
Efﬂssinmw——: — Dz Py ay 23,
me=1 ™

En développant le second membre en série de sinus et en comparant les coefficients on
obtient que an==(—1)"a, c'est 4 dire que la série (S) considérée est necéssairement de la
forme

§ (— 1" a,J, (ma).

mm0

) Watson, [1].
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Cette derniére série diverge pour ==z vers -} & #,%0. Ona done ¢y=0=0,=aq,=.,.

et notre assertion est démontrée.

Chapitre II.
Polyndémes de Jacobi.

§ 1.
1. Nous les désignerons par Pif(x) (souvent par P,(»), ou méme par F,).

Il existe plusieurs définitions (équivalentes) de ces polyntmes?). On peut les
définir (& un facteur constant prés) par les conditions que 19 P%#(x) soit exa-
ctement de degré n et que 29, pour m,n=0,1,2,...:

7
jp(t)Pf‘,;f"(t) PLE()dt = 0 (m = n)
® !

[romeera = ko,

-1

ol p(t) =p(tie,f) = (1 — (1 4 1)f (2,f>—1).
Les polyndmes P%#(x) vérifient l'équation différentielle

=2y —[e—f +(@+B+2)aly +nn+a+p+ 1)y =0,

sont done égaux — & un facteur constant prés — &

Fl=mntatsts at 15
F désignant la fonction hypergéometrique.
Les polynémes

(= ot 1y fap¥] (g1, n=0,1,2,..)

vérifiant les conditions (1), ils ne différent des polyndmes de Jacobi que par
des facteurs constants, En choisissant ces facteurs comme dans la formule bien
connue de Rodrigues pour les polynémes de Legendre, cest & dire en
définissant les polynomes de Jacobi par la formule

@ Ee =l a et i a4 o

on ala fonction génératrice de ces polyndmes de la forme:

. :) On peut tr(fuvelr toutes ces définitions (legérement modifies) ot beaucoup de propriétés
es £&f dans le mémoire de Darboux [1]. Voir aussi Pélya et Szegé [1].
90
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3 oetp
3 Pyf(x)r" = e e (1 — 1—2¢ 3~ (1
®  FIEr =g T (e

+IT=Fra e,

De la définition (2) il résulte (cf. (1)):

- _ Qatptt Tinda+)Tn4g41) 2
(4) ]G,,———k,:(a;ﬂ)“‘2n+a_+~ﬂ+1 I’[n+a+ﬂ+l)F(n+l)~ "

Si les coefficients «, dans la série de Jacobi (ou s J)

(®) D, Pyt (a) (—1<e<<l; a,f>—1)
()
sont donnés par la formule
+1
® w=y [0 Pe@w®,
t

ol f(f)p(t) est intégrable dans (—1,1), nous désignons cette série par &,[f].
On pourrait démontrer que, si fp est intégrable I dans (—1,1), on a a,=
O(n¥+) ob y = Max(e,f), pourva que y>=-—4 (pour —1 <y < —} ceci
n'est pas vrai) mais cette proposition est insuffisante pour nos buts, Un peu plus
loin nous démontrerons une proposition (ef. lemme #), qui, bien que moins
générale d'un certain point de vue, nous fournit cependant plus d’informations
gur linfluence des deux nombres a,8 sur l'ordre de grandeur des a,.

2. Dans la suite nous aurons besoin de deux formules recurrentes. La
premidre d’eux

& P, = &, Plus -+ m P £ Py (r=1,2..)
olt
. 200+ 4-841)
A R S R = Eak
® =3 2l 5
T @a e T B @b e T
. 201+ ) 4 )

= a B On ok B Ba e BT

se trouve démontrée dans le mémoire de Darboux. Sie+4f~+1=0la
formule pour f; est dépourvue de sens, mais ceci n'a aucune importance car
Py (z) = 0).

Posons

%
9) P,=pP, =

— 1\ dl!
Gl L —ap+e (1 oy,
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La seconde des formules en question est

(10) ﬁ’lzaﬂ [j::-i*l + ﬂnﬁrz"*‘ yllj)%l:——l (nf' 1,2...)
ol
_ 2(n + 1)
ST @ tetfTD@EnfatpEY
_ 2(8—a)
() i p et e AT Y
2(n+a)(n )

BTG TaF H @t e FALD)

La formule (10)—(11) est probablement connue bien qu'il m’est impossible
de donner une citation. La démonstration ne présente ancune difficulté: il suf-
fit de remarquer que le second membre dans (10) est de la forme

(T;ni? d% (L —aytet (1 2yt T ()],

T désignant un polyndme de deuxidme degré & coefficients dépendant de
& B, &y, B, 7, Les nombres w,, 8,,y, doivent &tre choisis de telle fagon
que T soit de la forme Const. (1 —a?), ce qui nous donne (11),

De Ia formule (3) on déduit que

12 Ppt(1) = A®,  Pe#(—1)= (— 1) 4P
* A Vintérienr de (0,7) on a l’évaluation asymptotique suivante :

(13 P (cos ) = 4{H) 2. (sin 2)-0. (cos 0)-—3
. sin 6 2

.{cos{(n + 5.:’;{;:1’, !)0‘“;5(“‘}“’%)] Qﬁ@}
ou, plus précisement,

4D )
EERSISSE

2

4

(14 P8 (cos ) =

e .

Théorie riemannienne des systémes orthogonaux 21

+ 5‘(2“;,‘1’_::‘13 [(ﬁ *—4)tg g— —(a*—4) olg gJ sin [(n + gj—_gi—_l) J

~Faty+E

Les fonctions 7, (6) et g¢,(6) dans ces formules sont uniformément borndes
dans tout intervalle (e, 7v— &), Les dérivées ¢} (6) y sont uniformément O (n) %).

En posant dans (2) @ =g =0 on obtient comme un cas trés spécial les polynémes de
Legendre. En y posant @ = # on obtient une autre clagse spéeizle de polynomes qu’on
appelle ultrasphériques et dont los propriétés sont plus simples que celles des polynd-
wes de Jacobi. Plus précisement, on définit les polyndomes ultrasphériques UZ (%) par
Pégalité

(22-1)
U2 (@) == A Pk (®).
A’(!z»%)

s possédent la fonction génératrice trés simple

(A>—4, 44 0)

SUb@)r = (1 —2ro4 12,
1m0

ce qui permet d'obtenir facilement, (en se servant de la méthode de Darboux, ou hien de
celle do Stieltjes) leurs expressions asymptotiques 4).

§ 2.

8. Lemme ». Soit £ (f) une fonetion définie dans (— 1, 1) et telle que fp
v soit intégrable. Soit 4y, 4y,... la suite des coefficients de Fourier de f.
Posons pour 0<Cr<C1:

(15) AN =0—n J4kr, BO)=01—r) JBkr

rei 1m0
ot B, ==(—1)4, On alors pour r—-1
(16) A(r) =o(l—r)™, B{r)=o(1—r)E

En désignant par J(r,2) l'expression (3) on déduit de (6) que

-1 41
(A7) 4@ = (1) [FOpOI G0 Be)=(—1) [f)p)T(—r 1

En supposant que @, ==0 et en posant
» Darboux [1).
3 Darboux [1] p. 58. .
) Voir Hermite et Stieltjes [1], t. 2, p. 115, B. Koghetliantz [L], p. 133.
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F)= [p)7 du=— / P () f (W) du,

nous obtenons

+1
Apy=—0—n [P0 560

Comme la fonetion continue F(¢) disparait pour #= 4 1 et comme
Ji(r?) est uniformément bornée dans (— 1 - &1 —z¢) quelque petit que soit
€>0, il suffit, pour démontrer la premiére des formules (16), de prouver que

+

(18) U= (1450, dt = 01— r1e.

b7
p}

Mais
19  FIOD= 0 —r VB VB + S s

YAy (@ Ve B (U VAot - Yoo,

A=1—2rt4

Dans le cas de a,>>0, l'expression (19) étant positive, le membre gauche
dang (18) est égale &

+1
1 »«—r)fgt,f(r, B dt = (1 — )T (r 1) — T (r, — 1)] = O (L — )=,

8i 'un au moins des nombres 8 est négatif le raisonnement ne s’applique pas.
Nous prouverons que dans ce ecas

+1
(20) (1--1‘)/] Qldt= 00—y, i=1,2,3

L
@, 0y, @y, désignant respectivement le premier, deuxidme et troisidme terme
du second membre dans (19). En tenant compte que 'expression (1 -~ » - [/ A)y-¢
est uniformément bornde (<< C) pour — I1<i<C1, 0K <1, nous avons

+1 0 1 1 -
f] Qﬂdtmf—}- <o0()+ OK/LI:%}[TM“W-

Dans les cas ¢ >
terme est

94

0 et @ <0 nous avons respectivement que le dernier

"Théorie riemannienne des systémes orthogonaux 23.
; dt
LOWL =) o
< O( ) f,(l —-r)‘ 2,’.(]_ — t)]’/n

@30 | =0 ¥ O(1— e [7:_ f ]

0 @=-r®

. A7 @ 1 ra B
<O(l—1) l / Bt o i”“;:J= 01— 7)o,
(1<)

| PPy ——1 1
A% Yok
) i § APTE
(—1<a<<0) ey 1
dé 1 dt

s1e| = O (1 — )=,

<g-e o’ f ) S
"o (27’)%-*—?(1—-&'5 2

( 1_,,.)"a+a

D’une manitre analogue on vérifie (20) pour 7 =2, 8.

La seconde inégalité (16) résulte de la premiére si Y'on remarque que
J(—mr 1) s'obtient de J(r ) si lon y remplace ¢ par —7, a par 8 et réei-
proquement.

4. Lemme £ Supposons qu'une série (5), & coefficients o(}/n), intégrée
terme & terme devienne uniformément convergente dans (— 1-4-g 1 —) quel-
que soit & >0, vers lintégrale d'une fonetion f:

@1) 2'a,, / Pt dt = J fat,
Hom)
telle que f(t) p(#) soit intégrable dans (—1,1). Alors si @, 72—} la série
en question est &, [ f]. Sil'un au moing des nombres a, f est << —%, elle differe
de &[f] par une série convergente vers zéro i lintériewr de (—1, 1) et
de la forme €8, Gy Sy, ot 8 et S, sont donndes par les formules (33), (34).
Siezz—4onaC=0;s8 f>—4ona =0
En effet, d’aprés (7) et (8), le premier membre de (21) est égal &

(22) w3 a,(E Pos+ 1 Pt b P = a0 £ (B
nwy
+ 3 @l Pas ey L Pt = Y 0, (B = Y b, P,
] el noal)
ol

(25) blt = a’n—-l En&l + Qn 7]1: + an+1 §n+1 (” = 1$25" ); bO = _Zbﬂ PI‘ (0)‘

el
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Désignons par F'le second membre dans (21). Comme &, = o(#™"), on déduit
du théoréme de Riesz-Fischer que la série & termes b,P, est &,[F].
Pour n=1,2,... on a donc (ef. (10), (11))

1 Pl 1 A # % %
24 b = F-Pndt—‘:—‘”— F-(a,.P,,'+1+.3nP::+7nP::—«1)dt-
24) "= T. k,

-1 —1

* * % _
(25) bu by =L {[7'+ (@ Prugs + B P+ vu B3,
8+
I—y
* * *

— [ @ Pt 8. Bt B it).

—tte
Considérons les trois cas 1° @, §>>0; 2° & >0, — 1 << #<C0; 3° —1 <a<g0,
8>0.

Nous allons montrer que dans ces cas le premier terme sous le signe de
limite tend vers zéro avec & Posons

By(e) = F(L—2)- B,(1 — &) = O () F(1 —3)
C(e) = F(—14-)- B(—1+ &) = O(ef)- F(—1 +¢)

Dans les cas 1°, 2° on a

(26) | (=0,1,2,...).

1—§ I—g

BE=0@ [fOa+ 0w [foa  ©<e<s<
0 1-4

Le premier terme du second membre tend vers zéro avee & quelque petit
(mais fixe) que soit 6. En appliquant le second théoréme de la moyenne on
4 pour ¢ suffisamment petit

1—¢

e [1)0 -t (l—t)*“dt|=‘£/-f(t) (1—t)«dt)<n —d<<t<l—g)

1~

7 désignant une quantité positive donnée d'avance. D'une fagon &nalogue on
prouve dans les eas 1°, 3° que C(s)—> 0. Considérons maintenant P'expression
B,(¢) dans le cas 3°. Dans ce cas lintégrabilité de f-p dans (0,1) entraine
celle de £, Sans restreindre la généralité des raisonnements nous pouvons sup-
poser (en changeant sl est nécessaire la valeur de @) que (1) ==0. Alors

B,(e)':O(s“) 'f}-(l——t}“(l-t)*"dt}:0(1)~-/§f-(1—-t)“dt<ﬂ
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pour & suffisamment petit. De méme on prouve que C;(g) >0 dans le cas 2e.
En résumant: dans les trois cas énoncés plus haut on a

1
1 * _* *
@n by = — 7 ff- @ P+ B Pty P @t (n=1,2,.).
—1

Cette égalité subsiste dans le cas 4° —1<a, 0. En effet, dans ce
cas [ est intégrable dans (—1,1). En posant done

Py () = / F = f;’dt + Fla)

nous pouvons supposer — en changeant @, sl est ndeessaive — que
Fy(1) = 0==F, (—1). Daps la formule (24) nous pouvons remplacer F' par 7

*
car toute constante est orthogonale b P, (n =1,9,,. -} De méme #, remplacera
F dans (25) et on voit que la formule (27) a lieu.
En posant

+1
1 ) *
(28) 4,= 75,f/ Pt (=0,1,2,.)
—1

nous pouvons derire 'égalité (27) sous la forme

k, ey
- bu = “Zf':": o, Au+1 + ﬁn An + “‘,15'1 Yn -A/t—l = §n+l An+! — N A'Il - gn-—l An——l'

En posant d,=qa,— 4, (n=20,1,2,...) nous avons done une suite d'équa-
tions:

(29) §n+1 Jn+1 -+ Un d, + §n-——1 Oy =0

Il est facile d'indiquer deux solutions de ces équations :

. Tntatp1) et
Oy == mﬁ("'l‘ﬂ‘f'l) S@n a4 B 1) ~ 2pet

(n=1,2..).

(30)
Mg nr(n+a+ﬂ+1.) 1) it
O = (—1) - ToFati @naf-1) ~ 2. (—1). pp,
Le déterminant des quatre nombres d, &'y 0y, & étant différent de
zéro (e, > —1), la solution générale du systéme (29) est de la forme
G o+ G 8 (G4 et (, étant des constantes arbitraires). Il en résulte que
(en posant B,‘..-—v._—.(--—l)" Am b,,"—:(-—-l)” a‘n)
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V ; . o-: - o
6y a—nJhar=0— 7 b+ 0, (1 — P XAN

=0 =0 1m0
+ 6 —7) F 8k
om0
82) (1 -‘T)an byt = (1 —7) Zk" B4 01— 7);20'(5; (— 1"k, v
Hem0 nwal fom
+ G (1= F (= 1y by
n=0

En tenant compte des é&galités (4), (80) et du lemme » on peut éerire
(31) sous la forme:

o — it = o(t — )y (G o(1) L — Ao O (L — 1)
ott G différe de C; par un facteur numérique différent de uéro. S'i az—3
il en résulte que 0y =10, cest-d-dire C;=0. De méme on déduit de I'éga-
lité (32) que C, =0 pourvu que § > —4.
Les séries

o :I' ‘ 1 P
@ 8= Farpoe) = ¥ b et et s+ ppen

(34) 8= Yo, Peo(w) = J(—1y %S%ﬂ;ii:%l) @n+a-+B-1) Pk (z)
n=0 nm

(dont une combinaison lindaire .
(85) C8 + G5

représente lo différence entre la série etudide (5) et &,[f]) s'obtiennent (aux
facteurs coustants prés) de la série

(35a) Y L@ B

“n
R

en y substituant respectivement £==1 et £==—1, & —l<a<l—} on dé-

duit de la formule (14) que la série (33) converge uniformément dans tout

intervalle (—1--¢ 1—¢). Etant de la forme (8b4) elle y converge vers zéro ),
%) Voir 1a premitre partie de ce travail, pp. 128 ot 129,
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Pour z=1 la série (33) diverge vers —oco. Si —1 <B<—3 on vérifie
qu'elle converge vers zéro aussi dans lo point 4= —1. Le lerame & est done
complétement démontré.

5. De la formule (14) on déduit la proposition suivante.

Lemme o. Soit ¢ (6) une fonction continue avee quelques unes de ses
dérivées. Etant donnée une série de la forme

oo

(36) D' Bt (cos b) g (0)

]

et un nombre ¢ (0<Cd < n/2), il existe une s. t.

37) $4y+ X4, o8 n0 4 B,sinn 6),

Twm

AL+ B0

uniformément équiconvergente avee (86) dans lintervalle (8, m— 6).
La démonstration de cette proposition est analogue & celle du lemme 7
(Chap. IIT de la premidre partie de ce travail),

§ 3.

6. Un ensemble # situé dans Pintervalle —1<<o<Cl est un U (plus
précisément, un U(e, ) pour les séries (B), si toute série (5) convergente vers
zéro en dehors de Z possdde tous ses coefficients égaux & zéro. En rempla-
gant dans cette définition convergence par sommabilité I et en ajoutant la

condition que les coefficients des séries considérdes soient o(n“}) on obtient la
définition des ensembles I/,. Pareillement on définit des ensembles Uy, U,
en supposant que Pexpression (1 — 2)* (14-2)f f(=) (f(x) désignant la somme
de la série en dehors de ) soit intégrable, resp. pius grande qu’ume fone-
tion intégrable.

Theoréme 1. 8i a, B=>—14 et si un ensemble B* est un U, (resp. Uy)
pour les &. t. il est un Uy (vesp. Uj) pour les 5. J.6),

Nous nous bornons aux ensembles Uy Soit
(38) 4 Ph (008 6)

()

une série & coefficients o (Jn), sommable M en dehors de E* vers une fone-

®) Comme dans lo cas des polyndmes do Legendre nous utilisons une astérisque pour
marquer qu'un ensemble appartient & 'intervalle 020 <2w. La méme lettre sans astérisque
désigne Uensemblo correspondant de l'intervalle — 1« @ <1 (¥ == cos 6). Un ensemble E* ogt
par définition, un Uy (resp. U,) si B est un Upm (resp. U
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tion f(cos 8), telle que 7 (%) (1 — #)* (1 4 2)? soit intégrable dans l'intervalle
(—1,1). Du lemme o il résulie que, pour tout O <Cd<C /2, il existe une
8. t. (37) uniformément équiconvergente dans (4, »—J) avee

(39) sin 4 2 a, P“# (cos 6).
1w

La série (37), done aussi (39), peut étre intégrée terme b terme vers I'in-
tégrale de f(cos 0) sin 6. Les prémisses du lemme £ étant vérifides on en dé-
duit que la série (38) (pour cos 6 ===) est &[f].

Le théordme subsiste sans doute pour les ensembles U, mais je ne peux
le démontrer, car, pour les polyndmes de Jacobi, les formules analogues
4 celles dont je me suis servis pour les polyndmes de Legendre ne me
sont pas connues.

7. Théoréme 2. Siunes. J. est sommable M vers zéro (resp. vers une fone-
tion f telle que f-(1 — x)* (1 - #)f soit intégrable) en dehors d’un ensemble
£ Qe type Uy (vesp. Uj) pour les s. t, alors cette série est de la forme (resp.
differe de &[] par une série de la forme) (35), ol S, et S, sont données
par (33), (34). 8i az>—4 (resp. B> —4) on a G, =0 (resp. C,==0).

La démonstration est identique avec celle du théordme 1.

Remarque additionnelle. Supposons qu'un des nombres a, § (par
exemple le premier d'eux) soit contenun & lintérieur de lintervalle (—I, —1/2)
et que le procédé M considéré soit celui de Poisson. Supposons de plus que
Pensemble E du théoréme 2 ne contienne pas du point & ==1, c’est-h-dire que
les sommes de Poisson soient bornées dans ce point (on peut faire des hypo-
glésesomoins resirictives). On peut poser alors dans le théordme préeedent

=0

En effet, si /=0 ceci est évident. Si f==0 il suffit de remarquer que
les sommes de Poisson de & [ f] sont, pour =1, o (1 —7y** (la démon-
stration de ce fait n'est pas difficile), tandis que les sommes de Poisson
de la série (33) sont; pour =1, exactement d'ordre (L gy to2,

8. La proposition suivante est évidente.

. Théoréme 3. Soient /() et f(z) respectivement les sommes supérieure
et mférieuie de Poisson d'une s J. & coofficients a(Vﬁ), Supposons que les
fonetions f et f soient finies partout sauf, peut-8tre, dans un ensemble dé-
n?mbrahle, ot que la premidre d'eux soit intégrable. Alors la série en question
differe pe &[f] par une série de la forme (36), ot C, =0 pour &= —1/2
ot G =0 pour f>—1/2 ™.

y '{) Nous laissons au lectfaur le soin d’énoncer et de démontrer les théorbmes sur locali-
sation pour les &. ‘J. & coefficients o(Vn). Cf. (Chap. II, § b; Chap. IIL § 38 de la premiére
partio de ce travail of le chapitre précédent).
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Chapitre IIL
Le probldme de Fourier pour guelques systémes orthogonaux *).

§ 1
1. Soient vy, vy, vy, ... les solutions du probléme
(Le) V(@) +(QE) + Ao ) =0 0 <<
1) v {(0)~—hv(0)=0; v (m) 4 Ho()=0  (h, H— const.)

of soit 4y << 4, <...<<4,<... la suite correspundente de valeurs du parame-
tre 2. Ou peut supposer que les fonctions v, forment un systéme orthogonal et
normal dang (0, 7). Leur représentation asymptotique est donneé par la formule
() du Chap. I de la premidre partie de ce travail.

Théoréme 1. Soit f(2) une fonction intégrable L dans (0,7). Soit

@ f(z) NEIZ,,’U,, (z)-

La série du second membre est uniformément équiconvergente dans (0,7) avec
le développement de f en série de cosinus.

Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par M. Haar?'). La
déwmonstration que nous allons donner permet de prouver le théordme analo-
gue pour / intégrable D (au sens large).

2. Commengons par quelques remarques générales.

1°, Nous admettons comme démontré que le systéme {v,} est complet,
dans le domaine des fonctions de carré intégrable.

Pour démontrer que {v,} est aussi complet dans le domsine des fonetions
intégrables L, ou, plus généralement, intégrables D, éerivons la formule asympto-
tique pour les v, dans la forme

‘ "
(8) v,‘ml/?—tcosnz-{—-fglsmnz—{—@%—)i—); (n==0,1,2,..)
ob pour # =0 nous remplagons le deuxitme terme du second membr? par 0.

De lintégrabilité de f il résulte celle de f@. Désignons leurs primitives

respectivement par ¥ et @; en intégrant par parties :

w 7w
sinnt
. R t dt
ffﬂ - dt Jﬂicosn
o

#) Cortains théordmes démontrés dans ce chapitre sont connus (cf Haar [1,], W. H.
Young [1], [2], $zegt [1]» Il nous parait cependant que I'application de la multiplication
formelle simplifie les raisonnements.

1) Haar [1,].
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w ff =l "f o= of)
car g’(n); 0(n)%). On a done

a,,==/1(l/§f——- !D)cosntdt—f— 0(%),

ou, en vertn du théoréme de Riesz-Fischer,

)] a,,.—./r(l/%f——di-}*r)cosntdt

ol est de carré intégrable,
Nous savons que le systéme trigonométrique est complet pour les fone-
tions intégrables I on .D%), done si @y = a, =.. =, ==.,..0, on déduit de

2
(5) que V; J— ¢+ r==0 presque partout, done J est de carré intégrable,

done, daprés ce que nous avons dit, f=0.

2°. Montrons maintenant que le développement g, [#] d'une fonetion ¥i
peut 8tre intégrée terme A terme et que la série obtenue converge uniformé-
ment si f est intégrable L et est sommable uniformément (G, 1) si f est in-
tégrable D.

En effet, si f est intégrable L, on déduit de la formule (B) que X @, cos n2
est une série de Fourier, donc en vertu des théordmes connus, la série

o sinm
2

® St
est uniformément convergente dans (0, 7) vers une fonction absolument econ-
tinue. Done, en vertu de la formuls (3), la série Ja,uv, aprés lintégration
terme & terme, converge uniformément vers une fonetion qui est une intégrale:

(U ‘Sa”fm(t)dt:bf.p(t)w

De Dégalité
®) / [v®— 3 a9 dt—0

?) CL la premitre partio do co travail p. 122,
pasger de Yintégration par partios ear il résulte du
Pexpression (£) est O(n—2). .

%) Llintégration par parties réduit le cag
continues,
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on déduit, en appliquant le second théoréme de la moyenne, que

© f W) — X an@lva()d—>0,  (m=012..)
0

par conséquent

(10) Oy = f/(/) (t) U (t) dt’

. . 8i l'on remplace ¢ par f dans (7),
done, comme {v,} est complet, on a 1 = f. § :
oznv’oit que n{otre assertion est démontrée — dans le cas oll f est mtégrable? L.
Si f est intégrable D on ne doit changer que légérement -la, démf{nstratwn.
Dans ce cas la série (6) est (d'aprds le théordme de M. Fejér) unifo rm é-
ment sommable (C,1) vers une fonetion intégrale (totale). De plus, bien
que a,= o(n)*), la série

all Qll
2 (n 4 1)*

converge uniformément et absolument. En effet, d’agrés (5)'165 nom‘;Jres
b, = a,/n sont des coefficients de Fourier d’'une fonetion continue — done
n = “n, 1 1

S < oo et il suffit de remarquer que b,/n <~2— bf,—{——z-n-;. Il en résulte que

la relation (8) a liew par le procédé de la premiére moyenne arithmétique,

d’ot on obtient (10). ) e
3. Passons maintenant & la démonstration du théoréme. Sans réstreindre

la généralité nous pouvons supposer que ay==0. Nous avons, d’aprés 2°, que

11) ja,‘f”/gcosnt—}——%ﬁsinnt—l—%g—)}dt'-——sz(t)dt.

Ttam]
La série
) S
el

peut &tre décomposée en somme da trois séries

o |2 inne g, Y, 6@
(18) 19 Za,,l/i coB N2, 29 ﬂ(z)Zan El”h”a 3) Z“n nt "

i Al sl
How

. . font
4 L'intégration par parties prouve pour le systéme trigonométrique que les coefficients

de Fourier gont o(n). La formule (5) prouve que la proposition gubsiste pour les fone-

tions de Sturm-Liouville. 108
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La premiére d’eux, comme il résulte de (5), est le développement en série
de cosinus d’une fonction f;. La deuxiéme, d'aprés ce que nous avons dit de
la série (6), converge uniformément vers une fonetion absolument continue
fa =B(2) G(=), ob G(z) désigne la somme de la série (6). Enfin la somme s
de la troisitme vérifie la condition de Lipschitz d’ordre 1— ¢ 5).

On voit done que la série (13) est unmiformément équiconvergente dans
(0,7) avec le développement en série de cosinus de la fonction f; 4 £, - f;
et il nous reste & démontrer que /= f; - /; - /3. Chacune des séries &y, [ 1
et B[/, + /2 -+ /5] peut &tre intégrée dans Vintervalle (0,2) (0<Ce<Cm) et les
sommes obtenues sont respectivement égales &

(14) Sra.  [fGithtRae
8 b
Comme S, [f] et &[f; + fo 4 /5] sont uniformément équiconvergentes
on obtient que les intégrales (14) sont égales pour toute valeur de 2, 0o n
done f=f, -+ 1, +/5 .
4. Passons maintenant au cas de l'intégrale D (au sens étroit ou large).
Nous démontrerons les propositions suivantes:

Théordme 2 1° Les développements de f(z), intégrable D, en série de
cosinus sont uniformément équisommables (C,1) (ou méme (C, &) (e>0))
dans (0, 7).

2. Ces développements sont uniformément équiconvergents dans tout in-
tervalle (6, £— d) (6>>0). La proposition cesse d’étre vraie pour d = 0.

3°. Les développements mentionnés sont uniformément équiconvergents

dans (0, z), pourvu que l'on suppose que les coefficients a, de J(2) tendent
vers zéro.

La démonstration du théordme 2, 1° est la méme que celle du théoréme 1;
on décompose la série (12) en somme des séries (13) et il suffit de remarquer
que la série (6) est uniformément sommable (C,1) vers une fonction continue
ot que les fonetions f; et £;, comme continues, possédent leurs développements
en séries de cosinus sommables (G, &) (&> 0).

Pour démontrer la proposition 2, 2° remarquons d'shord que le dévelop-
pement de la fonction (13, 3% en série de cosinus converge uniformément,

cette fonction vérifiant la condition de Lipschitz dordre 4. En effet, en
posant ;

) “) La somme de la série (]’.3, 8°) (#n — 0) vérifie la condition de Lipeschitz d'ordre
;éomhf, pourvu que @n = 0(‘1), ¢, = O(n). La démonstration co fait a ¢té donnde dans les
tud. Math. 2, p. 122, mais elle peut Gtre déduite aussi d’ume proposition générale que
nous' démontrerons plus loin.
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o oc
a, . 0. () b
by = Wéf’ fri=2 nt =Z ;: @ (8);
nel Timel

nous pouvons écrire
‘ hod [};.‘J oo
A+ —A@I< Y Yo+ —a@ = Y + ¥ =4+ 5.
nwl Twal, n "’['/lf]”f‘l
B B By B
w0 ami 3 vmrBiat < oo Fnf{ 3 et

o] Hoal Trml ]
o0 0o oo
b ¥ 113
n<a Yo (Faf (Yi)<ort
T T I

Remarquons ensuite que, sil'on développe 8(2) en série de cosinus, on obtient
une série & coefficients O (n~?), done le produit formel de cette série par la
série (6) est équiconvergent avee la série (13,29). Ce produit est le dévelop-
pement en série de sinus de la fonction 8(2) G (2)=f;. En vertu de la pro-
position fondamentale sur la localisation pour les séries de Fourier, les
développements de la fonction f; en séries de sinus et de cosinus sont unifor-
mément équiconvergentes dans (6, w—8) (6>0) et la premidre partie du
théoréme 2, 20 est démontrée.

5. Pour prouver que la proposition démontrée cesse d'étre vraie pour 6= 0 nous nous
bornong au cas le plug simple. La fonction #(¢) dans la foxmule (3) est égale &

8(3) =7;+—;~6;Q(t)dt~—cz,

nc:h—]—ﬂ-{—%f@dt').

8i l'on suppose done que h==-—H==1 o @(¢) =0, on obtient que #(s)= 1.

On sait qu'il existe une fonction ¢ () continue dans (0,7) dont le développemex.lt en
série de cosinus diverge pour ® = 0, bien que ¢’ existe et est continue dans chaqua. intex-
valle (8,7) (8 > 0). Fiyidemment ¢* est intégrable au sons de Riemann (done & fortiori in-
tégrable D) ot p est Fintégrale de ¢’ Supposons que p(0) = 0. Développons ¢ en série de
sinus ot éerivons co développement sous la forme

o0
(18) o~ 3 ginn (@ = o(m))x
) B

Ce développement converge partout vers ¢, donc ne peut 8tre équiconvergent

%) Cf. par exemple Hobson [1].
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dans (0, %) avee le développement de ¢ en série de cosinus qui diverge pour 2 =0, Les
nombres @, 8tant donnés par la relation (16), on voit immédiatement que la série Fayvy, qui
est celle de Fourier d'une fonetion f, n'est pas équiconvergente pour z =0 avec lo déve.
loppement de f en série de cosinus.

B. Passons maintenant au cas 3% En répétant la démonstration de la propo-
sition 2° on voit que la série (6), qui est uniformément sommable (G, 1), con-
verge uniformément — en vertu du théoréme de Tauber. Le développe-
ment de §#G en série de sinus (quon peut obtenir en multipliant formellement
la série (6) par le développement de 8 en série de cosinus) posséde les coeffi-
cients o(1/n), est done aussi uniformément conyergente. L proposition 3° sera
done démontrée si nous pouvons démontrer le lemme suivant:

Lemme m. Si une fonetion g(z) (0<Ce<m) possdde le développement
en série de sinus uniformément convergent & coefficients o(w™), alors lo dé-
veloppement de g(z) en série de cosinus est aussi uniformément convergent ),

Soient
% ] 0 i

1mn 19 3 —}-2 @, CO8 N 2, 20) Z by sinne

1 -],

(ou b, =o(n™) les développements de g en séries de cosinus et de sinus,
Lridée la plus naturelle d'obtenir la série (17, 19 de (17, 29), c'est de multi-
plier cette derniére par le développement de la fonction sign 2:

. _ 4 o sin (2r—1)2
18) sign o = ~ 2 —_— R

v=i

Si les coefficients de ce produit (éganx & a,) étaient o(n) (resp. O (™)
on pourrait appliquer le théortme de Tauber (vesp. celui de M. Hardy)®
et comme la série (17) est sommable (G, 1) elle serait convergente. Cependant
cefte hypothése sur l'ordre de a, n’est pas vraie et on est conduit & caleuler
explicitement les sommes partielles de ce produit.

Nous décomposons la démonstration du lemme 7 en deux parties, dont
la plus essentielle est la suivante,

7. @) Considérons le produit formel des deux &, t.

(19) % + 2}‘ (a,, co8 72 —-l'- b,, gin nz) (20) -‘2:9 +2(a" COR N2 _.l._ ﬂn sin ﬂz),
= Tl
o @y, b= 0 (nY) et Uy Be=o0(m"). Si Pune de ces sérics — par ex. la

") La proposition analogue pour les séries de cosinug est également vraie, pourvu que
Pon suppose gne g(0) == 0. .

*) Toute série & coefficients 0(;—) et sommable (C,1) converge.
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premidre — posséde pour z==z, les sommes partielles borndes et I'autre y con-
yerge vers zéro, alors leur produit aussi converge vers zéro pour z==2z 9).

1 est plus commode d'éerire les séries en question sous la forme complexe:

oo =00 400
1 1
3 3 e 5 M 5.0 G
2”-"‘“00 DO Tl m—00

ob la dernidre de ces séries est le produit formel des deux premiéres; plus
précisément

Cp = By — 9 l)n (n 2 0)7 Cop = ;;17 Vn = Oy ) ,8,; (1”/ > 0), Vet == Vi
1
R
P
Nous pouvons supposer que 2z == 0. Soit
+N +N .o
L Ly, = = Vo =38 (N=0,1,2..)),
) Cn == 8y 3 VYn == Oy, 22 n N
2 n‘gl\:‘ 2 un-‘—-N N
d=0, cF=oytoxw W= Ih=wwt+rxy @EF=12.)
y¥ == gy N7, Wzlgf;“"' (N=1,2,...).
Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que
gl i<t o<t 6=12..)
On a .
+N N oo L=
1 1 _l v, 2"
st Yot ¥ Fon=1 3.3
2:1%‘\7 41121; F L] P00 nwem N~
[ N—p
o0 N~p N+» 1
1 y -y : \ = o(1) + 1 ot 2%‘
mo(1)+~~ (GP 7n+c—p2 ’J"Il)_'o 4 /4
4 el n-ﬁv—-p toms N2 pel e N—p
1 00 N+r N—_;/I + Q
g =o(1 P, N
+*4:26..,,( 27/» 2'}"1) ( )'{" N
p=1 N4t N~
%) Cotto proposition cesse d'8tre vraie i l'on suppose que les coefficients d«::ﬁi(’ile::
séxies en question soient O(n~%). I1 suffit de considérer le produit formel de la série.? -

L [m—a\
par elle méme pour 2 =0. Ce produit représente la fonction ( 3 ) ; il eonverge done pour

1] y .
2 =0 vers wyz, bien que les deux factewrs y convergent vers zéro
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N 0
4Py=3 + ¥ =P+ P

pel  p=NHL

N—p —N-+p-1
PN _2 » Zy" 2 cr‘ (20N~Il +2 yn)'

p=1  n=—N-—p el Hwmm N 1

Posons M = [} NJ; alors

N M N N
0 — T
o, =3+ | Jeton.|<y 2|aml ],,2| =0,
p=l p=l pemMAL pe=l+1 /I-M-H pel
| M
yc Oy =2 2 (89— 8p-1) Oppp | = 2 Zsrr (O — ON—p1) +o(1)
p-1 Pl el
M 7 M
—1 N"
Zm +o) < W:%);uro(l)mu).
=

Dans les caleuls ultérieurs nous utilisons seulement lordre de grandeur
des ¢, et y,.

Son: 0-<<d<4. En posant M == M (6) == [N (1 — d)}, nous avons
N =NAp-t

A N
2"6/362%1 =2‘ ’l"zv.

p=l  nm—N-p pel peML

o
1) - )",_, L AN-m
2 2p N M—~>0.
Pl 71-!
N N
1 | N+111
2 <vd . -2 2 o
P=M+1 pe=MAL M-N—p+ P tm Nomppod
N—1
7 Jlog it EE o< oo+,
p-M+1

ot C est une constante absolue. De mbme fagon, en pusant M = M(d)

=[N(1 + d)], on déeompose Py en somme de deux séries

M o

" \
PN= 5 + 5 ,
P=N+L  pudH1

dont 1
do écrs:t.premlére est O () et la seconde tend vers zéro. Pour évaluer On
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NA-p N—p oo Ntp
(L)N =2 —-7:( 2 Y — 2%‘) 226—12( 2(7’" + 7—1:))

Pl -~ NP nm—N—p p=1 n=—N+p
] N+» N ]
\ \
— N N’ ”
=3, Y= 3+ F-oit
pe=l st N1 Pl pe N1

Leévaluation de Q’y est analogue A (21) et Pévaluation de Qy & celle de Py
En résumant, on a

Sy==0(1) 4 O(d) =o(1).
5) De la proposition démontrée il résulte immédiatement que le produit

formel des deux séries trigonométriques & coefficients 0(%)

1 .
et O(;’[)’ convergentes respectivement vers les sommes s et

o, converge aussi et a pour somme S=s01°). Ce théoréme présente
peut &tre quelque intérét indépendamment de ses applications, mais pour ces

10) Ceei correspond au théoréme suivant concernant la multiplication des séries numé-
riques. Considérons deux séries

o0 4o
(%) 3 a, 3 b
Hea—00 i -—00

convergentes respectivement vers les sommes A, B, c'est & dire gue
¥ 3
ap-+A, 2 b,»B (N —>o0).
N nea—N

Si Tune des séries (S) possdde les coofficients O(n—1) ot} Vautre o(n~1), alors leur produit
(de Liaurent) converge vers 4B, c'est & dire que

N oo
) 3 ¢y AB, ol tn= & @pbup-

NN P

oo
Remarquons (ue nous ne supposons rien sur le convergence des séries partielles %’an on

o
Ebu 8i on suppose que ces séries convergent, on'peut: démontrer la convergence de 2 ci,,.

La proposition (T) cosse -d'étre vraie si l'on considére les méries (8) & coeiﬁuenta
0 1~) On obtient l'exemple lo plus simple en considérant Je produit; de la série...——

- % —1 01 -;w—}v- e % ... (convergente vers zéro) par elle méme. On peut fa-

. Geinnz
cilement démontrer (en considérant par ex. le produit formel de la série ?7 "

par elle

méme) que c¢e produit ést égalé & —a*
109


GUEST


icm°®

38 A. Zygmund

derniéres il est plus commode de I'énoncer sous une forme un pou différente, Sup-
posons de nouveau que pour 2==gz, les sommes partielles de la série (19)
soient bornées tandis que la série (20) converge vers la somme 2(2). La sé.
rie (20) peut &tre décomposée en somme de denx:

(@2) §—4e)+ Y @icosnztfosinne);  (28) Aley) 40400,

Le produit formel de la série (19) par (22) converge vers zéro, done le
produit formel de la série (19) par (20) est équiconvergent
avee la série (19) multiplide par A(z)

Evidemment cette équiconvergence est uniforme si les sommes partielles
de (19) sont uniformément borndes et la série (20) converge uniformément,
Appliquons cette proposition au produit des séries (17, 2°) et (18), dont la pre-
miére converge dans (0,n) uniformément vers 9(®) (0 e n) et Ia seconde
posséde les sommes partielles uniformément bornées. Co produit se comporte
comme la série (18) multiplide par 9 () c'est & dire converge uniformément,
car g(0) =10 et la série (18) converge uniformément dans (6, 7) pour tout ¢>>0.

§ 2.
8. Passons maintenant au probléme de Fourier pour les polynomes de

Legendre, Jacobi et les fonctions de Begsel,
Théoréme 3. Si les coefficients de Fourier-Legendre

-1
(24) a, = (n -} -A-)ff(t) P, (¥ d¢
Y
d'une fonetion f(x) intégrable I, 1) sont o()/n), la série
(26) sin 6 ¥'a, P, (cos 0)

nimal)

¥) Le théoréme subsiste anssi pour  intégrable ) pourvu que l'on guppose que & [¢]

posséde .les coefficients tendant vers zéro eo qui a lien s / est intdgrable L, La dé-
gléonstmth‘l reste la méme, Si‘l’on veut éviter cetto hypothise additionnelle, on doit consi-
: ;e;,a:\: (1;6; ie@@ E?], lasérie G[Ag) olt 4 est une fonetion suffisamment régulitre, égale
o int’é ) ot & zéro dans (—m,/2) ot dans (m — &/2, ). En effet, comme la pério (31)
o o cgttfr p berme g terme dans (8/2,.n—~8/2), lo produit formel (4 coefficients tendant vers
o série par &[4] pout tre intégrs partout, donc ce produit est la série &[4 ¢],
quiconvergente avec (31), done aussi avec (26), dans Tintervalle (s, —s). Les mémes
remarques s'appliquent aux théordmes 4 ot b, ,
uo
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est dans tout intervalle (g, # —&) uniformément équiconvergente avee & [p],
ot ¢ est la fonction paire, égale dans Vintervalle (0,s) & f(cos 6)sin 6 12),

Démonstration. Posons
x : 41
26 F)= [ fo)dat; @n d.=@+d[|FOPEd
(26) f f

Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que F'(1)=0. L'in-
tégration par parties nous donne

Ay an-l—l

(28) Ay=—fa; A”zﬁh:——l_zz—kl (n=1,2,8,...).

Commengons par le cas ot f(C L2 Désignons par s,(x) la n'iéme somme
partielle de &, [f]. Comme le systdme de Liegendre est complet, on a

41

(29) f Lf @) — s (2) )* doo = f [ f (e08 6) — 5, (cos 6)]*sin 6 46 —0.

-1

D'aprés linégalité de Schwarz, nous avons

f]f(cos )~ s, (cos 6)| sin 6 46 — 0,
L

ou

L] 0 g
(30) Y. f P, (c08 0) sin 6 d6 = f F(c0s 6) sin 8 d6,
() Fid ]
7 z
la série du premier membre convergéant uniformément dans (0, 7). Soit
(31) 3a +2‘(a; cos 8 - b, sin n6) (@l b, —0)
Al

une 5. t, uniformément éq‘diconvergente avec (25) dans (g/2, w—£/2) (cf. le
lemme %). Bn vertu de (30), la série (31) peut étre intégrée dans (¢/2, n’-—e/2)
et la somme obtenue est égale » lintégrale de f(cos 6)sind. La sé?:xe (81),
donc aussi celle de (25), est, d'aprés le lemme d uniformément équiconver-
gente dans (¢, w— ¢) avee &[g].

Considérons maintenant le cas général de f intégrable, en conservant I'hy-

1) Lo théordme subsiste si l'on divise en méme temps la série (25) et la fmfction ) pz;r
#in 6, mais il est plus commode de définir  comme f(cos)sin & car la fonction f(cos 8)

n'est pas nécessairement intégrable.
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pothdse que a,==0(}/n). La série de Fourier de #(x) (cf. (28)) peut &tre
éerite (en posant z==cos f) sous la forme

(32) —dap (@ —F an) By (cos 6) - (§ a; — 4 a5) Py (cos ) - ...

Draprés ce que nous avons déjh démontré, comme JF est absolument con-
tinue, cette série est uniformément convergente dans (g % —¢) vers F(cos ) 13).
La série (32) est équiconvergente avec

x

Yo / P, (t) dt
Tre()

et, en égalant la somme de cette série & JF'(x), nous obtenons I'égalitd (30).
La reste de la démonstration est la méme que dans le cas de f* intégrable.

9. Théordtme 4 Soit f(#) (—1<<x<C1) une fonction telle que
fl@(1—a)*(14x)f (@, f>—1) soit intégrable L et telle que les coeffi-
cients @, de son développement

oo

(33) D w P ()

w0

en série de polynomes de Jacobi soient o(Vﬁ). Soit &[g] le développement
de @ (6) = 2%+ (gin 4 6)*t (con § B)FH F(cos 6) (0 < 6 << ) en série de cosinus.
Alors & [g] et la série

(34) 2484 (sin § 6)+ (cos § 0% I a, P? (cos )
Tm0

sont uniformément équiconvergentes dans' tout intervalle (& 7 — &)

Démonstration. Soit p(@)==(1—w)*(1 4 #)%. Supposons d'abord que
S?p soit intégrable. On obtient des relations analogues & (29), (30), ol on
remplace P, par Pif, dx par p(w)dx, et df par p(eos8)db. Soit (31) une
8. t. uniformément équiconvergente danms (¢/2, m-—g/2) avec la série (34)
(cf. lemme o). La série (34), done aussi celle de (3i), peut 8tre intégrée terme
& terme dans lintervalle (¢/2, 7 —&/2) et la série obtenue y converge vers
I'intégrale de @ (6). D'aprds lemme & la série (81) se comporte dans (¢, w—¢)
deé l'al méme fagon que &[g], ce qui prouve le théoréme dans notre cas
Sp clal,

Passons au cas général et derivons, pour simplicité, P, au lien de PX¥.

“)’Si [ est intégrable D, la série (32) y est uniformément sommable (C,1), done, ses
termes étant o(1/m), elle converge uniformément.
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En retranchant de f une fonetion linéaire Ax 4+ B nous pouvons obtenir que

(35) ffpdx:prdx:O

(le systtme des deux équations linéaires qu'on obtient pour 4, B étant & dé-
terminant non nul), Posons

L[
(36) =3 Df Fpdi.

Evidemment F'p est intégrable. Scient 4, les coefficients de Fourier-Ja-
cobi de F.

En iutégrant par parties et en nous servant des formules (7) du Chap. IT
nous obtenons (pour n=1,2,...)

1 +1 +1 x
31) A”=~_f1?p1>,,dx=__lffp(fpndt)dm
Fug )77
] T

+1
= — & Fo 6Bt (B - L (Becil]

En vertu de (35) les différences (P (k==n—1, #, n-|-1) dans la der-
niére intégrale peuvent tre remplacées par Py(z). On obtient done, en se ser-
vant des égalités (4), (6), (8), (11) du Chapitre II, que

(38) 4,=— [%ji &, [(AREY + N0+ Z%:‘l Lo Ot | == Vo1 g + Bt + Oy Q.
l (=1

La formule (7) du Chap. II subsiste aussi pour =0 pourvu que Yon
pose P, = 0. L'égalité (38) nous donne ainsi 4, = a, ;. Comme 4, =0 (l/VE)
la fonetion Fp est intégrable et, d'aprés ce que nous avons déjh démontré, la
série ©,[F'] converge uniformément dans tout intervalle (— 145 1—e) vors F(w).
En particulier, comme I7(0) =0, nous avons %’O 4,P,(0)=0.

Multiplions maintenant la série (38) par p(x) et intégrons formellement
dans lintervalle (0,#)(—1 <Cx<C1). En posant pP, =1§,‘ et en se servant

des formules (11) du Chap. II, on voit facilement que les deux séries (remar-
quons que @, == 0)

oa X ' 00 *
39 Y, hf Bty o (B + Y @uiaugs + 00 Ba - 01ms 000) (B

1=l 1=l
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sont uniformément équiconvergentes dans (— 1+ ¢ 1 —e). Mais la dernidre

.

série est égale &
oo % o
S 4.Pr=p Y 4, P.()
] 0

et nous avons ainsi démontré que la premitre série (89) converge uniformé-
x

ment dans tout intervalle (—1-}-¢ 1—¢) vers [pfdi et dés maintenant la
0

démonstration est la méme que dans le cas de f2p intégrable.

10. Théoréme b. Soit f(f) (0<Ct<<1) une fonction telle que f(¢) &+

(> —1) soit intégrable L dans (0, 1). Supposons que le développement;

40) o Co(@) 4 Y an, (hn2)

el

de f(f) en série de Fourier-Bessel (dordre ») posséde les coefficients
o(fm). Alors la série

(1) - [0 o @) + Y G, (2 (2]

m=1

est dans tout totervalle (s, 1 —&) uniformément équiconvergento avec le déve-
loppement & [g] de la tonction ¢ (#) ==& f(%) (0T <1) en série de cosinus.

Pour fixer les idées supposons que H - »>>0. Alors dans les séries
(40) et (41) le terme a, G, peut étre omis. Si xf*(x) est intégrable la démon-
stration est exactement la méme que dans le cas des polynomes P, ou P} et
nous pouvons passer directement au cas géuéral. Iei la situation est un peu
différente. Comme l'intégration simple change Lordre » des fonctions de Bessel,
nous serons obligés d'intégrer deux fois.

Le systéme J,(1,%) (m=1,2,...) étant complet, une au moins de ces
fonctions (disons J,(4,,%)) n'est pas orthogonale & &'+*. Par conséquent, en
retranchant de f une expression CJ,(4,,%), nous pouvous supposer que lin-
tégrale de z*t” f étendue & Dintervalle (0,1) soit nulle.

Considérons la fonetion

‘ 1 1

(42) Fla)=o f W | f F(o) e+ dt) du

que nous avons déja rencontré dans les problémes d’unicité pour les s. B.
La fonction F(x)a'** est intégrable L. En intégrant par parties et en nous
servant des formules (8,), (9,) du Chap. I nous trouvons facilement que le
coefficient 4, du développement de F(z) est égal —a, /4% (m=1,2,..).
114
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Le systéme de fonctions de Bessel étant complet4) nous avons 1'égalité

(43) ~ 3 % ) = F (@)

la série du premier membre convergéant uniformément dans tout interval
(6,1) (6 >0). En particulier

all‘ )
(44) — X ) =F(1)=0.
T, mn
La formule (42) représente une opération transformant la fonetion f(z)x't*
en F(z). Appliquons cette opération formellement (terme & terme) a la série
©5[ f] multiplide par a'+* c'est & dire &

o

(45) 2‘ T, (A ) .

Ml

En intégrant par parties deux fois (cf les formules (8,), (9,) du Chap. I)
et en tenant compte de ce que l'équation 2J)(2) -} HJ,(2) peut &tre éerite
sous la forme 2J,., (2) — (H ) J, () =0 (ot J,yy (4, = (H + ) 452, (44))
nous obtenons,, en utilisant Iégalité (44), que Papplication formelle de l'opé-
ration mentionnée transforme la série (45) en celle du premier membre de
Pégalité (43) 10).

Bien entendu, en appliquant formellement Ia méme opération & la s. t.

(46) La, -I—Z (ay, cos mma - by, sin mmz) Gy b —>0)

Ml

uniformément équiconvergente avee (46) dans lintervalle (/4,1) (cf. le lemme 2)
nous obtiendrons aussi F(x). Nous pouvons supposer que a==0, car nous
pouvons remplager ¢;/2 par le développement de Fourier d'upne fonction
de «, égale & ao/2 dans (g/4,1) et sans terme constant. Nous obtenons ainsi
que la limite, pour M —>co, de l'expression

M 1 1
47 2 f w1 f (aty, co8 mmwt 4 by, 5in movt) dt] du

] X

1) Une fois établi que le systéme de Bessel est complet dans le domaine des fonctions
analytiques dans lintervalle (0,1), il n'est pas difficile de prouver qu'il est complet dans le
domaine des fonetion f telles que f#+¥ soit intégrable (L ou D) dans (0,1).

%) Do méme si H = .
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existe uniformément et représente F(x)x™ dans (¢/4, 1). Llexpression (47)

est égale &
1

M
(48) f w7 [Cy ——2' (an, sin mau — b,, cos mau)/mm] du
x mel
- ’
ot Cy=— Jb,jmm.
1
Comme Vexpression (48) tend vers F(x)z ™, il en résulte Vexistence de
lim Gy == C. Si l'on remplace done dans (48) Cy par C on commet une er-
reur gy (x), tendant vers zéro pour g4 <Cx<C1. Soit A(») une fonetion de
période 2, suffisamment régulidre et égale & ' dans (¢/4, 1). Soient a,,, by,
(== o(1/m)) les coefficients du produit formel do &[] par la série

(49) c —2 (@, 8in mmt — b, cos mmt)/mm

m=1

Les sommes partielles de ce produit se comportent de la méme facon
que les sommes partielles (correspondantes) de la série (49) multiplides par A(u).
Par conséquent, si &4 <Cx<C 1, nous pouvons remplacer I'expression (48) par

,/[1} +Z (@ OB maw - by, sin maw)] du 4 @) (x),

mel

ot gy () > 0. Il en résulte que

1
f% ay’ du —{—Z/(a,,, cos mau -~ b,, sin mau) du = F(x) ™.

me) X

Le second membre est une fonetion intégrale. D'aprés le principe de lo-
calisation (cf. le lemme &), la série

$ay —[—2 (0 cos max - b), sin m 7o)

m=]

converge uniformément dans (g/2, 1-—¢/2) vers A(x) jl £+ f(1)dt. Par con-

séquent, la série (49) converge uniformément vers /1 £t fdt. Bn appliquant le

principe de localisation encore une fois on voit que la série (46) se comporte
dans (s,1 —e¢) comme S[g], ce qui prouve le théordme,

Ajouté pendant la correction des épreuves On peut démontrer asgez facile-

ment que le théoréme 1 du Chap, II subsiste aussi pour les engembles U7/, pourvu que
Ton sup- pose que @, #=1.
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