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(sm oy + Q cos _o+'}' +("7)2)

= (T - )2 [1 - %217 + (:]E)J
B (sm Yo O——:O;’—W— + (e ) [1 . 102—137’_}_ (%)2]

—{ G R A ) A6 )

Ju /o étant des fonctions continues pour les valeurs nulles des arguments.
Or sin (75 -} y) est voisin de —siny et sin (7, —y) est voisin de siny.
Done on obtient entre 7 et 7, pour tout y positif situé entre 0 et = une

équation transcendante de la forme

(85) —nsiny 47 (1, 1) =0,

ol f est somme d'un terme qui -tend vers zéro avec 1 et d’'un terme d'or-
dre 5% %o

Done, lorsque 7 change de signe, en passant des valeurs négatives aux
valeurs positives pour un 7, donné suffisamment grand, il y a une
racine 57 =1, de l'équation (85), car le membre i gauche de (85) change
de signe. '
Donc pour un y arbitraire qui n’est pas de la forme sm, s entier il
existe une infinité de valeurs positives ‘de 6 racines de l'équation D, = 0,
ce dont il g'agissait de donner la démonstration.

14. Il y aurait maintenant lien d’étudier les valeurs exceptionnelles
de y, pour lesquelles deux des équations D,==0 (pour R donné) gannulent,
et en particulier les y qui annulent outre 2, aussi un des D ultérieurs. Cette
étude semble difficile.

Encore plus difficile est I'étude du cas classique de y imaginaire, donc
des pertu rbations périodiques. Il faudrait partir des expressions (5)

et voir tout que se passe lorsque l'on a % =24 etc. Jo me propose d'étudier
ces choses dans des travaux ultérieurs.

-bé

Sur les transformations isomorphiques d’'une variété
a connexion affine
(Przeksztatcenia izomorficzne przestrzeni o koneksji afinalnej)

par

W. Slebodzifiski

Une transformation ponctuelle d’une variété & connexion affine est dite
isomorphique, quand elle conserve la connexion de I'espace. Cette notion
est due 4 M. Cartan qui en 1927, dans son Mémoire ) sur les espaces de
groupe a étudié les groupes d'isomorphie d’une classe importante de variétés
4 connexion affine. Dans la méme année MM. Eisenhart et Knebelman?),
en partant d’un point de vne tout différent, ont donné quelques indications
sur les transformations isomorphiques d'une variété sans torsion, en leur donnant
le nom de collinéations affines. Le présent article a pour but der trou-
ver les conditions pour qu'une variété & connexion affine admette une trans-
formation infinitésimale isomorphique. Les deux premiers u™ sont consacrés
4 une variété quelconque & connexion affine, les n” 3 et 4 contiennent quel-
ques applications aux variétés de M. Cartan (varidtés dont la courbure et
la torsion se conservent par le transport paralltle) et aux variétés riemanniennes.

1. Imaginons une variété b connexion affine d, & » dimensions, Dé-
signons par @* (@ =1,2,...,n) les coordonnées d'un point arbitraire de la
variété A,, par I'# les coefficients du déplacement paralitle déterminé par

!} E. Cartan, La Géométrie des groupes de transf., J. de Math. t. 6. 1927. V. aussi
du méme Auteur: Sur une classe remarquable d'espaces de Riemann, Bull. Soc. Math. t. 54,
1926; t. 55, 1927.

) L. P. Eisenhart ot M. S. Knebelman, Displ ts in a g try of paths,
Proc. of Nat. Acad. of Se. vol. 18, 1927. V. aussi L. P. Bisenhart, Non-Riemannian Greo-
metry, 1927, p. 126,
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i S5 autes de la courbure et de la tor-
la connexion et par Ry;.* S;# les eomposantes de la co

22

dwe

sion ), Soit
) Xf = Xed,f (9 J=3

’ sansformation infinitésimale quelconque. En désignant par
le symbole d’une transfor
X/ la transformation que 'on obtient en prolongeant X [ aux affineurs de la
variété 4,, on a les formules

@) X(Afpy) = Xed, Mg+ 2,4 9, Xe

%x n[..1 [225%
£
— S A 2y10 A2 ) XA,
- e g e
=

A“"‘;ft dtant les composantes d'un affineur quelconque mixte A de dégré s+t
et . .

Si Yon y introduit le symbole p, de la différentiation covariante, la formule

(2) devient

®) X (4l = Xey, i+ ‘”A" g VX8

Hieor Hg e Mi—-1(”’l+1

—EAM ek kg, X%—[—? Y s o" At Xe

Kt n,~1 a2 % R
—9¥ Sy Aﬁ::::?{" st X,
Sl

La formuole ci-dessus met en évidence que les quantités X (A%} sont 1@'?‘
composantes d’un nouvel affineur mixte de dégre s |- Remarquons que si
Ton décompose Vaffineur 4 en facteurs dAronhold-Clebsch4)

1 2 §
PRS- A% 2
Aot = An;Am"'A'us‘;i ;1 ‘:1 s
on aura la relation symbolique

X (div: A;)_._VA A, X(4)4, A %

Ao K, %™
+ EA; A, AP A X A% A A
Je1 Ny o

Pour que Xf soit le symbole d’une transformation isomorphique, il faut
et il suffit qu'il existe deux fonctions (scalaires) p ot g telles que Pon ait
identiguement

@ 7 X(T) — X7 T) = 07, T
®) VaX(U) — X (7. Up) = ¢V Uss
quelque soit le vecteur covariant T{T} et le vecteur contravaviant U{U,}.

%) Pour tout ce qui concerne la symbolique adoptée dans cet sarticle nous renvoyons
le lecteur an livre bien connu de M. Schouten, Der Rieci-Kalkiil 1924,
4 J. A. Schouten, L c. p. 23,

AR
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En calculant au moyen de la formule (3) les trois expressions X(77), VX (72)
et X (y. T,), on trouve facilement

X(T}) = Xey, T, + Ty, X0 4 28,0 Xe T,

AnY(TA\:Xg'VquTL+VxX9'VqTZ+Vng'VZXQ+jp'VxVJ.Xg
+2XeT, -y, 857 428,07, p, Xe+285;.° Xe.y, T,

X7 ) = Xy, T+ 7 T X0 + 7, Ty, X0 4 2 850 X, T,
+2 Sleu Xe. Vx
8i Pon tient compte de l'identité généralisée de Ricei 5)

‘V[ng]TZ“ upﬂ T +2S Vu'Ti.)

les formules ci-dessus donnent naissance & la relation

Ve X (T) =X (p, T;) =7, 72 X¢ + 2, (S3;¢ X) — B30 X°] T,.

On trouve aussi d’une maniére analogue

Vo X (0% — X(p, U) = — [, 7, X* + 27, (S;;* X°) — By53% Xo} e

Ces identités montrent que les relations (4) et (5) ne peuvent étre satisfaites
que si 'on a p=yg=0 et

@ VaV2 X¥ + 2y, (S5t X®) = B0 X

On voit d’aprés ce qui précéde que les équations (I) entrainent les deux rela-
tions suivantes

V. X(T) =Xy, T, 7, X(U%) = X(y, U,

d’oli Ton déduit an moyen des facteurs symbohques @Aronhold-Clebsch
la relation générale
7. X did) = Xy, Adie).
Les deux opérations p, et X sont done permutables, si les
équations (I) sont satisfaites.
8i la variété 4, est un espace holonome: R0 =0, S;# =0, et

si les variables 2® sont ses coordonnées cartésiennes, les équations (I) de-
viennent
2,9, X¢ =10

% )

d’odt
AW = al~‘ 0 - ak,

5 J. A Schouten, i e, p. 85.
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ay et a# &tant des constantes arhitraires. Done, dans ce cas spéeial, le groupe
Xf se compose d’homographies affines. — 8i la variété 4, est sans torsion,
les équations (I) se réduisent aux suivantes

Vo Va X8 = Rg 0 X*.
Ces éguations ont ¢té obtenues par MM, Eisenhart et Knebelman dans

le travail cité plus haut.

2. Maintenant, nous allons chercher les conditions de compatibilité des
équations (I). Pour ce but, appliquons & ces équations Popération de l'alterna-
tion des indices x, 4; il viendra

Vi Va X5 4 295, (Spa X%) = Bigat X*.
En ayant égard & l'identité de Ricci-Sehouten
2P Py Ao = — Bye X 4 280y X¥,

on en déduit la relation suivante

2 X a8t — 685" Vo X - 8 Bgyay X — 6 X%y, Sjpf = 0.
Si Pon y tient compte de I'identité °)

Rt =4 8iaf Sapt + 27 Sjar®

et si lon développe les caleuls, on trouve

(8)  Xpa S+ St 7 X+ Suby, X — 8,0y X 4 2 8,58 80 X
+ 285F S X —2 Syt 8,38 X0 =0,

Le rapprochement de la formule générale (3) montre que cette condition peut
étre éerite de la manidre suivante

U] X(S,4) = 0.

Pour obtenir d’autres conditions d'intégrabilité des équations (I) faisons les su-
bir & Topération de la dérivation covariante p, et & lopération de Lalternation
des indices 1, » Il vient ainsi

® 2P PV X¥ 4 4y 7 (Siek X0 = X0y, Rozt — Xy, Bzt

Cela posé, l'identité géneralisée de Ricci et V'identité de Bianchi 7) nous don-
nent respectivement

2PLVaVa Xt = Ryt pa XP — Epiity, X0 2 8,0y, 7, X4,

) J. A. Schouten, L. c. p. 88
58
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(=8

2 ViVa ( Sil-z'” Xu leﬁ S ot Xe _‘wa’ ‘Ska X _'_ ZS;zﬂ Ve (‘S uAa)
et

Booi# Ve Bais® + Vo Bia# = — 2(8,8 Bypz -+ 8P Big® + SuP Bigir).

En portant ces expressions dans I'équation (8) et en y remplagant les déri-
vées secondes des coefficients X# par leurs valeurs tirées des équations (I),
on aura

X Biaft 4+ Bt . X%+ Bz 7 X+ Boaabpa X4 — B  u XH
4 285 Rt XB 4 2 8557 Rigyt X8 2 8350 Ryob X — 2 S Ry XP = 0.

s "

En vertu de la formule (3) la relation ci-dessus peut s’éerire comme il suit
) X(B#) = 0.

Aux conditions (7 et (9) on doit adjoindre toutes celles qui s’en déduisent

au moyen de la différentiation covariante, Or, les équations (I) entrainant la

permutabilité des opérations y et X (v. u° 1), nous Voyons que toutes les
conditions dintégrabilité des équations (I) sont comprises
dans le systéme de relations suivantes

(I (B =0. X(S;*) =0,

(11 X (aTVor o Vo, Rii?) =0, X(FaVa Vg i) =0
(rns=1,2,3,..)

Il est &vident, d’aprés la forme de la formule (3), que les équations (II) sont
linéaires et homogénes par rapport aux inconnues X* et & leurs dérivées co-
variantes du-premier ordre. Il en est de méme des équations (III), les
dérivées d'ordres supérieurs qui y se présentent pouvant &tre éliminées au
moyen des équations (I). Si les conditions (IT) et (III) se réduisent
% un nombre fini déquations admettant des solutions diffé-
rentes de zéro, le systéme formé déquations (I), (IL) et (III) est
un systdme complétement intégrable et la variété 4, admet
des transformations infinitésimales isomorphiques.

8. Lorsque la variété 4, est un espace de Cartan, on a par définition
(10) VBl =0 7S =0

Dans ce cas, les relations (III) étant satisfaites identiquement, les eonditions
d'intégrabilité des équations (I) se réduisent aux équations {II). En posant

Bt =y, Xt + 2 8+ X°,
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le systéme formé d’équations (I) et (II) peut étre remplacé par les équations
suivantes

(11a) PaXt -2 Sk Xt = By

(11b) Vo Bi# = B m X¢,

(11e) Sii B, 4 S;at By — 8,3 Byt = 0,

(114d) Roi# B;* = Ryt B,* - Ryt By — R;5% Bo# == 0,

Les équatiions (11¢) et (11d) ont ét6 déduites des équations (II), en y substi-
tuant & la place des dérivées y, X# les expressions tirées de (11a) et en te-
nant compte des hypothéses (10). Nous allons montrer que toute variété
de Cartan admet une transformation infinitésimale isomor-
phique. D'aprés la proposition générale établie & la fin du n® 2 tout revient
& démontrer que le systéme formé d’équations {11¢) et (11d), linéaires et ho-
mogénes par rapport aux inconnues X* et B;% admet des solutions différen-
tes de zéro. En effet, I'identité de Ricci-Schouten nous donne

2V Var Sid# = Bpi® Sapt + By Sat — Koo S35% + 2855 7 St
2y Valuit = By Biit + Bopi® Rigi# + Ry Rogat
' = Rosal B + 2 853°ya B g
En ayant égard aux hypothdses (10), les relations ci-dessus peuvent s'éerire

12) . Sait By 4 Syt Bgsz® — 833 Rygot = 0,
Rigit Bisi A Rigit Rigi® + Rigg Rigy — Rz Riga = 0.
Pogons
(18) Bip= Ry Aee,
ol l'on a désigné par A¢° un affineur contravariant queleonque. En multipliant
les équations (12) par 4¢° et en sommant par rapport aux indices o eto, ona

8ii# By + Sigr Byt — 5" Boe =0,
Fisift Bi* + Rigy B 4 Byt By — Rypyo Byt = 0.
En rapprochant ces relations des équations (11¢) et (11d), on voit bien que
les expressions (13) donnent une solution de ces dernidres équations, quelque
soit D'affineur contravariant 4¢9. Les expressions (18) n'étant pas identiquement
nulles, notre proposition est ainsi établie. — Le raisonnement préeédent tombe
en défaut, si la variété 4, est sans courbure. Néanmoins la proposition ne cesse
pas d’étre vraie.. Pour la démontrer partons de lidentité 8)

8) J. A. Schouten, 1. ¢ p. 88,

Sur les transformations isomorphiques d’une variété 4 counexion affine 7

Bt =455, Sya + 2y, Sy

qui, dans le cas d'une variété cartanienne sans courbure, prend la forme

(14) Syt St 8% Sk + 8% et =0
Posons
(15) Byt =Sz 4,

ol Yon a désigné par .4* les composantes d’un vecteur contravariant quel-
conque. Si 'on multiplie les equations (14) par A4* et si I'on fait la somme par
rapport & l'indice i, on obtient

S Byt + St By — S B = 0.

Ceci montre que les équations (11c) admettent des solutions en B+ différen-
tes de zéro; les équations (11d) sont par hypothése (R it = 0) identiquement
satisfaitos.

Le rapprochement des résultats obtenus plus haut met en dvidence que
le systéme formé d’équations (11a)—(11d) est un systéme mixte compléte-
ment intégrable admettant des solutions différentes de zéro. Nous pouvons done
énoncer la proposition suivante :

Toute variété de M. Cartan admet au moins une transfor
mation infinitésinale isomorhique9; la détermination de ces
transformation revient & lintégration du systéme mixte
forme d'équations (11aj—(114d).

Ajoutons que, si la variété 4, est sans courbure, le systéme susmen-
tionné admet la solution définie par les formules

Vi X# =0, Bt = 2834 X
Cette solution correspond & une translation paralléle. On obtient wne
autre solution, si I'on pose
B;"l‘ = ‘)SJ:A;.‘MAa: V;.Aﬂz 0.
Les coefficients X# doivent satisfaire dans ce cas aux relations
Va(&X¥— 4¥) 4 2 850 (X% — A% = 0.

I est facile de vérifier directement que les conditions ®intégrabilité de ces.
£quations sont identiquement satisfaites.

4. Supposons maintenant que la variété 4, soit une variété rieman-
nienne sans torgion. Nous allons montrer que le groupe de transforma-

%) Le groupe d'isomorphie d'une variété cartanienne sans torsion a &té &tudié par
M. Cartan dans sons Mémoire cit§ an commencement de cet article; v. en particulier Ch. IV.
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tions isomorphiques de cette variété conmtient comme sous-groupe les mouve-
ments rigides. En effet, si

Xf = Xed,f

est le symbole dun mouvement infinitésimal rigide, les composantes covarian-
tes X, du vecteur X {X~} satisfont aux équations de Killing
(16) ViXy + vu &y =0
On sait *%) que les équations de Killing entrainent les relations suivantes

VuVa Xy = By X%
qui dans le cas d'une variété riemannienne sans torsion sont équivalentes aux
équations (I), c'est ce quil fallait démontrer. Ce point établi, nous en conclu-
ons que la détermination du groupe de mouvements rigides
dune variété riemannienne revientaletude du systéme formé

déquations suivantes

Va X;z + Vu Xi- =0,
VaVa X,u = R?MMXM
X—(RMM) =0, X_(Vﬂu Ve, anm) =0 r=12,..)

A propos de ce systdme on peut énoncer une proposition analogue i celle
donnée au no 2,

Streszezenie.

Przeksztaleeniami izomorficznemi przestrzeni o koneksji afinalnej nazy-
wamy za E. Cartanem takie przeksztalcenia punktowe przestrzeni, kiére
zachowujg jej koneksje. Celem artykulu jest znalezienie kryterjéw, zapomocs
ktéryeh mozna rozstrzygngé pytanie, czy dana przestrzei o koneksji afinalnej
dozwala na nieskoficzonostkowe przeksztalcenie izomorfiezne, Ust. 1 1 2 po-
éwigeone sy ogdlnej przestrzeni o koneksji afinaluej. ust. 3 zawiera zastoso-
wania poprzednich rozwazaf do przetrzeni Cartana, t j. przestrzeni, w kté-
rych przesunigeie réwnolegle zachowuje krzywizng i skrecenie; ostatni wreszcie
ustep poswigeony jest przestrzeniomn Riemanna bez skrecenia.

1) L. P. Eisenhart, Riemannian Geometry, 1926, p. 237.
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Einige photometrische Messungen des Lichtwechsels
von Eros

(Pomiary fotometryczne zmiany blasku Erosa)

von
J. Gadomski

Wihrend der diesjahrigen Opposition (1930—31) habe ich 153 Anschlusse
von Eros an die benachbarten Vergleichsterne mit Hilfe eines Keilphotome-
ters durchgefihrt. Das Photometer wurde mit einem Refraktor von Cooke
(134 mm Object., Vergr. 44) der Warschauer Universitéitssternwarte verbun-
den. Die Becbachtungen wurden in dem Zeitraume 1930 XI 12¢—1931 11 172
angestellt. Am Anfang dieser Zeitperiode, als Eyos hock am nordlichem Him-
mel stand und grosse Lichtwechselamplitude aufwies, war das Wetter in War-
schau sebr ungiinstiz und der Glanz des Planeten fiir das benutzte Instrument
zu schwach; spéter, nachdem das Wetter sich etwas verhessert hatte und die
allgemeine Helligkeit von Eros bedeutend zunahm, stand der Planet schon
tief im Studen in der Nihe des Horizontes und die Amplitude seines Glanzes
war nur gering. Deshalb war ich im Stande ausser getrennten, zerstreuten
Messungen, nur zwei Minima am 9 u. 10 Februar 1931 mit Beobachtungen
zu belegen.

Wihrend der Messungen wurde Eros an benachbarte Vergleichsterne der
Liste von A, Koppf (A. N. 5375 u. 5403), deren photovisuelle Helligkeiten
in Yerkes Observatory (A. N. 5728) ausgemessen worden sind, angeschlos-
sen. Alle Beobachtungen wurden vom FEinfluss der differentiellen Extinktion
befreit.

In der unten angegebenen Tafel hezeichnet » die Zahl der Einstellun-
gen des Keiles an Zros. '
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