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Zur Theorie der Vektor- und Punktkonnexion
(Z podstaw teorji przeniesiefi wektorjalnych 1 punktowych)

von

V. Hlavaty und St Golab

Einleitung.

Bezeichne X, eine #n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die Koordinaten des
laufenden Punktes werden wir kurz mit &% (4, g, » =1,. ..,m) bezeichnen, Als
Basis wird in der X, die Gruppe aller analytischen und reguliren Koordina-
tentransformationen mit nichtverschwindender Determinante featgelegt. Wir
bezeichnen ferner mit Schouten?) die Koordinaten desselben Punktes im
neuen Koordinatensystem mit demselben Kernbuchstabe & und nur mit einem
Index von anderer Art versehepen 2), sodass die Transformation des Systems (¥)
in das System (N) durch die folgende Relationen gegeben ist:

£Y = £ (£7) (AMN = 1,..,%)

QEN

35| T O
Wie bekannt, versteht man unter einen Skalar eine Grosse, deren Wert

gich bei den Koordinatentransformationen miché indert. Unter einem kontra-

varianten Vektor wird ein Begriff verstanden der durch 2 sog. Bestimmungs-

1) J. A, Schouten, Uber nichtholonome Ubextragungen in einer L. Math. Zeitachr.
30 (1929) 149—172.

3) Dies hat einen praktischen Grund daxin, dass man in dieser Weise unterscheiden
kann die Transformationsformel, die als Koordinatentransformation der Punkte betrachtet
wird, von den Transformationsformel, die als die Abbildung des Raumes auf sich selbst an-
gesehen wird, was folgendermassen

)

= ¥ (§¥)
genchrieben wird.
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zahlen v charakterisiert ist, wobei sich diese Bestimmungszahlen beim Ubergang
zu einem neuen System (N) folgendermassen transformieren :

oN = 178, £V 8 (9, =9/ag).
Auvalog wird der kovariante Vektor w, durch die Transformationsformel
3) wy, = w, 3, &

definiert. In der bekannten Weise werden die Affinoren hsheren Grades ge-
bildet,

Aus der allgemeinen Transformationsformel fur die Affinoren
r $
O] Vil = Vg 109, £ 119, &4

folgt, dass im allgemeinen die Bestimmungszahlen eines Affinors, fiir sich selbst
betrachtet, %eine Skalare sind. Man kann sich nun die Frage stellen ob es
Affinoren gibt (neben den trivialen, deren simtliche Bestimmungszahlen gleich
Null sind, was offenbar in allen Koordinatensystemen erhalten bleibt), deren alle
Bestimmungszahlen Skalare sind. Auf diese Frage wurde die Antwort durch
eine Arbeit von T. Y. Thomas 4) gegeben. Es hat sich nimlich gezeigt, dass
Affinoren von dieser Eigenschaft existieren und dass sie Komitanten des so-
genannten Einheitsaffinors 43 %):

1 wenn »==41

® A= 0 wenn »3=1

sind. ‘Aus den Gleichungen (5) ist es zu ersehen, dass es zwischen A% und
dem wohlbekannten Kroneckerschen Symhbol o2 algebraisch keinen Unter-
schied gibt, da in jedem Koordinatensystem (v) die Gleichung

© % =0

gilt. Eine solche Gleichung, die in jedem Koordinatensystem ihre Giltigkeit
behélt, werden wir im folgenden stets eine kovariante Gleichung nennen. Es

3) In iiblicher Weise wird das Su ichen weggel ,» wenn das Summieren iber
einen kontra- und gleichzeitiy sinen kovarianten Index erstreckt wird.

*} T. Y. Thomas, Tensors whose components are absolute constants, Annals of Ma-
thematics 27 (1926) 548—550.

*) sogenannten nach Schoutens Vorschlag (vergleiche: J. A. Schouten, Der Ricci-
Kalkiil, Berlin, Springer 1924, S. 27, 38). Den Einheitsaffinor kann man am einfachsten de-
finjeren durch die Gleichung

"
5=
“ o . .
WO ¢, ¢¥ die sog. kovarianten bzw. kontravarianten Massvektoren sind (vgl. Ricei-Kalkiil,

“
S. 13 und 15).
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gibt aber auch Gleichungen die keinen kovarianten Charakter haben $). Solche
Gleichungen konnte man mit Schouten durch das Zeichen £ andeuten 7).
Nach der Einfithrung einer kovarianten Differentiation in unserem Raume X,
hebt sich die Frage hervor, welche Gleichungen dieser Differentiation fithig
sind. Man kann vom vornherein hoffeii, dass bei gentigend allgemeinen Vor-
aussetzungen tber die Natur und die Eigenschaften der Konnexion®) die
nicht kovarianten Gleichungen, ja, auch manche kovarianten Gleichungen
nicht differenziert werden kounnen %). Im ntichsten Paragraph wird gezeigt, bei
welchen Voraussetzungen man zu der Klasse solcher linearen Vektorkonnexio-
nen gelangt, dass alle kovariante Gleichungen der kovarianten Differentiation
fihig sind. Die Betrachtungen dieses Paragraphen bilden augleich eine Vor-
bereitung zu dem letzten Paragraphen. Bei den Vektorgrossen werden ndmlich
vorwiegend definitorisch nur solche Konnexionen eingefithrt, die der oben ge-
nannten Bedingung gentigen. Eirst in der Punktrechnung sieht die Sache anders
aus und fihrt uns zu neuen Schlissen.

§ 1.

Es sei jetzt in der X, eine Vektorkonnexion gegeben. Aus dem Postulat
der Linearitét folgen fur die kovariante Ableitung der kontra- bzw. kova-

rianten Vektoren die Gleichungen:
q { a) V‘M”" — 9;»”" + 1'1’%'” vh 10)
() b) _V/Aw).=a[4w£+'_z1{pwﬂ

wo die Koeffizienten 1:’5’,‘ und I', (die sogenannten Parameter der Konnexion)

) z. B. die Gleichung A% =¢” oder I’;:’H=0, wenn _Z’i‘” die Parameter einer linearen
Konnexion sind. A

") L. ¢. 1) 8. 164 Bei Schouten ist sonst dieses Zeichen in erweitertem Sinne ge-
braucht. Siehe Bem. f).

¥ Statt ,Konnexion* wird auch das Wort ,Zussmmenhang® oder ,Ubertragung” ge-
braucht.

*) Benutzt man die Schreibweise von Schouten und fihrt wan konsequent die Ope-
ration der Abdrosselung der Indizes (I c. %) S. 162), sowie das Ubergehen bei den Affinoren
nur mit gewissen Indizes zu anderen Systemen ein, so stellt sich die Gleichung (6) nach
Schouten als nicht kovariant heraus und folglich als einer kovarianten Differentiation nicht
fiihig. Die Beispiele aber in der Punktanalysis, zu welchen einer von uns gefithrt wurde,
haben gezeigt, dass die Ursache der erwiihnten Exscheinung tiefer liegt: dass man niimlich
auch die Grundlagen der Festlegung der Konnexion beriicksichtigen muss, und dass sich diese
Schwierigkeit durch blosse Verwendung der Abdrosselung nicht beseitigen lisst.

1) Wir bezeichnen die Parameter I7# mit Punkten und wollen auch mit den zuge-
fiigten Punkten bei dem symbolischen Operator y andeuten, welche Parameter bei der ko-
varignten Ableitung zu verwenden sind. Im Gregensatz zu den spiteren Erwigungen beziehen
sich also die Puukte bei den Symbolen y keineswegs auf die zu differenzierenden Grossen,
wie es auch spiiter z. B. die Gleichung (17) zeigt.
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von vornherein ganz beliebige (und auch voneinander unabhiingige) Funktio-
nen der Variabeln & sind. Aus der Forderung, dass die kovariante Ableitung
wieder ein Affinor sein soll, folgen die nachstehenden bekannten Transforma-
tionsformeln der Parameter 1"{” und I'y, wenn wir von dem System () zu
sinem neuen (N) ilbergehen:

(8) l a’) ﬁ;‘M:nyavENaAg;'aMEM—{" 91§N9M9A§Z
i b) PfM =FZM9v5N9A§;’9M§M — 9, 8% 9y 9, &4

Die Parameter 1",{“ und I'g, sind evident keine Affinoren; aus den Gleichun-

gen (8) folgt aber, daf Z"{” -+ I'j, einen Affinor dritten Grades bildet, den
wir mit Cf, bezeichnen wollen:

©) G = Iy, + Tz M.

Durch die Formeln (7) ist die kovariante Ableitung der Affinoren ersten
Grades erledigt. Was die kovariante Ableitung der Skalare betrifft, machen
wir es folgendermassen:

Entweder stellen wir die Forderung auf, dass die kovariante Ableitung
V.5 eines Skalars s ein kovarianter Vektor sein soll, und, da immer 9,5 ein
solcher ist, setzen wir am einfachsten die Gleichung:

(10) Vs == QMs
als Axiom voraus.

Oder aber kann man die Gleichung (10) herleiten aus der Forderung der
Permanenz der gewthnlichen Regel fiir das Differenzieren der Skalarprodukte 12).
In die konsequente weitere Feststellung der kovarianten Differentiation von Af-
finoren hoheren Grades wollen wir hier niher nicht eingehen. Wir wollen nur
die Formel fiir die kovariante Ableitung der gemischten Affinoren zweiten
Grades anfithren:

(11) V,u “Z = aﬂ u% + 11(:;‘ ug, + '.Pi(.),u uz
Es kommt vorldufig nicht darauf an, auf Grund welecher Voraussetzungen man
zu der Formel (11) gelangen kann.

Rehren wir jetzt zu der GHleichung (6) zurtick. Die kovariante Ableitung
der linken Seite sieht auf Grund der Formel (11) folgendermassen aus:

(12) prdy =G, .
wihrend die kovariante Ableitung der rechten -Seite einfach auf Girund der
1) J. A. Schouten, Der Ricei-Kalktil, 8. 66, Vergleiche J. A. Schouten und V. Hla-

vaty, Zur Theorie der allgemeinen linearen Ubertragang, Math. Zeitschr. 30 (1929) 414 —482.
1) J, A. Schouten-V.Hlavat¥, L ¢ 1) § 422,
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Definition (10) gleich Null ist:
(13) 7, 04 = O,

Zwei Moglichkeiten bieten sich also dar:
Entweder ist:

(A) .V.,u AZ = Vp, 63’
worans infolge (12) und (18) unmittelbar folgt
(14) 0y, =0.

Man kann in diesem Falle kurz .schreiben:

und folglich gentigt es fiir die kovariante Ableitung von allerlei Affinoren
bloss das einzige Symbol y zu verwenden,

Oder aber haben wir :

In diesem Falle ist also die Gleichung (6) der kovarianten Derivation nicht
fihig und ftir solche Gleichungen kinnte man z B. das folgende Symbol —
einftthren. Ftir eine solche Geometrie mtissen wir nattrlich die verschiedenen
Symbole y, 7, 7, J,- .. beibehalten. Es soll hemerks werden, dass im Falle (B)
die tbliche Regel der Derivation der Produkte in ihrer Allgemeinheit nich
erhalten bleiben kann.

In der Geometrie (4) dagegen ist es uns erlaubt in allen Gleichungen
Ay dureh 43 oder umgekehrt zu ersetzen ohne den kovarianten Charakter der
Gleichung zu zerstsren und infolgedessen konnen wir auf Grund des Thomas-
schen Resultates 1%) zusammenfassend folgenden Satz aussprechen:

Hauptsatz: In der Geometrie (A) sind alle kovariante Gleichungen der
kovarianten Diflerentiation fihig.

Bemerkungen. Die Gleichung (14), die zu der Geometrie (4) fithrt, kann
auch anf Grund anderer Bedingungen ermittelt werden, die wir hier kurs
darstellen wollen, obwohl diese Bedingungen fiir unsere Zwecke von minderer
Bedeutung sind:

@) Ist eine lineare Vektorkonnexion mittels der Formeln (7) gegeben, so
wird gleichzeitig eine (dreiparametrige) Schar von linearen Konnexionen er-
zeugt und zwar (fur die kontravarianten Vektoren) mit den Parametern:

(16) G, =aly, 4+ 8T, +yTs + @+ —y—1) I
(und eine analoge fur die kovarianten Vektoren).

W1 e 4.
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Setzen wir im besonderen: ¢ =0, 8 ==0, y = — 1, so erhalten wir eine
neue Konnexion, die wir ,konjugiert® zu (7) nennen konnen. Fuhren wir fur
die kovarianten Ableitungen der konjugierten Konnexion die Symbole 4 und
4, so haben wir: '

a) A, o0 = 3,00 — I'z v*
an . !‘« [ - iz

b) A,u Wy, = a;n Wy — lvﬁ:u Wy
Fur die A-Ableitung des Einheitsaffinors bekommen wir:
(18) L, Ay = — ¢,
Stellen wir also die Forderung auf, dass
(19) :V‘u A% = _A',u ‘AZ

sein soll, so folgt daraus die Gleichung (14) und folglich stimmt die ursprting-
liche Konnexion mit ihrer konjugierten uberein,

g8) Die Gleichung (i4) folgt aus der Forderung, dass die Gesetze der tibli-
chen Differentiation durchweg gelten. Genauer gesagt, Sehouten und Hla-
vaty haben geseigt, dass die Voraussetzung (welche in unserer Schreibweise
folgendermassen aussieht):

(20) Vu (WF0)) = (7, v 0, + v*p, w0,

schon genligt, um die Gleichung (14) abzuleiten 1),

¥) Auch auf dem rein geometrischen Wege gelangt man durch entspre-
c]'nende Forc.lerung zu der Qleichung (14). Setzen wir nimlich voraus, dass nur
dm: Konnexion fir die kontravarianten Vektoren mittels der Formel (Ta) de-
finiert ist. an gegebenen System von # unabhiingigen kontravarianten Vek-
torfeldern f" bilden wir das sogemannte reziproke System von kovarianten
Velftorfeldern ¢,. Setzen wir weiter voraus, dass stets die pseudoparallele Ver-
schiebung der Vektoren des Systems ¢* zugleich die pseudoparallele Verschie-

. : *

bung der Vektoren des reziproken Systems ¢, erzeugt, so gelangen wir in die-

ser Wei.se zu einer Konnexion der kovarianten Vektoren, die eben eindeutig
durch die Gleichung (14) bestimmt ist 15),

§ 2.
.Wir tibergehen jetzt zu der Punktrechnung. Obwobl der geometrisch na-
tirlichste Weg um zu den Punktgrossen zu gelangen, von dem Cartan-

9 L e 1) 8, 422,
%) J. A. Schouten-V. Hlavaty, L c. 1) Einleitung,
J24
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Sehouten’schen Standpunkte ausgeht!$), fiihren wir hier einfachheits- und
ktirzehalber den Gledankengang von T. Y. Thomas an 7).
Zu unserer Mannigfaltigkeit X, adjungieren wir eine neue Variabel £°

und in der so erweiterten (n—1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit )‘E,_,_, legen
wir folgende Gruppe der Transformationen fest:

SR
(21) £ — g0 %logA

I und ¢ eine helicbige von Null verschiedene Kon-

stante ist. Statt der Gleichungen (21) kdnnen wir auch folgendes festlegen:
Die adjungierte Variabel £ sei mittels der Gleichung:

1
wo A=19,8, n = ’;'L”—-F—

(22) g0 — logy ™%

definiert, wo %17 eine Dichte vom Gewicht (— 1) ist. Fur eine solche Dichte
kénnen wir z. B. die Determinante |¢’| nehmen.
2

Unter den kontra- bzw. kovarianten Puukten werden Grossen verstanden,
die sich folgendermassen transformieren:

) O = 9L

(23) bzw.

(“aﬁ:y = 0, 1:"'!”)
b) MA=waaA§a

ABT = (®,1,-..,n)

Da nach (22) & nur bis auf eine additive Funktion bekannt ist, werden
nur solche Punkigrossen betrachtet, die von £° nicht abhéngen. Somit haben wir

(24) 8 = 0.

Die Definition der Punkigrissen hoheren Grades unterscheidet sich von
der tblichen Definition der Vekiorgrossen nur dadurch, dass sie die Gleichun-
gen (23) statt (2) und (3) als Ausgangspunkt nimmt.

In der Punktrechnung gibt es nun neben den tiblichen Operationen der
Addition, Multiplikation, Uberschiebung, Faltung noch eine kovariante Opera

1) J. A. Schouten und St. Golgb, Uber projektive Ubertragungen und Ableitun-
gen, Mathem. Zeitschr. 32 (1930) 192—214.

) T. Y. Thomas, A projektive theory of affinely connected manifolds, Mathem.
Zoitachr. 25 (1926) 723733,

1

18) Di¢ Thomassche Theorie, die dem Falle ¢ = — prn
zeitig auch den Veblenschen Standpunkt zu umfagsen, von J. A, Schouten und St. G o-
tgb verallgemeinert durch Einfilhrung der Konstanten c.

entspricht, wurde, um gleich~
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tion, die in der Vektorrechnung kein Analogon hat und welche zu neuen
Punktgrossen fuhrt, die um einen kovarianten Index #rmer sind. Dies liegt
daran, dass fir die Punktgrossen nicht die allgemeinste, sondern eine be-
schrinkte Transformationsgruppe als Basis festgelegt ist.

Nehmen wir eine Punktgrosse P in Betracht, die mit den kontravarian-
ten Indizes versehen sein kann, die aber mindestens einen kovarianten Index
besitzt:

e
(25) P @=0p>1)
Fassen wir einen bestimmten kovarianten Index -— sagen wir @, — ing Auge
und setzen definitorisch
P, = pre
(26) “1""7';7‘--1 Cpfy ety T -Pu,...opi,_,_ [] O] -Gy 1“)-

Aus (21) folgt nun unmittelbar, dass @ eine Punkigrisse ist und dass also (26)
eine kovariante Gleichung darstellt. Wir werden sagen, dass @ aus P durch
Abschaffung des Indexes @, entstanden ist %), Inshesondere bekommt man aus
dem kovarianten Punkt e, durch Abschaffung des Indexes einen Skalar 8t

27) § == w,,

welche Tatsache in der ganzen Punktanalysis eine wichtige Bedeutung hat ).
Ebenso entsteht aus dem Rinheitsaffinor 47 %) durch Abschaffung ein kontra-
varianter Punkt:

(28) o = 4,

Nun kann man sich dieselbe Frage stellen, die von T. Y. Thomas in
der Affinorrechnung gestellt und geltst wurde, nimlich nach den Punktgrossen,
deren simtliche Bestimmungszahlen Skalare sind, Hier sicht die Sache etwas
anders aus und nimlich:

In der Punktrechnung erscheinen die gesuchten Punkitgrissen als Komitanten
nicht nur des Einheitsaffinors 47, aber auch augleich des , Binheitspunktes® e
der aus A% durch Abschaffung des Indexes entsteht. 7

03 . . » . . *
Set.zen wir Jetzt.voraus, dass in unserer Mannigfaltigkeit X,y eine lineare
Konnexion gegeben ist, die also den Anlass zu der kovarianten Ableitung gibt.
In der vorliegenden Arbeit setzen wir aber vom Anfang an:

(29) Cfp=1I + 1T, =0 (also oy = — Iy = I1z) ).

1%) Es soll bemerkt werden, dags die Gleichung (26) keine nAbdrosselungsgleichung® ist.

( 2 § +0 !Et) 488 diege eration nur var. -
29) Est ist klar (da v © ) d dief Op 1 n auf die kova ianten In

1) Vgl. J. A. Schouten-St. Golgb, L c. 1),

M) Der Einheit, 4 i s :
zemmei‘ nheitsaffinor 42 war in der unter 1) zitierten Arbeit durchweg mit Y be-

*%) Dieser Bedingung geniigt z. B. die projektive Ableitung von T.Y. Thoma s Le ).
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Somit sind wir nicht gezwungen dem Operator y irgendeinen Punkst hinzu-
figen, weil wir nur mit einem einzigen System von Parameter Iy, arbeiten.
Aug Grlinden, welche sich aber spiter rechtfertigen werden, wollen wir jedem
Symbole y so viele Sterne unten (bzw. oben) zufligen, wie viele kovarianten
(kontrav.) Indizes die zu differenzierende projektive Grosse hat. Somit bedeu-

*

tet z. B. y, 4%, dass wir eine gemischte Grosse differenzieren, wihrend (was
# #

laut (28) immer exlaubt ist) y,d% bedeutet, dass hier bei der Differentiation 4

als kontravarianter Punkt anzusehen ist. Dementsprechend schreiben wir fir

die kovariante Ableitung eines Skalars s bloss p,s.
Auf Grund der Gleichung (29) haben wir natirlich:

®
(80) Vs Ay =y, 4 = 0.

Es ist uns folglich erlaubt in den kovarianten Gleichungen den Einheitsaffinor
Ay durch das Kroneckersche Symbol 67 zu ersetzen und umgekehrt,
Dagegen haben wir:

*
(81) Ve 4} = QﬁAK + Hszg = 3’3'

Somit kdnnen zwei verschiedene Fille eintreten:
Entweder

* *

(A) _)YF'A“%I — VﬁAg
oder
(B) J;/'ng F ppdl = ype-

Im Falle (4) haben wir infolge (30) und (31) notwendigerweise:
(32) I, = 0.

In dieser Geometrie () siud alle kovariante Gleichungen der kovarianten
Differentiation fikig wnd man braucht nur das einzige Symbol y einzufiihren
Sfiir die Ableitung allerartiger Punktgrissen.

Es wire jetzt vom Interesse diesen Fall nsher zu untersuchen bei Hin-
zufiigung der Forderung, dass die Parameter II7, in projektiv invarianter
Weise festgestellt werden sollen. Auf die Konsequenzen der Gleichung (32)
wird hier niher nicht eingegangen. Zu dieser Tatsache werden wir in einer
spéteren Note zuriickkommen 24),

Die Gleichung (32) hat natiirlich, wie es aus ihrer Herleitung entspringt,

) Die bisjetat betrachteten projektiven Konnexionen geniigen nicht der (Heichung (32).
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den kovarianten Charakter. Dies kann auch unmittelbar nachgepriift werden,
wenn man aus der Transformationsformel der Parameter IIj:

(33) Iy = I 0,879, 6% 9,80 + 9,£7 9,0, &

ausgeht, nachher 4 = (©) einsetzt und die Gleichungen (21) berticksichtigt.

Zu diesem Falle wollen wir noch eine Bemerkung hinzuftgen: Gelte die
Gleichung (32) und ist aus gegebenen Daten eines Problems auch £° be-
kannt 25); so wiirde

*
(34) 4y =0,
sodass man von e nicht zum benachbarten Punkt kommen kdnnte,

Jetzt wenden wir uns zn dem Falle (B). In dieser Geometrie gibt es ko-
variante Gleichungen, z B. die Gleichung (28), die — wie es (B) selbst zum
Ausdruck bringt — der kovarianten Differentiation nicht fiahig sind. Ein wei-
teres Beispiel liefert uns die Gleichung (27). — Wir haben nimlich

(36) Vgs = aﬂs = PgWo,
wihrend:
(36) Yoo = Sy — Iy w, = 8ys — Ilig0,,

also im allgemeinen:
1)) Voo F Vptor-

Bemerken wir weiter, dass infolge (28) die Gleichung

(38) w, 4] = w,er = w,

den kovarianten Charakter hat. Dagegen ist zwar

(39) }:;ﬁ 0,8 = Fpuwy (= dyup)
jedoch ist

* *
(40) *Zﬂ’wy A%’ :f: Zﬁ 'w?e)‘ = pr[! R

Somit gilt der folgende

Satz. In der Geometrie (B) diirfen nichl alle kovariante GHleichungen bei-
derseits differenziert werden..

Inshesondere betrifft dies die Thomassche projektive Geometrie.

Man muss also ausdrticklich bestimmen, weleche kovariante Gleichungen

%) Dieser Fall kommt z B. bei.einer Kurvenkongruenz vor. Vgl V. Hlava ¥, Projektive
Invarianten einer Kurvenkongruenz und einer Kurve, Mathem, Zeitschr. 84 (1931) 68—73,
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beiderseits differenziert werden konnen. Diese Tatsache beruht auf der kova-
rionten Gleichung (28), durch welche sich auch die Operation der Abschaffung
des Indexes (26) erkliren lisst. Es ist nimlich

P Pg — a8 Y1y, s VLo,
(26 a’) Pa;...ot,.__l ] “ﬁ-{-l"'“p — A: -Pal...arq_l ﬁ’zr+l‘“"p wahrend a;-.-?zz_.l a,+1.,.aﬂ
— off PP Vg
[ Pa,... p] ﬂ“r-}.l-"“q

ist. Solange man auf dem formalen Standpunkte steht, dass bei einer Grosse
jeder rechts stehende Index (also auch 0) immer ein kovarianter (bzw. ein
kontravarianter) Index ist, so tritt diese Schwierigkeit nichs auf, und man er-
kenot aus dem ,Skelett“ 26) des Ausdruckes, was fur ein p-Operator anzu-
wenden ist. Steht man aber strikt auf dem Klein’schen Klassifizierungs-
prinzips (wobei Indizes our formale Bedeutung haben und nichts mehr als
eine geschickte Schreibweise ermoglichen) so kann man die oben genannte
Schwierigkeit nicht vermeiden,

Wenn die Lkovariante Ableitung von Punkigrossen hoheren Grades in
ublicher Weise mit Hilfe der Parameter II7, definiert ist, so gelten jedenfalls
folgende zwei Regeln:

I) Fir jede Gleichung von der Gestalt:

(41) 8 == 1w,

gilt die Formel:
* #
(42) Vps = (7 0") we -+ v“xﬂ Wy = eYﬁ'u”‘wm

II) Wenn kurz durch O und (] beliebige Punktgrsssen bezeichnet wer-
den, so gilt in ganzer Allgemeinheit die Formel: ’

. oo o) o
(43) 7.0 0) = (v:O) O + Oy Oy

" wo die auftretenden Symbole selbstverstindlich sind.

Dagegen :

III) Alle kovariante Gleichungen, die durch Abschaffung der Indizes ent-
standen sind, diirfen im allgemeinen nicht differenziert werden.

Wir wollen es amsdrlicklich betonen, dass das Postulat der Moglichkeit
der kovurianten Differentiation von Gleichungen, die durch Abschaffung der
Indizes entstanden sind, ebenso gerechtfertigt und invariant ist, wie z. B. das
Postulat (42). Der letatere hat die Bedingung (29) zu Folge, der vorher ge-
nannte dagegen fuhrt zu weitergehenden Kousequenzen, nimlich zu den Glei-
chungen (32).

1) Vgl. 8t. Golyb, Uber verallgemeinerte projektive Creometrie, Prace Matematyczno~
fizycane, Warszawa 37 (1930), S. 108.
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Streszezenie.

Rozprawa niniejsza wyniknela z zagadnienia na temat oznaczenia tych
réwnai kowarjantnych (niezmienniezych) w rachunku absolutnym, ktére wolno
obustronnie kowarjantnie rézniczkowad, Na moey pewnego rezultatu T. Y, Tho-
masa udaje sig autorom przez prosty warunek, wyrazujacy sig réwnaniem (14),
scharakteryzowaé te geometrje, w ktérych mozliwodé rézniczkowania kowa-
rjantnych réwnan istnieje bez zastrzezen. Poza pewnemi teoretycznemi rozwa-
zaniami J. A. Sehoutena, w geometrjach dotychezas spotykanych waru-
nek (14) spelniony byl automatyeznie.

W drugiej czedei pracy, bedacej gléwnym tematem, rozwazajs autorowie
analogiczne zagadnienie dla ,rachunku punktowego®. (Rachunek punktowy
stworzony zostal dla celéw geometrji rézniczkowej rzutowej przez E. Car-
tana i J. A. Schoutena). Tu okazuje sig réwnanie (29), odpowiadajace
réwnaniu (14), jako jeszeze nie wystarczajgce dla mozliwodei rézniczkowania
réwnah kowarjantnyeh, Powdd tego leiy w tem, ze w rachunkn punktowym
wystgpuje pewna operacja kowarjantna, kiéra nie ma odpowiednika w ra-
chunku tensorjalnym, i kiérs autorowie nazywaja ,usuwaniem wskaznika®.
Kongekwencjg tego faktu jest, ze twierdzenie Thomasa w rachunku punkto-
wym inaczej musi byé sformulowane, i co za tem idzie, ze hezwzgledns mozli-
woéé rézniczkowania kowarjantnych réwnan w rachunku punktowym prowadzi
do dalej idaeych konsekwencyj niz w rachunku tensorjalnym, a mianowicie
do réwnan (32). Jest rzeczy interesujaca, ze w dotychezasowych zastosowaniach
rachunkn punktowego do uogélnionej geometrji rzutowej postulat (32) nie byl
spelniony.
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Le varie derivazioni covarianti nel calcolo assoluto consi-
derate come casi particolari di una medesima operazione

(Rézne upochodniania spotzmiennicze w rachunku bezwzglednym,
uwazane jako przypadki szczegélne jednego i tego samego dziatania)

(Comunicazione al Congresso dei matematici polacchi — Wilno 23—26 Settembre 1931)
di
G. Vitali
1. Siano
(1) k Uy, Ugyonny Uy

n variabili continue, sia » un intero. > O, e sia inoltre

@ P (th1y Ugy o5 %3 E) = Qo (F) = @

un sistema di O, parametri?) corrispondenti agli stati di unindice a variante
nella classe » %), funzioni oltre che della solita variabile ¢ in un aggregato
wisurabile g %), anche delle (1) e fra loro linearmente indipendenti.

Ponendo

® Usp = f Po Py dt,
il determinante £
a == Qug
risulta diverso da zero.
Noi indicheremo eon af il reciproco di g

%) G- Vitali, Geometria nello spazio hilbertiano (Editore N. Zanichelli, Bologna 1929)
p- 87, def. e p. 172. Questo libre sark indicato in seguito con GH.

) GH. p. 156.

%) Naturalmente a quadrato sommabile in questo aggregato g.
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