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Zur nichtholonomen Geometrie

(Przyczynek do geometrji nieholonomicznej)

von

L. Infeld

BEs werden in dieser Arbeit gewisse Beziehungen der Riemannschen
Geometrie verallgemeinert, welche zur Untersuchung mechanischer, nichtholo-
nomer Systeme angewandt werden konnen !,

§ 1. Das Koordinatensystem. Es sei in einem #x-dimensionalen Kon-
finuum ein Koordinatensystem gewihlt. Das KS. ist bestimmt, wenn folgende
Bedingungen erfullt sind:

1. Es sollen jedem Punkte des Kontinuums in ein-eindeutiger Weise
n reelle Zahlen z' x%...,2" zugeordnet werden, deren (esammtheit # von-
einander unabhéngige reelle verinderliche bildet.

2. Es ist eine Matrix

1) 1= |, Wk=12...n

von #? Funktionen der veriindlichen »?,...,2" gegeben. Die Funktionen sollen
stetige partielle Ableitungen besitzen. Ihre Determinante soll in jedem Punkte
des Kontinuums der Ungleichung

@ 1] <= 0
gentigen. Die Funktionen X" haben nur den angegeben Bedingungen zu ge-
niigen und konnen sonst beliebig gewhhlt werden, Das KS, wird erst durch

') Die hier benutzte Methode ist wesentlich mit der von Ricei und Levi-Civita
eingefithrten Methode ' der Rotationskoeffizienten verwandt, (Vgl. Eigenhart, Non Riman-
nian Geometry. New-York 1927. S. 47—b2).
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Angabe der Funktionenmatrix (1) bestimmt. Wurden im einfachsten Falle die
Funktionen so gewahlt, dab

" " 1 fur i=Fk
@ W=d=\0 tur i1,

dann artet die Matrix (1) in eine Einbeitsmatrix aus und das KS. soll als das
Gaussische bezeichnet werden. ] ' .

Das hier eingefthrte Koordinatensystem bildet eine Verallgemeinerung
des Gaussischen KS. Im speziellen Falle, der durch die Bedingung

g™
@ W=

charakterisiert ist, soll das KS. als holonomes bezeichnet werden. .
Durch 7, soll der Quotient aus der zu [ gehirigen Unterdeterminante
und der Determinante (2) verstanden werden. Es gelten dann die Gl.:

ng)l(lk) = d
®) Wl = d.

(Uber zwei mal auftretende Indizes ist stets zu summieren !)

§ 2. Vektoren und Tensoren. Die Transformation des KS. soll durch
eine neue Wahl der Matrix (1) vollzogen werden. Dem Ubergange vom ux-
springlichen zum neuen (gestrichenen) KS., entspricht der Ubergang von der
Matrix (1) zur Matrix .

(8) U=,

wobei aber sowohl I, wie auch /% Funktionen von «%,...," sind und den vor-
her formulierten Bedingungen gentigen milssen.

7, w2 .., " sind die kontravarianten Komponenten eines Vektors im ur-
springlichen KS., @, 7% .., 7" die im gestrichenen, wenn folgende Transforma-
tionsgleichungen bestehen:

(1) Ay = mtll,
oder fiir kovariante Komponenten :

(T Tl = m)
Anslog fur Tensoren:

ETQ)Z@ = 2, IPUP
{ T Tep Ty = 208y -

®

Man sieht gleich, dass die Transformationsgleichungen, welche die Tensorkox_n—
ponenten in den Gaussischen Systemen verbinden, als Spezialfall der hier
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formulierten Transformationsgl. erhalten werden kénnen. Setzt man némlich
(9) 21 = llat ||

und fiir die Matrix im gestrichenen System

— gq)(k)”
\ D — || =2
(10 1% =222,
dann ist in der Tat:

~ g

W= 9k i
a oy _

M= e T

Die GL (11) knnen auch als Transformationsgleichungen, welche das G-aussische
da®

KS. mit den Koordinaten # = ¢® mit dem holonomen System || §¥ || = o
P

verbinden, betrachtet werden,

Im folgenden werden zur Bezeichnung von Vektor-und Tensorkomponen-
ten griechische Buchstaben benutzt. Tm speziellon Falle, wenn |[IP]| =
ll&]l, d h. im Gaussischen KS. werden die Komponenten von Vektoren
und Teasoren durch lateinische Buchstaben bezeichnet. So ist z B.:

(12) dE = Wdat;  dat = &',
(18) AE Ty = dEl,.

§ 2. Die Komponenten des affinen Zusammenhanges. Der affine Zu-
sammenhang des Kontinuums ist im gewahlten KS. dureh n? Funktionen der
verinderlichen #*,...,,2" bestimmt. (Im G aussischen KS. sollen die ' Kompo-
nenten der Parallelverschiebung mit Cl4, sonst mit I, bezeichnet werden).

Wird ein Vektor Z* lungst d£ parallel verschoben, so gilt fir die Ande-
rung seiner Komponenten

(14) ‘ AE = — I _Erqf,
Die Transformationsgl. fur I, erhilt man, indem man in (14) die aus

den Transformationsgl. (7) folgenden Werte fur &' und d§ einsetzt und (12)
berticksichtigt, Die Rechnung ergibt dann :

(1) TP — S0 = rg i — oy,

oder in einer Form, die weniger Ubersichtlich, aber fur die Anwendungen
bequemer ist:
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- T o — Al o
16  Th=InnBeRRE+ (e E - PR,

Aus diesen Gl. folgt: _ _
T - ThBP B — (30P -0 P)

a a) Haybr " s ‘.’I;s r G
an

ANy vy U
=T i — (T2 — Fow).
Man ersieht aus diesen Gl., dass

kein Tensor ist. Nur im speziellen Falle, wenn die Transformationsgl. holo-
nome KSysteme miteinander verbinden, verhsilt sich (18) wie ein Tensor. Da~
gegen bilden

(19) B g—i‘-;? Ity 12
und

a l”a mn al” ne c
(20) 205, = I — I'iy— 5;;(’7‘) (b)*"a‘f;) (a)) 1o

Tensorkomponenten. 225, ist in den Indizes a, b, schiefsymetrisch und geht
im Falle holonomer Systeme in (18) tber. Ist das gestrichene KSystem ein
Gaussisches, dann vereinfachen sich die Gl (16):
alf'r') 0 1(9)

"""" (s) bm

(21) S

I P == Ciy l(ap) l?r) f’s)
und nehmen fir das holonome KSystem die bekannte Form an.

Es konnen, wenn die Komponenten I%, gegeben sind, durch Differentia-
tion neue Tensoren erhalten werden. So ist z B.:

s
- Q&

=g

22) i+ I E

9k
b l?lz) — 21: -ZTJSIc - '%:jI’iskl

23) e

Aygpp =
Es sei im Punkte P ein Vektor 4 der lungs eines (unendlich kleinen)
geachlossenen Weges parallel zu sich selbst verschoben wird. Man berechnet
gholich wie in der Riemannschen Geomeirie, dass die Differenz (42")
zwischen den Komponenten des nach P zurckgekehrten und von P ausge-

nenden Vektors gleich ist:
(24) (AE)p = — } P}y, B do*.

Hier ist do** das von der Kurve lings deren der Vektor parallel verschoben
4

icm

Zur niehtholonomen Geometrie b

wurde sufgespsnnte Flichenelement und P, ist der Krtimmungstensor:

2 Pl =Ly, Ly 4 rary,— rA Ty
(25) = by — 3 &+ Ly L~ Lo Lk
Die Tensoren Z?;, und Ef,; ergeben die Differenz:

(26) Efjk - Efu = — g Phljlc —2E], -lei
und #hnlich
(27) 'Eiljlz - Eilk]= EILPII}Iz"—g‘Eil)& Qﬁu

wie man sich durch Ausrechnung tberzeugt.

GL (22)—(27) nehmen im Falle holonomer KSysteme die wohlbekannte
Form an.

§ 4. Die Riemannsche Gleometrie. Es seien im gewithlten KS. die Kom-
ponenten ,, des metrischen Fundamentaltensors gegeben. Sie ermdglichen das
Herauf-und Herunterzichen der Indizes und die Berechnung des skalaren Pro-
duktes zweier Vektoren, Es gelten dann die Beziehungen:

(28) { V{klﬁ"’ 1 — El?jlzi) = ge
Py I lf,,) = y* it lfk) — 9_;1
= 0 fi.ir k :F s
is . A
(29) V¥ =05 {1 far b s
(30) ;= ni')’tﬁ = ”i}'”
@) ! Q& Ay =y dE Ayt = y™* d& dn,
ds? = y, &' dE* = y™* dE dE,

(dst == 0).

Man kann immer durch eine Koordinatentransformation (also durch eine ent-
sprechende Wahl der Matrix (1)) erreichen, dass v, fiir alle Punkte des Kon-
tinuums die Werte:

(32)

annimt,
In der Riemannschen Geometrie werden die Komponenten der Pa-

rallelverschiebung im Gaussischen KS. den Christoffelschen Symbolen

gleichgeseszt:
P\ __ g o (90
{rs}—— %9”(M+

(83)
Man erhilt die Komponenten der Parallelverschicbung 37 in der Riemann-
schen Geometrie in einen beliebigen KS. aus der Gl. (21), indem man gg,

5
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als Funktion von y, und ¥ ausdrtickt. Die Rechnung ergibt:

dy, ay, e \
b+ I = by (Lt + St — P )
aum
(34) + '& Yrm 7",’ % (lg*) l(t'l) - lzi) l(t’))

np ___alg"‘) (g Uy — Wen 2t
+ A vn? PRI R oL

35 5, — 30y =3 (J g, 8l ) o
( ) &( rs s, % Dk da*

Der Ausdruck (34) vereinfacht sich bedeutend, wenn das KS. so gewshlt wurde,
dass y,, = d} ist. Gl (3b) folgt auch ohne Rechnung aus der Tatsache, dass
2, =0, da 82, in den Indizes a, b symmetrisch ist.

Es so0ll jetzt die GI. der geodutischen Linie in einer gegentiber beliebigen
Transformationen invarianten Form formuliert werden. Im Gaussischen KS.
lauten diese G,

d '3
(36&) ' _f;+s£sprpl=0
(361) g

ds’

daher in einem beliebigen KS., wie auch aus der Anwendung des Variations-
prinzips unmittelbar folgt:

i
(87a) %72"'{_ Siaf =0
U g
(37b) n = U gt =

Setzt man in (87a) den vorher berechneten Wert fur 3, ein, 80 erhilt man:

dn' Mt 1y | et re ey
i Qo Y-

9 l )
+ Vem ! _g'i’k" (I Uy — Uy lf;))} =0,

(38)

Diese Gl nimt im Falle 7, = d¢ die folgende einfache Form an:

da' | 91
39) i a—in Iy Ko — oy Uo) 7" 7* = 0,
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§ B. Nichtholonome Bindungen. Es sollen » und n zwei ganze positive
Zahlen bedeuten, deren Summe gleich der Dimensionszahl des Kontinuums ist:

(40) n-+4v»=mn,

Wir wollen ftr die Indizes folgende Bezeichnung wihlen:

Die Indizes werden mit lateinischen Buchstaben bezeichnet, wenn der
Index alle Werte von { bis # durchlaufen soll.

Die Indizes werden mit griechischen Buchtaben bezeichnet, wenn der
Index alle Werte von 1 bis » durchlaufen soll.

Die Indizes werden mit gottischen Buchstaben bezeichnet, wenn der
Index alle Werte von » - 1 bis # durchlaufen soll.

Es sollen im Gaussischen KS. die von einander unabhingigen n Bedin-
gungen gegeben sein, denen die Vektoren da’ zu gentigen haben:

(41) K da' = 0,

wo K{® differentierbare Funktionen von x%,...,2" gind, In diesem Gaussischen
KS. kann man in jedem Punkte des Kontinuums 7 zueinander ortogonale und
voneinander unabhingige Einheitsvektoren bestimmen, (deren kovariante Kom-
ponenten wir mit #? bezeichnen) so, dass die Bedingungen (41) durch die Be-
dingungen -

(42) Mda' =0

ersetzt werden kénnen. Die I§? erfiillen also die Gl.:
(43) lSlz) l}‘) gU j— di .

Die Komponenten I bilden eine Funktionenmatrix mit nicht verschwinden-
der Determinante und bestimmen daher ein KS., welches den folgenden
Ausftihrungen zugrunde gelegt werden soll. Die durch (5) defi-
nierten Elemente der Matrix ||%,]| erbilt man in diesem speziellen Falle, wie
aus (48) folgt, aus der Gleichung

(44) bh=1g"

Es ist die Matrix der kontravarianten Komponenten derselben Vektoren. Dar-
aus folgt:

== I I
(45) g oL

gr=lylly

In dem zugrunde gelegten KS. ist (wie man aus den Transformationsgl. ersieht)
(46) Y=y =&

und die Bedingungsgleichungen (42) lauten:

Aty =dE = 0.
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Die Komponenten Z; nehmen hier die einfachere Form an:

KN
=1 ‘9“57 @&l —1b k) + % 9 k (l(,)l(,) )

i i
+1r( 9 1y — a;} lfr)) 5.

(48)
Der affine Zusammenbang dieser Mannigfaltigkeit soll durch Angabe der Kom-
ponenten der Parallelverschiebung in dem zugrunde gelegten KS. bestimt
werden. Dies soll aut folgende Weise geschehen:

{ L I =3

(49) 2. I's —0.

Die Differentialgl. der Linie, deren Tangenten zueinander parallel sind,
lautet dann:
dr?

e ‘f— gxk (l(,,) Iy — Uy ) m*n® =0
dn®
(60) i = 0
7 == YN da!

ds”

Aus den Gl (50) folgt:
1. Ist, was vorausgesetzt werden soll, fir s = s), #° = m, == 0, dann ist
auch fir jeden Wert des Parameters s

®1) 2 = 1y = 0.

Die Integrale der Gl (50) gentigen also den Bedingungen (42),

2. Ist » ==m, dann geht (50) in  die Gl. der geodatlschen Linie und das
Kontinuum in ein Riemannsches fiber.

3. Existiert ein Gaussisches KS, indem die Bedmgungen (42) die Form:

(52) dwa =dz* =0

annehmen, dann gehen die Gl (50) in die Gl der geoditischen Linie im »
dimensionalen Raume tiber. (Holonome Bindungen).

4. Die gl. (60) kounen, da die Transformationsgl. bekannt sind in ein
beliebiges KS, tmnsformxert werden, Durch eine einfache Rechnung tiberzeugt
man sich, dass im Gaussischen KSystem nehmen die Gl (50) die folgende
Form an:

a2z YIS da’ da’
(63) a‘s—,"‘[{ o -+ (a)azg*(a)l,ff{rs]ﬁ-ﬂ=0

8
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Diese Gl, also auch die Gl (50) sind, wie Synge?) gezeigt hat GL der kir~
zesten Linie, wenn zugleich (42) erfullt sein soll.

5. Im Grenzfalle 1 == ist:
(54) I, =0.

Man erhilt diese Geometrie, die Hinstein seinen letaten Untersuchungen zu-
grunde gelegt hat. Im Gaussischen System ist dann:

g,
(55) o= —32m.
Man gewinnt auf diese Weise, wenn das KS. nicht holonom ist, eine Inter-
pretation der Binsteinschen Welt auf dem Boden der klassischen Me-
chanik 2),

In der Tat bilden die Gl. (37) Bewegungsgl. fiir ein mechanisches, kon-~
servatives System in den von Boltzmann eingefthrten Quasikoordinaten.
GL (50) und (53) ergeben dann die Bewegungsgl. fir skleronome, holonome
oder nichtholonome Bindungen. Das Linienelement ds héngt mit dem Zeitele~
ment ¢ durch die Gleichung

(56) T(E— Y)dit = ds? = y,, dE d&*

zusammen, wo E die Energie des System Y seine potentielle und 7' seine
kinetische Energie bedeutet.

Streszezenie.

W pracy niniejszej nogdlniono niektére zwiszki geometrji Rie manna. Zna~
lezione zwigzki zastosewano do zbadania pewnych wlasnofei ukladéw mecha-
nicznych, nieholonomicznych.

1) L. Synge, Math. Ann. 99, 738, 1928.
3 L. Infeld, Phys. Z8. 32, 110, 1931.
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