50 A. Plamitzer: Powierzehnia krzywolinjowa b-go rzedu

a% yh 2% bilden, und zwei beliebige Punkte W, W, der Doppelkurve S,
dieser Fliche, so gilt folgender Satz:

Sind zwischen den Ebenenbiindel (W) und jedem von zwei kollinearen
Ebenenbiindeln (W), (W,) — die eine Bisekantenkongruenz der Raumkurve
83, bilden — solche quadratische Verwandtschaften festgestellt, welche die
Elemente 45, py, #, und E=W,al, =W, ('=W,2% (1=1,2) zu
Hauptebenen und die Elemente o,==W;s% o?==W,s’ zu homologen Khenen
besitzen,

so erzeugen diese drei Biindel die gegebene Fliche 5. Ordnung ¥'s,

Bezieht man a) den Bundel (W), oder b) die kollinearen Bindel (W)
und (W,) — auf ein ebenes Feld (') korrelativ, so erhilt man zwei Abbil-
dungen unserer Fliche ¥ auf die Ebene o'
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Uber die Variationsgleichungen fiir affine geoditische Linien
und nichtholonome, nichtkonservative dynamische Systeme

(Réwnania na zboczenie dla dowolnych ukltadow dynamicznych)

von

A. Wundheiler

Im Jahre 1926 hat Levi-Civita?) die Jacobische Formel fir die geo-
ditische Abweichung in zwei Dimensionen auf beliebige Riem annsche Riume
verallgemeinert. Vranceanu *) und Synge?) haben sie dann auf nichtho-
lonome, immer Riemannsche Rédume, tibertragen. Vranceanu arbeitet mit
Kongruenzen und erhilt ziemlich untibersichtliche Formeln, die sich auf affine
Réume nicht verallgemeinern lassen und fiir den an die Schoutensche Sym-
bolik gewthnten Leser schwer verstindlich sind. Synge hat 1928 die nicht-
holonomen Variationsgleichungen der Geoditischen in einer viel einfacheren,
tensoriellen Grestalt gegeben, die sich ebenfalls auf affine R#ume nicht tber-
tragen 148t. Die dynamischen Anwendungen sind durchaus auf den Fall eines
konseryativen skleronomen Systems, von gegebener Totalenergie beschrinkt,
wobei der klassische Satz von Jacobi, der die Bahnkurven bei solcher Ein-
schrinkung mit den Geoditischen eines Riemannschen Raumes identifiziert,
benutzt wird.

In der vorliegenden Arbeit werden:

19 die Abweichungsgleichungen der geoditischen Linien eines allgemeinen

1 T. Levi-Civita. Sur I'écart géodésique. Math, Ann. 97 (1926).

) G. Vranceanu. Studio geometrico dei sistemi anolonomi. Ann. di Mat. (4) VI
(1928--29). Zusammenfassende Darstellung der Resultate des Verfassers iiber nichtholonome
Ryume.

) J. L. Synge Geodesics in non-holonomic geometry. Math. Ann. 99 (1928).
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affinen nichtholonomen Raumes aus einem neuen Gredanken abgeleitet ). Die Ab-
leitung ist sehr einfach, die gesuchten Gleichungen ergeben sich fast unmittelbar
aus der Vertauschungsformel fiir kovariante Differentiale. Dank der Einfuhrong
eines Krimmungstensors, der bei keinem der genannten Autoren (auch nicht
bei Schouten) vorkommt, erhalten die Abweichungsgleichungen im nichtho-
lonomen Fall genau dieselbe Gestalt, wie im holonomen. Die Methode wird
dann auf skleronome dynamische Systeme angewandt;

2° es wird ein Zusammenhang zwischen den Geoditischen eines geeignet
gewthlten mehrdimensionalen Raumes und den Beweglingen eines beliebigen,
rheonomenx, linear nichtholonomen dynamischen Systems auf einer affinen Grund-
lage hergestellt, die von dem Jacobischen Satze ganz unabhiingig ist. Dadurch
wird das Stabilititsproblem fiir beliebige Systeme auf die geodutischen Varia-
tionsgleichungen zurtickgefithrt.

Die Behandlung des Problems wird im Anschluf an die Schoutensche
Symbolik geftihrt?). In den §§ 1 uud 2 bringen wir knapp das Notwendige
an Definitionen und Sktzen iiber nichtholonome Raume fir den Leser, dem
dieshestigliche Schoutensche Arbeiten unbekannt sind. Die Darstellung ist
jedoch an manchem Ort ziemlich verschieden $).

§ 1. Aligemeines iiber nichtholonome Riume.

" 1. Definition einer eingespannten A7 A4, hezeichne einen n-dimensio-
nalen affinen Raum, in welchem eine symmetrische4) Parallelverschiebung ver-

) A. Wundheiler. Une simple démonstration de la formule de I'écart géodésique,
Rend. dei Lincei, XII (1930) p. 644.

) J. A. Schouten. Der Ricei-Kalkiil. Berlin 1924. — Tlber nichtholonome Ubertra-
gungen in' einer L. Math. Zeit. 30 (1929) (mit ,Schouten® zitiert).

Die letzte Arbeit dieses Autors: J. A, Schouten und E. R. van Kampen, Zur
Einbettungs- und Kriimmungstheorie nichtholonomer Gebilde. Math. Ann. 108 (1980) konnte
fitr unsere Zwecke unberticksichtigt bleiben.

%) Vgl. z. B. Formeln (4), (8.1), (16), die Ableitung von (18).

‘) Diese Einschrinkung ist ganz unwesentiich. Da aber die GHeichung der geoditi-
schen Linie

A
o Tl =

nur vom symmetrigchen Teil der 1’5, also von

PG5+ I

abhiingt,
fliissig.
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mittels ihrer Komponenten 7% gegeben ist, die sonst beliehige Fanktionen des
Ortes sind. Mit A} bezeichnen wir den Einheitsaffinor dieses Raumes, es ist also:

|l G=10
0 (i< k).

In jedem Punkte dieser 4, sei nun eine m-Richtung beliebig definiert.
Das geschieht bekanntlich durch Angabe von m linear unabhingigen Vekioren
in diesem Punkte. Jede lineare Kombination dieser Vektoren ist ein Vektor, .
der in diese Richtung fillt. Wir ordnen nur jedem Punkie der 4, noch eine
m’ == (n—m)-Richtung zu, die mit der vorher definierten m-Richtung keine
1-Richtung gemein hat, und nennen sie die pseudoorthogonale Richtung.

Nun 148t sich jeder Vektor in zwei Komponenten zerlegen, deren eine
in die lokale m-Richtung, die andere dagegen in die pseudoorthogonale fallt.
Die erste dieser Komponenten nennen wir die Projekiion dieses Vektors in die
lokale m-Richtung, die andere — die Projelktion in die pseudoorthogonale Rich-
tung. Zur Bildung dieser Projektionen 148t sich nun ein Affinor folgendermafien
definieren :

Ist u* ein Vektor der 4,, so ist

u't = Bfu,‘

seine Projektion in die lokale m-Richtung. Die Komponenten des Affinors Bf
lassen sich leicht berechnen, sobald die m Vektoren, welche die m-Richtung,
und die m’ Vektoren, welche die pseudoorthogonale Richtung einspaunnen, ge-
geben sind ).

Die Gesamtheit der lokalen m-Richtungen nennen wir eine Ay. Ist noch in
jedem Punkte eine pseudoorthogonale Richtung gegeben, so sprechen wir von
einer eingespannten A7 und nennen Bf ilren Einheitsaffinor. Ist dieser Rin-
heitsaffinor B} bekannt, so sind damit in jedem Punkte sowohl die lokale
m-Richtung, als auch die Einspannungs-m’-Richtung gegeben.

Sind gewisse Integrabilitstshedingungen®) erfullt, so lassen sich die
m-Elemente zu einer (n —m) parametrigen Schar von in 4, eingebetteten 4,
zusammenfassen. Tritt das nicht ein, liegt also der allgemeine Fall vor, so
nennen wir die Gesamtheit der m-Elemente einen nichtholonomen, in 4, ein-
gebetteten, m-dimensionalen Roaum A7,

Fsllt ein Vektor in die lokale m-Richtung, so sagen wir, dafl er zur 47
gehort, Bine Kurve, deren Tangentenvektor in jedem Punkte zur A7 gehort,
nennen wir eine Kurve der 4.

Die Gesamtheit der pseudoorthogonalen m/-Richtungen definiert ihrerseits
eine A™, zu der wir die urspriingliche lokale m-Richtung als Einspannungs-

1y Schouten, p. 156, (31). Y Schouten, p. 167, (85).
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richtung betrachten konnen, d. h. die 47 kann ihrerseits durch die A2 ein-
gespannt werden. Diese Einspannung bestimmt den Einheitsaffinor der .42/,
den wir mit C# bezeichnen werden. Bezeichnet #* einen Vektor der Ar, o*
einen Vektor der 4™, so gilt offenbar:

Biul=u*  Ciu'=0,
: B! =0, Chol =,
Also ist:
Af = B} - O,

2. Projektion in bezug auf einen gegebenen Index. Ganz ebenso, wie die
kontravarianten, kénnen auch die kovarianten Vektoren vermittels des Aff-
nors Bf in die A7 projiziert werden:

By, = u;.
Entsprechende Formeln gelten fitr die Projektionen in die A™:
Ot = u'*  Clu, =

Aber auch hshere Affinoren k¥nnen in die 47 projiziert werden, und zwar

in bezug auf beliebige Indizes. Z. B. ist
T = B} T¥

die Projektion des Affinors 7% in die 47 in bezug auf den Index k. Ehenso
ist z B.
Tllf —_—

! T
seine Projektion in die 47 mit dem Index i. Wir konnen such den Affinor
T} in bezug auf die Indizes h,i in die A7, in bezug anf den Index j in die
AR projizieren:
: T4} = B} BY Cf T,
Ist eine solche Projektion gleich dem Affinor selbst, also z B.:
BT} = T,

so sagen wir, dass dieser Affinor mit diesem Index in der 47 liegt, oder ein-
fa.ch, dass dieser Index in der AZ liegt. Die Projektion dieses Affinors in den
Einspannungsraum in bezug auf diesen Index ist dann offeubar Null, also:

CiTt = 0.

Inshesondere liegen die Einheitsaffinoren mit den heiden Indizes in den
Réumen, zu denen sie gehoren, also:
B} B} = BY,

CiCt=0l, O!Bi=CiB}=0.
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Wir verwenden (nach Schouten)?) die Buchstaben g,...,9, ausschlies-
slich fiir Indizes, die in der A7 liegen, die Buchstaben p,....w fiir solche, die
in der A7 liegen. Die Indizes A,...,7 ktunen ohne jede Einschrankung be-
nutzt werden. )

3. Die in der A7 induzierte Parallelverschiebung. Das kovariante
Differential eines beliebigen Vektors der A7

¢)) Sut = dut + T'hu'de’
kann in seine zwei Projektionen, in jeden unserer Riume, zerlegt werden:

ot = 0wt + 0",

wo
@) 0wt = B:év’
und
6)) 0wt = Cidu'.

Tiir Affinoren hioherer Stufe setzen wir, z. B.
0Tt = BLBI6TY
usw. Wir berechnen nun die Komponenten der induzierten Ubertragung. u* sei
ein heliebiger Vektor der A7. Wir haben dann:
Out = BEow! = Bi(du* + D}hu'da’)
= d(Biu*) — u'd Bf + B I'w'de’
— dut 4 (BiTh — 9, BY)u'da. (a, = 5%)

Setzen wir nun:

) "§ = BiI — 8;B1,%)

8o kommt:

%) 0wt = dut - I de’.
Setzen wir: _

(6) "= B I + 9,Bt,

so finden wir analog:

Q) 8wy = du, — Phwda’.

1) Schouten-Kampen, p. 760

%) Die Behandlung der I} der induzierten Ubertragung ist bei Schouten von der
unseren vergchieden, da er nichtholonome Koordinaten in der An benutzt. Wir haben auf
die Umschreibung der Formeln fiir nichtholonome Koordinaten verzichtet, um unwesentlichen
Komplikationen bei der Ableitung der Vertauschungsformel (27) aus dem Wege zu gehen.
Der mit den Schoutenschen Arbeiten vertraute Leser findet leicht die Abinderung, die an
dem Affinor (16) vorzunehmen ist, wenn man in'der A, nichtholonome Koordinaten hat.
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§ 2. Kriimmungsaffinoren und die Vertausehungsformel fiir die 47
1. Einige Fundamentalformeln. Es gilt zuerst:

ko 0A} = 6B + 60% = 0,
0Bt = — d0C%
Es gilt weiter:
(®) OB} = — ¢'Ct = 0.
In der Tat:
(8.1) 0'Bf == B, B/6Bf = — BLBI'OCH — Bt C% 6B = 0.

0 B} gibt ,;gewissermassen die Richtungsiinde im U
. gs rung der 47 beim Ubergan
zu einem benachbartgn Punkte. Die ,innere“ Richtungsiinderung der A"E‘{ isgt
also nach (8) Null, die A7 ist also in bezug auf sich selbst autoparallel."

2. Die erzwungene Kriimmung. Wir setzen, wie immer:

0B} =y, Bt

. Wird nun dieser Affinor mit den beiden Indizes % und ¢ in die A
Jiziert, so erh.alt man nach (8) Null. Projiziert man ihn dagegen nur n‘;lit
nem der Indizes, so erhilt man die beiden Affinoren:
9 Hy'!'= B BY'y, B, L'}, = BI'B, v BE,

ﬁe wir als Mass fi%r die l_'elative Richtungstinderung der 47 benutzen kisnnen
A:n n}:r(]lse, dlass diese beiden Affinoren mit den beiden ersten Indizes in der
n; Wit dem letzten aber, wegen (8), in der 4™ li ¢ i
b o T , wegen (8), + liegen, Man darf also schrei-
Parallel fihren wir die sich auof 4" beziehenden Grofien ein:
B¢t = Cf Cly, 0, L%, = C} .y, CF.

Alle diese Affi ; .
genen Kmmmung noren nennen wir nach Schouten die Afffinoren der erewun-

pro-
ei-

(10)

N 3. ?o]onomitﬁtsbedingung. Fur Vektoren der 47 gilt die folgende Glei-
ung, die z. B. fir H';;* den Namen der Krimmungsaffinors rechtfertigt:
(11) Out = &'ut |- Hkot '
= 7i* ! da’,
In der Tat ist i ’

O =8(Btw)=Biow - 6 Bt w' = B'ub 41, Bl B BY d!
Ahnlich gilt: / )

12 Ouy= 0w, + L'} uda’.

Die Gleichung (11) erlaubt uns zu sagen, wann die A7 holonom ist. Nach

Defmmon 18t das der Fall wenn sich d ~L] a
gl
9 C. 18 R ehtuugselemente zZu dlnleﬂ
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gionalen Réumen zusammenfassen laBen, derer es dann eine m'-parametrige
Schar geben wird. Dazu ist es notwendig und hinreichend, daB jede Kurve,
die in der A7 liegt, also deren Richtung immer in der lokalen m-Richtung
enthalten ist, ganz in eine A, fallt. Verschieben wir also einen Vektor der
A= porallel, lings eines in A7 liegenden Weges, so muf er immer derselben
A,, angehéren, Insbesondere muf im holonomen Falle ein in der A konstruier-
tes infitesimales Parallelogramm ganz in eine A, fallen, also mufl es geschlos-
sen sein.

Wir setzen nun MM’ = do*, MN’=da*, M'N" || MN', N'N"" || MM’ in
bezug auf die 47, N” und N’ mitfen nun gusammenfallen im Falle der
Holonomitit, es muf also 302" — §62* = 0 sein. Wir haben einerseits:

Foart=0, &dxt=0,
und anderseits, nach (11):
§8x* == 862" H';;*8x’ 6w/,

St == 8'6a" + Hi*6af 6.

Daraus folgt: o _
(65 — B0)a* = (Hy* — Hj*) 3o 6.

Soll das fir beliebige da* und da* gelten, so mub:
Hyik =

soin. Das ist die gesuchte Holonomitiitshedingung. Sie ist auch hinreichend?).

.k
17

4. Vertauschungsformel fiir die 4. Die wohlbekaunnte Vertauschungs-
formel: _ _ _
(36 — 80)ut == Rji*da’ dw'o/

tbertragen wir auf die A7. In bemg auf die gewihlten Bezeichnungen setzen
wir fest, daB der erste Index des Krimmungsaffinors sich auf die erste Dif-
forentiation' bezieht, der zweite Index auf die zweite Differentiation, der dritte

wird mit dem Vektorindex verkntipft.
6 und § bezeichnen, wie immer, zwei in der 4, (nicht A71) vertausch-

bare Verschiebungen. Wir erinnern, daB diese Voraussetzung mit ddo* = dda*
gleichbedeutend ist. In der gewohnten Weise herechnen wir:
Four — d(0'w) + "5 6'u? da*
= d(du + Iyuedad) + I'g(du’ + Tuda’) da'
= ddw + o, I"surda dwt -+ I 9,u° da’ dx
+ Dy Tde! + D50 do? Taf 4 I I e At 0t

3 Sehouten, p. 161, (61).
1356


GUEST


8 A. Wundheiler

Die zweimal unterstrichenen Glieder sind in d und ¢ symmetrisch. Dasselbe gilt
von der Summe der einmal unterstrichenen Glieder, Bilden wir also die Dif-
ferenz (0'0' — 0’0’) u’, so heben sich die genannten Glieder fort und es kommt:

(14) (00" — 0'F)ur = R3¢ do’ A u®,
wenn wir:

Bt =o' — I + DY T — IV 4 I
setzen.

Dieser Affinor, wie es ans der Bezeichnungsweise der Indizes erhellt, liegt
mit den beiden ersten in der 4,, mit den beiden letzten Indizes dagegen in der
4. Er hat, sozusagee, eine vermittelnde Stellung zwischen der 4, und der Ar,
und diesem Umstande verdanken wir die Einfachheit der erhaltenen Ver-
tauschungsformel. Wir bemerken, 'daB er weder in der genannten Arbeiten
von Vranceanu, noch bei Schouten vorkommt. Der letate Autor ver-
zichtet tberhaupt auf eine Vertauschungsformel fir die 4%, Wir tberzeugen
uns, dafl sie fir das Problem der geoditischen Abweichung groBe Vorteile
bietet.

§ 3. Abweichungsgleichungen in einer Ar.

1. Zwel beliebige Kurven in 42 C und ¢ seien zwei Kurven der 47
d. h. ibre Richtungen fallen in jedem Punkte in die lokale m-Richtung. Wir
beziehen sie eindeutig Punkt fur Punkt aufeinander und setzen nun voraus,
daB die Kurven benachbart sind,-d. h., daB einander entsprechende Punkte
uneudlich nahe sind. Ist M ein beliebiger Punkt der Kurve C, s0 bezeichnen
wir den entsprechenden Punkt auf ¢’ mit M’ und setzen :

MM = 3~

Mit ¢ bezeichnen wir allgemein das der Verschiebung ' §2* entsprechende ko-
variante Differential; wir werden es die nkovariante Variation® vennen,

Ist die 47 holonom, so fillt C, wie auch ¢y in eine 4,. dx* wird aber
im allgemeinen nicht mehr in der 47 liegen?), da doch die 4,, von € und ¢
verschieden sein werden. Liegt aber d2* fir ejn spezielles M in A7, so wird
er schon lings der ganzen ¢ in 47 liegen, denn dann fallen ¢ und €' in die-
selbe 4. In dem nichtholonomen Falle ist das nicht wahr. In der Tat, aus der
Bedingung des In-Arliegens:

Ci o' = (

") Schouten, p- 162, Zeile 18 von unten.
*) Die Entdeckung dieser fast banalen Tatsache hat ihre Geschichte. Vgl Vranceanu.
Sur I'écart géodésique dans les espaces non-holonomes. Ann. Scient. Uniy. Jaggy, XV (1928)

p- 7 und p. 809. E. Cartan. Sur Péeart géodésique et quelques notions connexes. Rend.
dei Lincel. V (1927) p. 609,
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folgt sofort (¢ bedeutet das kovariante Differential, das einer mit dz* ver-
tauschbaren Verschisbung léngs C entspricht):

(16) C:60a | 3C oo = 0.

Wir setzen dz* = £ und zerlegen & in zwei Komponenten: £* in A7
und &% in A
= BlE, = O

Beachten wir, daf 6 und & vertauschbar sind und benutzen wir (16),

5o kommt: !

(A1) SR = ()= CF 6T 4 6O E— — 30 0 6 OF
= — 7,04 & 62 -+, Ot £ 60

Wir ktonen aber y;C} durch die Krilmmungsaffinoren darstellen :

(18) Vi Cf = (Bﬁ, + 0',:,) (B'J" + 05,) v C{i"

= — (Hj* 4+ Lt + H" A L0%)-
d '
Setzen wir also noch u‘::—d%, wo u* den Tangentenvektor von C bedeutet,
80 kommt:

(19) oe”

5 = [y — it & — (Lt + L8) §7]w.
Wir haben (18) in (17) eingetragen, dann £*=£* - §’f" gese.tzt und end-
lich die Klammern ausmultipliziert, wobei die Lage der Indlze? bei den Krtim-
mungsaffinoren beachtet wurde. Es verschwinden Produkte, wie:

) i 2 J
(20) Hy* ", H'";* o, ik E LR 0w osow,
wo ein Index aus A” mit einem aus 43 verlfettet wllll;d. ) ]
Nun fragen wir nach der Bedingung, damit aus £ =0 fur ein gewisses

s==g, das Verschwinden von §’* fir jedes s folge. Da.zu ist offenbar notwen-
dig und hinreichend, daB in den Gleichungen (19) &* nicht vorktme, d. h. aber

Bt — Byt =0,
also die Holonomitstsbedingung (13). Tst also die 47 nicht holonom, so kamn

aug &% =0 nur ausnahmsweise §*==0 folgen. s ,
52019) stellt nur n-—m wnabhingige Gleichungen fir die ’A{;wewhung' £* dar,
die fur beliebiges Paax C und C’ gelten. Wir geben‘ noch’ einige Abweichungs-
gleichungen, die in manchen Untersuchungen ntitzlich sein ktnnen.

(16) ktnnen wir in der Gestalt

%&: e 50{‘ %w—si = V,O’fu’gm’
8
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umschreiben, Also nach (18):

6II§k
ds (

(@1 — L) § | Y.

Weiter haben wir:
0" 0" §* = O} 0(B} &) = Cly, Bi6E b,
00" * = BLO(CtOE) = B}y, CloE o',

Algo:

(22) 00 EF = H';*¢' & !
und

(28) 00" E* = — L';*, 8" £ 6’

2. Geoditische Linien der 47, Eine Kurve der A7, die ihre Richtung
in bezug auf die 47 nicht éndert, also in bezug auf die 4" autoparallel ist,
nennen wir eine geoddtische Linie der AZ. ¢ bezeichne einen Parameter auf

einer Kurve C, dann ist u*

dzt .
== ihr Tangentenvektor. Andert sich seine

Richtung nicht, so muf
: o't

o = e

sein. Bei geeigneter Wahl eines Parameters s = f(t) geht diese Gleichung in

su
% _ o

(24) s

tiber. Wie ist eine Geoditische der 47 in bezug auf die Ubertragung in der
4, zu beschreiben? Aus (11) erhalten wir sofort:

out
ds

d’ u®

+ Hji* o,
also:
du

e Hji*ul o,

Eine Geodatische der A ist also eine Kurve, deren Kriimmung, bei ge-

') Das sind im wesentlichen die  GHleh.
von Vryanceanu (Studio geometrico usw.).
138
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eigneter Wahl des Parameters s, in der A™ liegt. Diesen Parameter nennen
wir den ,affinen“ Parameter.

3. Geoditische Abweichung. € und ¢ seien nun zwei unendlich be-
nachbarte geoditische Linien der 4% Dabei sollen sich auch ihre Richtungen
unendlich wenig unterscheiden, wenn” wir sie in geeigneter Weise eineindeutig
aufeinander beziehen. Entspricht dabei dem Punkte M von C der Punkt M’
von (' so nennen wir den Vektor MM’, den wir, wie im § 8 Ziff. 1, mif
§t = E* hezeichnen, die geoddtische Abweichung. Das kovariante Differential,
des der Verschiebung 0x* entspricht, nennen wir, wie schon gesagt, die ko-
variante Variation.

Neben dieser kovarianten Variation fihren wir noeh das Differential ldngs
C bzw. €’ ein, das der Verschiebung dz* entspricht, Die Verschiebungen g
und § sollen vertauschbar sein, d. b.: fuhrt § lings C von M zu N, so fithre
6 langs €’ von M’ zu N'. Dntspmcht M auf C der Parameterwert s, M’ auf
¢’ der Parameterwert ', so haben wir also:

ds' = ds+6ds = (1 + wds,
wo wir
dds
(28) b=
gesetzt haben. p ist unendlich kiein.
~ Wir haben zuerst:
= L0t  dsdda*—datdds _ OF* .
6%":6%—:_——.——————6132 7.5:_ wut,

da doch 50t ==00x* = 0&* ist. Wir projizieren in die A7
I Ek

(26) yu"—-———uu
wegen Bf u' == u".
4. Die Formel von Levi-Civita. In der Vertauschungsformel (14)
(8F — T = R 2/ 6’
setzen wir ftir ° den Tangentenvektor %i—t unserer Geoditischen ein, wobei
(24) zu berticksichtigen ist. Man erhillt, wegen (26):
(—-I—g—c — yu) = Ry u & 0
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oder:
d'sgc d”’ c /. 2
@7 TG = Bjictus |,

Das ist die Formel von Levi-Civita fur die nichtholonomen Réume.

Fur den Spezialfall des Riemannschen Raumes, also wenn die A7 eine
V, ist, kdnnen wir die von Levi-Civita fur » gegebene Formel mit Hilfe
der kovarianten Variation sofort erhalten®). Dann ist bekanntlich der affine

Parameter s die Bogenlinge, also:

(s_dsz = 6_(,7114 dx’dm"),
oder

ds 0 ds == gu 0 8 O,
oder, nach Division durch ds?:

_d
T ds

J&*
2 = gyt -,
( 8) Jirn W ds

5. Dynamische Abweichungsgleichungen fiir skleronome Systeme.
Wie bekannt?), lassen sich die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen eines
skleronomen Systems von der lebendigen Kraft 27 =gu##, an dem die
verallgemeinerten Krifte ¢, angreifen, also die Gleichungen:

427 9T _
dt ox* - dx’ - Qi?
in der Gestalt:
: oot d O0x* . ,
T = ma = =70

schreiben, wo 6 das kovariante Differential in dem Riemannschen Raume mit
der Fundamentalform ds* = Jue A’ do* bedeutet. 2* sind dabei die unabhiingigen
Parameter des Systems,

Kommen noch welche sklero- und nichtholonome Bindungan hinzu, so
kiénnen wir sie durch eine Zwangskraft ersetzen. Die Bindungen definieren
ein m-Richtungsfeld, in welches der Geschwindigkeitsvektor fallen muf, Wir

*) Vgl in bezug auf die Einfachheit Formeln
von Vranceanu. Bei dem letateren sind noch die
den Symbole zu beriicksichtigen,

" Levi-Civita, p. 314, (35').

) 8 z. B. E. Cartan. Legons sur la géometrie des espaces de Riemann., Paxis
1938 p, 42.
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pezeichnen den Einheitsaffinor der derart definierten und orthogonalA einge-
spanten V% mit B} Die genannte Zwangskraft, die. doch a?f d‘en vxrtuell«?n
Verschiebungen senkrecht stehen muf, weil sie kt.ame Arbe_lt le‘lstet,' mliﬁ in
die orthogonale Einspannungsrichtung fallen, Bezeichnen wir sie mit B¥, so
ist also Bf B'==0. Die Bewegungsgleichungen

oo
= Rt
= ¢+
projizieren wir nun in die V7 und erhalten:
vt
(29) o=,

Nun beziehen wir eineindeutig zwei benachbarte Bahokurven des System‘s
aufeinander, wobei wir die Bezeichnungen von Ziff. 8 beibehalten, nur schrei-
ben wir ¢ statt 5. Wenden wir wieder die Vertauschungsformel an, diesmal auf

ot
den Vektor v* = —6——-, 50 kommt

dt
(OE

da nach den Bewegungsgleichungen (20) d'v*= @"*dt ist. Fuh?e{.\ 'wir dTe
Differentiationen aus, ersetzen wir wieder d* durch Q*di und dividieren wir

durch df, so kommt:

) — 0 (Q" dt) = R'ji° & o',

yrge d‘"’v‘ = Ry v+ 200 + 7o

80 U

Sind die Kurven O und ¢’ ,isochron* aufeinander bezogen, also ddt =0,
=0, so erhillt (30) die einfache Gestalt:

(30.1) '6—;;,&: = Ry §o v 40 Q"

Bemerkung. Sowohl (27), als (30) stellen nur m unabhii.ngifgt;lGlei%l}miﬁi:g
; i i i in die A% fallen. Die
doch die beiden Seiten dieser Gleichungen in " . : !
2"'—- wonc (leichungen sind durch die fur jede Kurve der 47 gultlgen G'}tl):lchun
gen (21) geliefert, unter denen es gholich- nur # — m unabhiingige gibt.

azioni del moté i un sistema
1) Schouten, p. 171, (116). Vranceanu. Sopra le equ

anolonomo. Rend. dei Lincei, IV (1926) p. 508. w
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L . g2k
Wie sind aber die T

ot gk = ¢§’2 gk + 88 é—k + S5 61/§/¢ + (3”2§".

selbst zu berechnen? Zuerst haben wir:

Die drei ersten Summanden rechts erhalten wir bzw. aus (27), (22) und (23).

Was den vierten anhetrifft, so kommt nach der ¢”-Differentiation von (21):
§regh
ds?

denn die anderen, aus der Differentiation entspringenden Summanden ver-

(31)

= CLy,(H' ;" — L";%) - Eul o,

schwinden wegen (20). Addition von (27), (22), (23) und (31) ergibt die Forme]:

625;! '] LAY 3 ‘. k 651 j Mok & 0 N £ i
gor b =B — L) 2ol A (Bt Chpy (HY" — L ) .

ds

§ 4. Bewegungen als geodiitische Linien.
Abweichungsgleichungen fiir beliebige dynamische Systeme.

1. Unter einer Bewegung eines dynamischen Systems von » Freiheitsgra-
den, dessen Lage durch die Parameter z* bestimmt ist, verstehen wir eine
Kurve des (% -}- 1)-dimensionalen Raumes (#*,#), welche durch die Gleichun-
gen z*==ua*(f) definiert ist, die den Differentialgleichungen der Bewegung
gentigen. Diese Kurve bestimmt also nicht nur die Bahn, sondern auch ihre
Durchlaufungsart,

Das Problem der Zurtickfuhrung der Untersuchung eines dynamischen
Systems auf die Untersuchung der Geodstischen eines geeignet gewihlten
mehrdimensionalen Raumes wurde schon mehrfach in Angriff genommen. Wir
erinnern zuerst an das klassische Theorem von J acobi, nach dem die Bahn-
kurven eines skleronomen, konservativen Syst von bestimmier G tenergie
durch die Geoditischen des Riemannschen Raumes mit

st = 2 (h — V) Tdee

gegeben sind, wo % die Gesamtenergie, ¥ das Potential bedeutet. Dieser Raum
ist offenbar durch das System selbst noch nicht bestimmt 1). Soll der entspre-
chende Raum dem System eindeutig zugecrdunet sein, so mub er n 4 1 Dimen-
sionen haben: die Gesamtheit der Bewegungen ist nimlich (im allgemeinen)
2n-dimensional, wogegen die der Geoditischen eines n~dimensionalen Raumes
nur (27— 2)-dimensional ist. Finen solchén Riemannschen Raum hat Eisen-
hart ?) angegeben, aber nur fiir konservative, sklero- und holonome Systeme,

) Vgl. z, B. P. Appell Traité de mécanique rationnells, t. II. Paris, 1928 p. 453,

?) L. P. Eisenhart. Dynamieal Trajectories and Geodegi d
1028y o M nd Geodesics. Ann. of Math., vol. 30
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Dabei ist leider die (n -~ 1)-ste Koordinate nicht die Zeit, sondern ein fiir
das System nicht holonomer Parameter (der also durch die Lage des Systems
nicht bestimmt ist), ndmlich eine lineare Kombination aus der Jacobischen
Wirkung und der Zeit. Fiir rheonome (aber immer holonome und konserva-
tive Systeme) gibt er?) einen Riemannschen Raum von % -+ 2 Dimensionen an,
der das Gewtinschte leistet.

In diesem Paragraphen verzichten wir zwar auf die Konstruktion eines
das Problem lisenden Riemannschen Raumes, indem wir uns mit einem affinen
begntigen ). Dafir aber wird das Problem fir belichige, aber nur linear nicht-
bolonome Systeme geldst, die aber sonst rheonom und beliebigen Kriften un-
terworfen sein kinnen.

2. Holonome Systeme. Wir betrachten ein beliebiges holonomes Systems
von n Freiheitsgraden, auf die Parameter z* bezogen, das durch seine kine-
tische Energie

T = §gep it

und die einwirkenden verallgemeinerten Krifte gegeben ist. Weiter setzen wir
in diesem Paragraphen fest, dal griechische Indizes die Werte 0,1,2,...,7,
die lateinischen nur die Werte 1,2,...,n durchlaufen.

Unter 2° verstehen wir die Zeit 7; 40 steht also fiur 1, die Form fur 7
ist im allgemeinen nicht homogen. Wir explizitieren zuerst die Lagrangeschen
Gleichungen, unter der Voraussetzung, dab die g,, auch von z°=1 abhingen.
Wir haben:

. or . g OT .
%Tf=ymw“, g—ta—zg=ylfw’+ Opfia 83, =3 ==§ D fug - 32",
also
o=t 2T ST 5 i aflitats [ a ) =4(ags, + 350y — 8y 0u

Nennen wir g* die die zu g, (nicht etwa gog!!) reziproke n-dimensionale
Matrix, so kénnen wir diese Gleichungen in der Form

(82) # T, afe 0 = @ (=" Q)

umschreiben.

f) L. P. Eigenhart. 1. ¢, p. 598, i )

%) Vgl such J. L. Bynge. On the Geometry of Dynamies. Phil. Trans. Roy. Soe.
London, vol. 226, p. 36, Zeile 17 v. o. i - )

DaB oin solcher Riemannscher Raum fiir beliebige Systeme nicht existieren km:x.u 1.51;
angenscheinlich. Wir hoffen aber an einer anderen Stelle zu beweisen, dab er auch fiir ein
konservatives, skleronomes System im allgemeinen nicht existiert.
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Wir definieven jetzt eine affine (1 - 1)-dimensionale Ubertragung folgen-
dermafen:
(33) Ti=g"1j,ifl, Tf=g"[j00]
Es ist leicht zu verifizieren, daB die zu dieser Ubertragung gehérenden
Geodutischen die Bewegungen unseres Systems sind. In der Tat, aus den
Gleichungen

I, =0

d2azh . 02 daf
o Tl g g =0
folgt fir A =0:

d2a0 o da* dxf  d
@4 Tl = =0

also s == ki -} 5. 'Wir wihlen nun gerade s=1£ Das erlaubt die tbrigen
Gleichungen in der Form:

dz* p 02 dxf
@ Tl =0

zu sehreiben. Wir explizitieren weiter, indem wir die Werte (33) fur I, ein-
fihren, und erhalten dann die Gleichungen (32).

Die geodiitischen Linien der Ubertragung (83) konnen mit den Bewegun-
gen eines beliebigen holonomen Systems tibereinstimmen.

Andern wir die auf das System einwirkenden Krifte, so muf auch die
Ubertragung gesindert werden, wenn die Bewegungen, nach wie vor, geodi-
tische Linien bleiben sollen. Kommen nimlich zu den @* noch die Krifte
E* hinzu, so miissen nach (33) die I'4 wm R* vermindert werden. Die Bewe-
gungsgleichungen lauten dann:

dra* da” daf dzo\?

o T TG G B =0
wenn wir noch B®==0 setzen. In dem Raume mit der Ubertragung (88) lau-
ten also die Bewegungsgleichungen eines holonomen Systems:

L e
(35) =g (Es“)’

wenn E* die bei der Bildung der I'% unberﬁcksichtigten, auf das System auber
Q* einwirkenden Krifte bedeuten.

3. Nichtholonome Syg@eme. Unter A, verstehen wir den eben definier-
ten affinen Raum mit der Ubertragung (33) und setzen nun voraus, daB un-
seres System gewissen nichtholonomen Bedingungen

(36) €, 02° = 0
r
144
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unterworfen ist, wobei die ¢, von der Zeit abhingig sind. Diese Gleichungen

r
bestimmen offenbar eine A™11. Wie soll man sie einspannen und wie ist dann
der Einheitsaffinor zu finden?
Als Einspannungsrichtung wihlen wir diese, in welche die die Bindungen
(86) ersetzende Zwangskraft fullt. Bezeichnen wir sie mit By, 80 mu aus

&0z = 0
P

(bei den virtuellen Verriickungen ist §2° == 6¢=01) R, 62’ =0 folgen. Es
ist also:
R, = Re,.
P
Daraus folgt:
B* = g R, = Rg'e,.
» »

Setzen wir noch R°==10, so kinnen wir schreiben:
(87 BE = Re#,
PP
wo die Vektoren e# durch die Gleichungen
r

(38) & =gt =0,

» P B
erklsrt sind. Die Zwangskraft fillt nach der Gfleichung (37) in den durch die
Velktoren e* aufgespannten Raum, und diesen wihlen wir als die pseudoor-

thogonale ’iﬂinspaunungsrichtuug. Wir iberlassen dem Leser den Beweis, daf
der Finheitsaffinor der derart eingespannten A7fI durch die Formeln:

(89) B4=dA4 —Ct; Cr=PH"¢, e, W9 by, = 07; h,,,=eﬂeﬂ
. g : LA
pgr=1,.,0n—m)
gegeben. ist.

Die Bewegungsgleichungen des gebundenen Systems lauten nun offenbar

nach (35): s
2aph . (AE\?
o= (@) -

Projizieren wir nun in die A%, so kommt, da doch B in die Einspan-
nungsrichtung fallt:
J' 2
(40) et o,
Das System beschreibt also eine geoditische Linie der 4™, w. z b. w.
Das sind pur m -~ 1 unabhéingige Gleichungen, die den Parameter s mit-
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bestimmen. Auferdem haben wir # — m Bedingungsgleichungen erster Ordnung:

oz
f" ds — )
Die Gleichungen (40) und (41) bilden die allgemeinsten Bewegungsgleichungen
der linear nichtholonomen Systeme, Die Abweichungsgleichungen
schreiben wir jetzt naeh § 3, Ziff. 1, 3 hin.

(41

4, Zusammenfassung. Wir sind zum folgenden Ergebnis gelangt:
Ist ein beliebiges, linear nichtholonomes dynamisches System duveh seine
kinetische Energie
T = §gop 3" af,

20 =1 (e,f=0,1,...,m)

durch die einwirkenden verallgemeinerten Krifte @; und durch die nichtholo-
nomen Bedingungen

6,02 =0 (p=1,...,m—m)

r .
gegeben, so erhalten wir seine Abweichungsgleichungen in der Gestalt (wenn
wir die Variation isochronisch wihlen):

/2
6czr§y =Rk 800t (v*=2a%)
(42) &g
5 = "t — L) &0 (s. (27), (21))

(Wir haben s = ¢ angenommen, was nach (34) offenbar erlaubt ist). Hier ist:
Boyt=8, Ty —3, I+ I e — I3 T, (s (15))
Iyf=By I, —9, 8 (s (4))

I'p sind durch (33), B4 durch (39) definiert. Die ersten hingen nur von
Jap und @, die zweiten von den g,; und den nichtholonomen Bedingungen ab.

Streszezenie.

Réwnania na zboczenie dla dowolnych ukladéw dynamicznych.

W roku 1926 podal Levi-Civita uogdlnienie wzoru Jacobie'go na
zhoczenie geodezyjue, tj. na skladowe vektora M M, gdzie M i M’ sg odpo-
wiadajacemi sobie punktami na geodezyjuej danej i sasiedniej. Uogélnienie to
dotyezylo dowolnych przestrzeni riemaunowskich. W pracy niniejszej stosu-
jemy pewien pomysl, ktéry pozwala latwo wyprowadzié zaréwno réwnania Le vi-
146
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Civity, jak jch uogblnienie na przestrzenie nieholonomiezne, afinalne. Otrzy-
mujemy przytem w tym ogélniejszym przypadku wzér (27) tej samej postaci,
co dla przestrzeni holonomicznyeh, a zatem prostszy niz analogiczne wzory,
uzyskane przez Vranceanu i Synge'a.

GIswnym celem pracy sg zastosowania do réwnah dynamiki. Podajemy dwa
wzory (30) i (42) na zboezenie dynamiczne, tj. na skladowe wektora M I, Iacza-
cego dwa odpowiadajaee sobie punkty na dwéch sgsiednich torach dynamiez-
nych. Jeden jest oparty na interpretacji ukladu dynamieznego, jako punktu
przestrzeni n-wymiarowej, i stosuje si¢ wylacznie do ukladéw skleronomieznych,
pozatem zresztg dowolnych. Drugi natomiast stosuje sig do ukladéw jakichkol-
wiek (z tem tylko zastrzezeniem, ze wigzy nieholonomiezne sa linjowe) i oparty
jest na interpretacji (n - 1)-wymiarowej ukiadu w przestrzeni, gdzie spélrzed-
nemi sg parametry ukladn i ezas. Okazujemy, ze do kazdego ukladu mozna
dobraé taks przestrzen (afinalng, nie metryceng), kiérej geodezyjne beds dawaly
prawa ruchu tego ukladu. To odwzorowanie (# - 1)-wymiarowe, w przeciwief-
stwie do tych, ktére byly stosowane dotychczas, jest oparte na afinalnej zasa-
dzie, i dlatego moze objaé réwniez przypadek wigzéw zaleznych od czasu
i ukladu niezachowawezego. Wzory (42) zawieraja najistotniejszy wynik pracy.
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