16 J. Wagiutyfski: Gwiazda zmienna AK Herculis

Galez krzywej jasnosei w gléwnem minimum daje si¢ zupelnie dobrze
przedstawié jako krzywa zaémieniowa typu U. Gdy procentowa strata Swiatla
n 2= 01, woéwezas O —C nie praekraczajg 00012.

Natomiast galaz krzywej w minimum pobocznem nie daje sig przedstawic
jako krzywa ecazysto zaémieniowa. Charakterystyka yx (&, ;,4)= C/D Rus-
sell'a, obliczona z réinych punktéw krzywej, wykazuje staly wzrost ku §rod-
kowi zaémienia, za$ jej érednia wartodé, rozwazona wraz z charakterystyks D,
nie odpowiada Zadnej rzeczywistej krazywej zaémieniowej, dostarczajge urojo-
nych wartosei na faze poczatku zaémienia. Azeby otrzymaé wartodei rzeczy-
wiste, musimy przyja¢ inng wartosé D (Srednia C/D zgadza sig w prayblizeniu
s gléwng galezia krzywej i glebokosciami miniméw), praypuszezajae w ten
sposéb blad + 04010 w fazie, odpowiadajacej n = %.

Zalozenie kulistosei gwiazd nie prowadzi do lepszych wynikéw. Jednakze
widocznem jest, Ze orbita musi byé uwazana za eliptyczng, poniewas zas za-
émienie poboczne trwa okolo 04 okresu, wiee zwykle wzory Russell’s nie
s w tym przypadlu fcisle. Obliczenie dokladnej krzywej teoretycznej wy-
maga znajomosei g == esin w, 4, r;.

Pomijajae keztalt kraywej w minimum poboeznem, mozna bylo znalezd
graniczne wartosei elementéw w hyp. U tylko na podstawie kraywej w mi-
nimum gléwnem i glgbokodei obu miniméw. Wyniki zestawione sg w Tab. IV,
gdzie przyjgto oznaczenia Russella'), odnoszge jo jednak bads do gléwnej
galezi lub gwiazdy pokrywanej w gléwnem minimum (znaczek p), badz do
galgzi pobocznej lub gwiazdy pokrywanej w minimum pobocznem (znaczek s).
Wielkodei g oraz 7y, obliczone na podstawie tyeh danych s zbyt wielkie, tak,
e obserwacje nie daja sig przedstawit przez teorje w sposéb zadowalajacy,
nawet w zalozenin kulistodei gwiazd,

Zauwazmy jednak, e znaczny mimosréd pozostaje w zgodzie z niejedna-
kowym czasem trwania obu zaémier. GHSwne zaémienie trwa okolo 4*2 i kon-
czy sig w fazie 0-205.

Hypoteza D w zalozeniu gwiazd eliptycznych jest niemozliwa, w zalozeniu
gwiazd kulistych prowadzi do zbyt wielkich g.

Z powyiszego wynika, e czysto zaémieniowe wyjadnienie zmiennodci
AK Herculis jest niemoiliwe. Krzywa jasnofei tej gwiazdy wykazuje ponadto
pewne nieregularnodei, ktére zostaly wyréwnane preed rozpoczeeiem obliczenh
metody Russell'a (asymetrja poezatku i kotea gléwnego zaémienia, widoczna
z wykresu). Wreszcie wybitna w tym przypadku nieréwnoéé czaséw trwania
dwéch zaémiefi nie spotyka sig w ciasnych ukladach typu BLyr. Ze wagledu
na te okolicznodei wydaje sig mosliwe, ze AK Herculis jest réwnies fizyeanie
zmienna. Badania spektroskopowe tej gwiazdy bylyby pozadane.

1y Ap. J. 85, 329; 36, 57, 404
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Powierzchnia krzywolinjowa 5-go rzedu
z podwdjng krzywa skosna rzedu 3-go
(Fldche 5. 'Ordnung mit einer doppelten kubischen Raumkurve)

przez

A. Plamitzera

Ogdlng powierzehnie krzywolinjows, 5-go 17edu z podwéjna krzywa skoéng
3-go rzgdu, nie posiadajacs zadnych dalszych punktéw wielokrotuyeh, pierwsi
badali A. Clebseh?) i R. Sturm?). W swej rozprawie doktorskiej podaje
W. Jaeckel %) nastopujaca konstrukeje rautows: powierzebnia ta jest miej-
scem geometrycznem punktéw przecigeia sig homologieznych powierzehni dwéch
pekéw rautowyeh, z ktbrych pierwssy jest peliem kwadryk, drugi zaé
pekiem powierzchni rzgdu 8-go, — przyezem krzywe podstawowe 4-go, wagl,
Y-go rzedu tyeh pgkdw posiadaja wspélng kraywa skofng rzedu 3-go.

Ustandwmy przeksztaleonia kwadratowe pomiedzy plaszezyznami wiszki
(W) oraz plaszezyznami kazdej z dwéeh kolineacyjnyeh wigzek (W) i (W)
Homologiezne plaszezyzny wigzki (W) i wiseki np. (W,) niechaj wyznaczaja
kongruencje [y, rzedu 2-go, a homologiczne plaszeayzny wiszek (W) i (W)
kongruencje Ky, dwusiecznych krzywej skosnej 8-go rzedu S%. W rozprawie
niniejszej wylcazuje, i ogélna powiersehnia ¥P razgdu B-go z podwéjng kraywa

1) A. Clobsch, Ushor die Abbildung algebraischor Fliichen, insbesondere der vierten
u. fiinften Ordnung. Mathom. Aunnalen Bd. 1. 8, 258316, Leipzig 1869.

% Ruadolf Sturm, Uchor die Flichen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) Ge-
raden, vorzugswoise die der vierten w. finften Ordnung. Mathem. Anualen Bd. IV. 8. 249—
283, Leipzig 1871. -~ Dio Lohre von den geomotrischen Verwandtschaften Bd. IV. §.
811—3815, Leipzig n. Berlin 1909,

) Waldemar Jaeckel, Uber Fliichen 5. Orduung mit oiner doppelten kubischen
Raumkurve, 8. 29385, Dissertation von Breslau 1904.
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S8, moze byé utworem trzech wigzek (W), (W) i (W), albo tez utworem
odpowiedniodei [1, 1]-znacznej, zachodzacej pomigday: a) prostemi kongru-
encji K, i plaszezyznami wigzki (W), wzgl ) prostemi kongruencji K,
i plaszezyznami wigeli (W).

Konstruuje 11 prostych, 55 stozkowych i praekroje plaskie powierzchni ¥,
wyznaczam na niej krzywe skosne wyzsaych rzeddw, oraz badam wzajemne
zachowanie sig tych krzywych. Dowodze, iz wierseholkami kolineacyjnych
wigzek (W) i (W,) mogs byé kazde dwa dowolne punkty kraywej St, wierz-
chotek za$ wiazki (W) jest punktem pojedyhezym osobliwym powierzehni
s, o kaszda = trzech plaszezyzn gléwnych wigzki (W) przecina powierzehnig ¥
w stozkowej i ogdlnej krzywej 3-go rvzedu. W ust. 17-ym wykazuje, iz po-
wierzehnia &S posiada 165 takich pojedyhezyeh punktéw osobliwyeh, a kazdy
z nich moze byé uwazany za wierzcholek wigzki (W) W ostatnim ustgpie
vstalam dwa odwzorowania plaskie powierzehni krzywolinjowej s,

1. Pomigdzy dwiema wigzkami $rodkowemi (W) i (), ktérych wiers-
cholkami ($rodkami) W, i W, ss dwa dowolne i réine od siebie punkty,
ustanéwmy ogélng kolineacje

M (W) % (Wa).

Pomigdzy plaszezyznami wigzek (W) i (W,), ktérych drodkami s
dowolne i rézne od siebie punkty Wi W;, ustandwmy ogélne przeksztal-
cenie kwadratowe (kremonjatiskie 2-go stopnia)

®) (W) a2 (W),

w ktérem plaszezyzuy 4, p i » wigzki (W), oraz plassezyzny §&, o 1 §
wigzki (W)) s3 plaszezyznami gléwnemi, a proste z=uv, y=vi
1g=2Ap wigel (W), oraz proste Iy == 8, my =& i n, = & n wiszki
(W) sa prostemi gléwnemi.

Z zaleznodei geometrycznych (1)1 (2) wynika bezpodrednio przeksztal:
cenie kwadratowe

®) (W) =* (W)

pomiedzy plaszezyznami wiazek (W) i (W,), przyczem plaszezyzny &, 7,
1§y, oraz proste ly = 7,8y, my =5, &, 1 ny = &, wiszki (W) — podporzad-
kowane odpow. plasaczyznom &, #, i Ly, wagl prostym 1, m, i, wiski
(W) za posrednictwem kolineacji (1) — s elementami gléwuemi
wigzki (W,).

Dane. wigzki przetnijmy odpow. plaszezyznami o, o, i w, (wezgl. jedng
plaszezyzng ), nie przechodzacemi praez wierzcholki W, W, i W,. Otrzy-
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mamy WCSWGZRE. trzy uk?!ady plaskie (w), (&) 1 (@), pomiedzy ktéremi —
na moey relacyj (1), (2) i (8) — zachodzg a) ogélna kolineacja

(1= (@) % ()
oraz b) ogdlne przeksztalcenia kwadratowe
(29) . (@) 7 (@)
i
(39 (@) #* (@)

pomigday prostemi a==we, o,=w0,0;, o=0,0,; b=wp, b =w/f,
by = yffy;... tych ukladéw. Proste = w1, m=owp, n=0or ukldu (@),
proste @y =, &, §, = &y, 2 = 0§, ukladu () i proste z, = 0y, Yy =
=01 1 2 == w§; nkladu (w,) s prostemi gléwnemi, a punkty X =
=z, Y=oy Z=o0z Li=ol, M=qomn,, Ny=oyny, L, = w,l,,
My =ymy i Ny==0,7, 83 punktami gléwnemi tych preeksztalcer kwa-
dratowych.

2. Pomiedzy plaszcezyznami trzech wigzek (W), (W) i (W,), ktéryeh
Srodkami sg trzy dowolue i részne punkty W, W, i W,, niechaj zachodza
zalesnodei geometryezne

@ (W) = (Wa) (W) a2 (W)

wymienione pod (1), (2) i (3) w ust. l-ym.

Ogél prostych a,, = o, @y, byy ==, 8;,..., przecigeia sie homologicznych
plaszezyzn @, i ey, f, i 8,... kolineacyjuych wiazek (W) i (Wy), tworzy 1)
kongruencje K, rzedu 1-go i klasy 8-ej. Proste tej kongruencji sg ,dwu-
siecznemi krzywej skognej S, ragdu 3-go, ktdra jest miejscem geometryez-
nem punktéw- przecigeia sig homologicznych prostych owych wiazels (W) % (7).
Kazdy punkt krzywej S%, ktéra przechodzi przez wierzeholki W, i W,, jest
punktem osobliwym 2-go stopnia dla kongruencji K.

(W) n2 (W),

Omawiana kongruencja moze byé klasy 2-ej lub 1-ej zaleinie od tego, czy kolineacyjne
wigzki (W) i (W,) posiadajg plaszezyzne zjednoczonsg, wzgl prosts zjednoczong W,W,.

Ogél prostych ay = aea,, by =fp,..., przecigeia sig homologicznych
plaszezyzn a i @y, f i §,,... danych wiazek (W) w3 (W) utworzy?) kon-
gruencje K, rzedu 2-go i klasy 4-ej. Kongruencja ta posiada: a) dwa
punkty osobliwe 3-go stopnia W i W,; b) szeéé punktéw osobliwych 2-go
stopnia D! (1==1,2,...,6), z ktérych dwa lets na prostej A£,, dwa na pro-

1) por. Th. Reye, Die Geometrie der Lage (IV. Aufl.) Bd. IL. §.169, Stuttgart 1907.
1) por. R. 8turm, Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, Leipzig u. Ber-
lin 1809, Bd. IV, Nr. 791 u. 802,

81


GUEST


4 A. Plamitzér

stej suhy, dwa zaé na prostej »{, a kazdy punkt D jest przecigeiem sig dwéch
homologicanyeh prostych wigzek (1) a2 (W)); c) szeé punktéw osobliwych
1-go stopnia Ly = AL, My == pumy, Ny =wm, X, =&, Yi=yny 1 Z,=zf;
d) szesé plaszezyzn osobliwych 1-go. stopnia A, u, v, &, my 1 &y; ) prosty po-
dwdjng WW,.

Podobnie ogél prostych gy = a@,, by == fif;,..., przecigcia si¢ homolo-
gicznych plaszezyzn @ i @y, § 1 f,,... danyeh wigzek (W) = (W) utworzy
kongruencjg Ky, rzedn 2-go i klasy 4-ej. Kongruencja ta posiada dwa
punkty osobliwe 3-go stopnia W i TV, szeéé punktéw osobliwych 2-go sto-
pnia Df, szesé punkiéw osobliwych 1-go stopnia Ly ==1l, M;, Ny, X;, 1,
i Zy==2{,, szefé plaszezyzn osobliwych 1-go stopnia 4, w, , &, 1, 1 §;, oraz
prosts podwdjng WV,

Omawiane kongruencje K, i K,; nazywamy') kongruencjami kremo-
njanskiemi.

W szezegdlnym przypadku kongruencja np. Ky, moze byé klasy 8-ej lub 2-ej, zaleznio

od tego, czy wigzki (W) =* (W,) posiadaja jednsg, wzgl. dwie plaszezyany zjednoczone,
przechodzgce przez prosta WW .
. Skoro wezmiemy pod uwage tréjke homologicznyeh plaszczyzn a, e i o,
danych wigzek (W), (Wy) i (W,), ktére spelniajg relacje (4), to wowezas przez
punkt 4 = ee;a, przechodzs: prosta a,, = ea,, nalezgea do kongruencji K,
prosta @y = e, kongruencji K,, i prosta a,, = o0, kongruencji X,.

Przez wierzcholek 17 wigzki (W) przechodzi?) jedna i tylko jedna prosta
by3 == f,8;, nalezaca do kongruencji X,, rzedu 1-go. Poniewas homologicznym
plaszezyznom B, i §; kolineacyjuych wiazek (W,) i (W,) podporzagdkowana
Jjest w mysl relacji (4) plaszezyzna 8 w wiszce (W), prueto przea W prae-
chodzi jedna i tylko jedna tréjka homologicanych plaszezyzn B, 8, f§, nwaza-
nych wigzek.

Przez wierzcholels W, wiazki (W) przechodzy tylko dwie proste cy ==y,
i dgy == 34, nalezgce do kongruencji 2-go rzedu K,;. Poniewas elementom
y i 0 wiazki (W), wagl. yz 1 d, wiszki (W), podporzadkowane sy plaszezyzny
7 16, w wigzee (W), przeto przez W, przechodzs dwie i tylko dwie tréjki
plaszezyzn y, 9;, v, i 4, &, 6, — Te same uwagi stosujg sig do wierzcholka
W, wigzki (W,). A zatem:

Wieracholki badanych wigzek (W), (Wy) 4 (W) posiadajy te whasnosé, se
preez wieracholel W preechodei jedna & tylko jedna trdjka, o preez kaddy
2 wieracholkéw Wy & Wy preechodes, dwie i tylko duwie trdjki homologicynych
plaszcayzn tych wigeek,

%) por. R. Sturm, Die Lekre von den geometrischen Verwandtachaften, Leipzig u. Ber-
lin 1909 Bd, IV. Nr. 791 u. 802.

) W rozwadanym przypadinu ogélnym punkt W nie ledy na krzywej Siz.
82

Powierzehnia krzywolinjows b-go rzedu 6

Wiadomo nam, ze w punktach C, D,... krzywej skoénej 8-go rzedu 8%
przecinajg sig odpow, homologiczne proste ¢, i ¢, d; i d;, . kolinea¢yjnych
wigzek (W) i (W,). Proste np. ¢; i ¢, uwazajmy za osle rzutowyeh pgkéw
plaszezyzn

e (0, By ) R e (@35 By - )

ktérych elementami sy homologiczne plaszezyzny kolineacyjnyeh wiazek (W)
i (W,). Podporzgdkowane im plaszczyzny e, §,... w wiszee. (W) utworzg —
jak to z relacji (4) na mocy teorji praeksztalcen kwadratowych wynika — sto-
ek 2-go stopnia I'® o wierzcholku W. Poniewaz przez uwazany punkt C= ¢;c,
krzywej 53, przechodzq dwie plaszczyzny styezne € i @ do stozka I'?, a pod-
porza,dkowane im plaszezyzny & .1 @, (wzgl & i @,) nalesy do peku . (6),
wazgl. (c3), przeto: przez punkt C przechodza dwie i tylko dwie tréJkl pla:
BZCZYZR & &, & 1 @, @y, @, Wykazalidmy tedy, ze:

Preez kasdy punkt kraywej skoénej 3-go rzedu S%, — ktéra jest miejscem
geometrycznem punktéw przecigeia sig homologicznych prostych kolineacyjnych
wiszele (W)) i (W,) — preechodeq dwie i tylko dwie trdjki homalongnych pla-
saczyzn badanych wigzek (W), (W) i (W)

8. Bkoro przez m i m’ oznaczymy odpow. rzedy,” & przez u i ' klasy
dwéch danych kongrueneyj, to w mysl tw. Halphena ) posiadajs owe kon-
gruencje (mm’ +nn ) wspélnych prostych W rozwazanym przypadku (ust. 2)
kongruencje K, i Ky, oraz Ky, i Ky, posiadajs po 14 wspélnych prostych
a kongruencje K,, i Ky, maja 20 wspélnych prostych.

Zhadajmy teraz liczbe takich prostych, ktére nalezs réwnoczednie do
trzech kongrueneyj Ky, Ky i Ky W tym celu przez punkty osobliwe 1-go
stopnia (ust. 2) L, =1l; i L, == 1], kongruencyj K, i K,, poprowadzmy pla-
szezyzny: @y =1, Ly i B, =1, L,. Wiadomo nam z teorji przeksztalcen kwa-
dratowyeh, ze plaszezyZnie gléwnej A wiazki (W) podporzadkowane sg (ust. 1)
w wigzkach (,) i (W) odpow. dwa peki plaszezyzn (1) i (%), ktérych osiami
83 proste gléwne 7, i/, tych wigzek. Wnosimy stad, ze plassczyzny o, i §,
przecinajg element 1 w prostej IL,IL,, ktéra jest prosta A, = ay, kongruencji
K,y 1 réwnoczesnie prostg A8, =y, kongruencji K,. Poniewaz jednak pla-
sgezyzny o, =L, L, 1 B, = l2 L, w ogélnodei nie 85 elementami homologicznemi
kolineacyjnych wiszek ( W,) i (Wy), przeto proste a;, = @y @y 1 by, =, 8, kon-
gruencji K, 83 rézne od prostej L, Ly. Innemi stowy: prosta Ly Ly = ao; == bys,-
bgdaca wspélnym elementem kongrueneyj K, i Koy, weale nie nalezy- do;
kongruencji K;,, W podobny sposéb wykazemy, ze proste MM, i Ny N,,
przechodzace przez punkty osobliwe 1-go stopnia M, i M, wagl. Ny i Ny, sa

1) Comptes rendus, I\ 74, str. 41, -
83.


GUEST


[ A. Plamitzer

wapblnemi prostemi kongruencyj Ky, i Koy, ale nie naleis weale do kongru-
encji K. Skonstruowane w powyzszy sposéb proste L, Ly, M; M, i N, N, leis
odpow. na plaszezyznach gléwnyeh A4, p i » wiszki (W)

Przez wierscholek W, ktéry jest (ust. 2) punktem osobliwym 3-go stopnia
dla kaidej =z kongruencyj Ky i Ky, przechodzgee proste tych kongrueneyj
utworzg dwa stozki 8-go rzedu I'® i AS, Stoski te przenikajs sig w 9-ciu
prostych, z ktérych kazda np. cy; =dy, jest elementem cy; = yy, kongruencji
Ky i réwnoezednie elementem dy, = dd, kongruencji XK, Prosta ¢y == dj,
jest réina od prostyeh ¢, =7y,y,, d;= 6,0, 1 nie moze nalezeé do kon-
gruencji K, Przes wierzcholek W wigzki (W) przechodsi zatem dziewigé
takich prostych ey =dys,..., ktére sy wspélnemi elementami kongruencyj
Ky i Ky, ale nie nalezg do kongrueneji Xj,.

Kongruencje Ky i Ky, opréez dotychezas wymienionych prostyeh wapdl-
nych, posiadajay pa moey tw. Halphena jeszeze 20 —(3 4 9) =8 dalszych
wapbloyeh prostych; zadna z pich nie moze lezeé na plaszezyznach gléwnych
A, p 1w, ani praechodzié przez wierzcholek W wigzki (W). Przypuéémy, ze
jedna z tyeh ofmiu prostyeh jest elementem s, == oo, kongruencji K,
iréwnoczesnie prosty fy; = 77, kongruencji K, prayczem plaszezyzny o, i1, nie
83 elementami homologieznemi kolineacyjnych wiszek (Wy) i (W,). Z pray-
jetyeh warunkéw so; == oy, 80, W =0 i f), W=1 wynika, e plaszezyznie o=+
wigzki (W) podporzadkowane sy dwie réine plaszezyzny o, i 7, w wiazce
(W,), oraz dwie réine plaszezyzny oy i 7, w wigzee (W,). Poniewaz docho-
dzimy do sprzeeznofei z podstawowemi zaleznoeiami geometrycznemi, ujgtemi
w relacji (4) ust. 2-go, przeto nasze zalozenie o plaszezyznach o, i 7, jest fal-
szywe. Przyjaé tedy musimy koniecznie, ze oy i 7, 53 homologieznemi
plaszezyznami kolineacyjuych wiszek (W.) i (W,). Innemi slowy plaszezyzna
7y == 0y & temsamem 7= 0, oraz prosta f, =17 = 00, =5y, & poniewas
861 == typ, przeto uwazana prosta sy = sy Wykazaliémy tedy, ze kazda z owych
osmin wepéloyeh prostych sy =g, kongruencyj Ky i K, jest krawedzis
Sy == 00, przecigeia sig plaszezyzn o i 0, oraz krawedzis sy = 00, przecigeia
sig plaszezyzn ¢ i 6, Owa prosta s, =g, jest zatem krawedzis przecigeia
sig homologieznych plaszezyzn o, i o, wigzek (W) % (W,) i naley jako prosta
0,03 =313 do kongruencji K, Tréjka homologieanych plaszezyzn o, o, i o
badanyeh wiszek (W), (W,) i (W,) przecina sig tedy w prostej soe == 000y,
ktéra nalezy réwnoczesnie do trzech kongruencyj Ky, Ko, i Ky, Dowiedlismy
zatem, Ze owe trzy kongruencje posiadajg o § m wspéloyeh prostych sty = o*atot,
gdzie t=1,2, ..., 8.

Do tego samego wyniku dojdziemy, skoro badaé bedziemy wspdlue proste
kongru'\encyj Koy 1 Ky, wagl. Ky i Ky, W pierwszym przypadku wierzcholek
W, Vl'nq,zki (W) jest (ust. 2) punktem osobliwym 3.go stopnia dla kongruencji
Ky, i punktem osobliwym 2-go stopnia dla kongruencji Kig. Proste tych kon-
o .
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gruencyj, przechodzace przez W, utworzgq dwa stozki: I'® rzedu 3-go i 4®
rzedu 2-go, ktére przenikajs sie w 6-ciu prostych ag = by, ... Prosta ag ==
= aa; = by, = f,f; jest réing od prostych ay, = a@a, i by, = pf,, a tem sa-
mem nie moze nalezeé do kongruencji K;, Kongruencje Ky, i K;,, oprdez
powyzszych szedciu wepélnych prostych ag, ==b;,,..., posiadaja na moecy tw.
Halphena jeszeze 14 — 6 =8 dalszych wspélnych prostych. Poniewasz zadna
z tyeh ofmiu prostych nie moze przechodzié przez wierzcholek W; wiagki
(W), przeto kazda z nich np. s ='f;, jest elementem s, = 00, kongruencji
Ky, 1 elementem #, = 7,7, kongruencji K;,. Poniewaz 0, = W;sy; i % = Wyl y=
W8y, == 0y, przeto w oméwiony poprzednio sposéb wykazemy, iz owa prosta
jest elementem sy, = 00, = s,, == 0,05, .4 tem samem jako prosta Sy = 00,
nalezy do kongruencji Kg,. Otrzymalidmy tedy ponownie ofm prostych sf, ="
= ¢’ gta}, ktére nalezs réwnoezeénie do kongruencyj Ky, Ky i K, Kazda
z tych prostyeh, jako element kongruencji K,, jest oczywiscie (ust. 2) d wu-
sieczng krzywej skosnej 3-go rzedu S%,. A zatem:

Kongruencje Koy, Ky, 1 Ky, wystepujace w rozwazaniach ustepu 2-go,
posiadajy osm wspdlnych prostych sh; = o*ojof, t=1,2,...,8.

Powysszy zwigzek wypisaé tez mozemy w formie nastgpujacego twier-
dzenia :

Skoro pomiedey plaseceyznami wiazki (W) oraz plaszceyznami kaidej = dwich
kolineacyjnych wigzek (W) i (W;) — ktérych wierzeholkawi sg trzy dowolne
i rézne -od siebie punkty W, W, i W, — ustanowimy przeksstatcenia kwa-
dratowe, to istnieje o$m takich trdjek homologicemych plaszczyen o', of i o}
(¢=1,2,...,8) tych wigeek, 3¢ kazda trdjka przecina si¢ w jedngj prostej
8byp = o' 0} 0%, .

4. Skoro dla trzech danych wigzek (W) (Wy) i (W;), ktére spelniaja re-
lacjo (4) ust. 2 go, wefmiemy pod uwagg poszezegdlne trjki homologicznyeh
plasuezyan: e, @, @y; B, By, Be;.:., to ogdl punktéw A= ae ey B=F§8p,...,
przecigeia sig owych poszezegdlnych tréjek plaszezyzn, utworzy pewna po-
wierzchnig krzywolinjows ¥

7 rozwazah ust. 3-go wynika bezpofrednio, e odm prostych sgs=
=gotol, t=1,2,...,8, lesy na owej powierzehni ¥. Z latwoscig dowie-
dziemy, ze na U leig jeszcze trzy dalsze proste. Wiadomo nam z teorji
przeksztalcer. kwadratowych, ze (ust. 1) plaszezyznom gléwnym np. § 15
wigzek (W) i (W) podporzadkowany jest w wigzee (W) pek plaszezyzn
x(y,6,...), kibrego osia jest prosta gléwna z=wp. Poniewaz na prostej
@y = £ &, lesace punkty C= ymy, D= 0x,,... nalezg do powierzchni &,
przeto prosta @, lesy na tej powierzehni. Z tych samych wzgledéw réwniez
proste g, =17y i 2, = [, nalezs do powierzchni Z. Badana powierzeh-
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nia posiada tedy 11 prostych, a kazda z nich, jako krawgdZ homologicznych
plaszezyzn kolineacyjuych wigzek (W) i (777), jest (ust. 2) dwusiecuny
krzywej skoénej S%,. :

Celem wyznaczenia rz¢du badanej powierzchni ¥, skonstrunjmy punkty
przecigeia sig dowolnej prostej p, z ta powierzchnia. Skoro prosta p, nie prze-
chodzi przez wierzcholki W, W, i W, danych trzech wiazek, to na p, lezy 1)
pigé takich punktéw, z ktorych kazdy jest przecigeiom trzech homologicznych
plaszezyzn danych wigzek (77), (W) i (W,). Poniewas owe punkty prostej
po nales do powierzchni ¥, przeto badana powierzehnia krzywolinjowa
jest rzedu H-go.

Zalézmy teraz, e prosta p, przechodsi przez dowolny punkt E= g,
krzywej skodnej 3 go rzedu S%, (ust. 2), w ktérym przecinaja sie homologiczne
proste ¢ i g, kolineacyjuyeh wiagzek (W) i (W,). Wéwezas z owych pigein
punktéw przebicia sig prostej p, z powierzchnig ¥® dwa punkty*) zjednoczg
si¢ w punkcie B ==ge,. Poniewaz te wlasno§é posiada kuzda prosta p,, prze-
chodzaca przez punkt E, przeto: dowolny punkt B krzywej 8% jest punktem
podwdjnym badanej powierzehni @',

Uwaga: W ust. b-ym wykazemy, iz wierzcholki W, i W, sa teZ punktami podwdjnemi
powierzehni ¥'s.

Do tyeh samych wynikéw dojdziemy, skoro przetniemy badans powiersch-
nig ¥ dowolng plaszezyzng w, nie przechodzacs ani przes wierzcholki W,
W, i Ws, ani przez zadng z 11.u prostyeh badanej powierzchni krzywolinjo-
wej. Plaszezyzna w przetnie dane wigzki (W), (W) i (W,) w trzech ukladach
plaskich, przyezem pomigdzy prostemi tych ukiadéw zachodza (ust. 1) relacje

®) (@) % (@) (@) 7 (@) (@) 2% (@),

Utworem_ tych ulladéw jest ) w ogélnym przypadku krzywa plaska K® rzgdu
5-go, klasy 14-¢j i rodzaju 3-go, a trzy punkty zjednoezone E, = F, F,=TF,
i Gy =G, kolineacyjuych ukladéw () i (w,) sa punktami podwdjnemi tej
krzywej. Poniewaz praes dowolny punkt A ==aa,a, kraywej K® przechodzs
trzy homologiczne proste a,.a, i @, tych ukladéw a tem samem i trzy homo-
logiezne plaszezyzny @, e, i o, wigzek (W), (W,) i (W,), praeto: dowelny
punkt 4 = aa,a, = a0, krzywej K° praynalezy do badanej powierzehni.
Whosimy stad, #e powierzehnia ¥'® jest rzedu B-go, e b. d. w.

Z uwagli na to, ie przez punkt podwéjny np. B = B, krzywej K° prze-
chodzg *) dwie tréjki homologicznych prostyeh b, by, b, i ¢ ¢, ¢, ukladéw (),
() 1 (@), przeto przechodzs przez E, = E, réwaies dwie tréjki homologiez-

) Antoni Plamitzer, Utwoiy pewnej klasy prueksstalcen kwadratowych pomigdzy
ukladami plaskiemi, wagl wigzkami (nst. 9 i ust. 5). Prace Matemat-fizyczne t. XXXV, War-
szawa 1927/8, ’
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nych plaszezyzn 8, 8, f, 1 9, 71, 9, danych wigzek. Punkt E; — K, jako punkt
przecigeia sig podporzadkowanych sobie prostyeh ¢, = 7, i ¢, == 3, kolinea-
cyjnych wigzek (T7;) i (W) jest (ust. 2) dowolnym punktem krzywej skoénej
3-go rzedu S%. Poniewas kazda plaszezyzna o, przechodzgca przez punkt
£, = E,, przecina badang powierzchnie ¥ w krzywej 5-go rzedu K3, ktéra
w owym punkeie B = K, posiada punkt podwéjny, — przeto dowolny punks
kraywej 8% (rézny od W, i IW,) jest punktem podwdjnym powierzchni I's.
Dowiedliémy zatem prawdziwodei twierdzen :

Skoro pomipday plaszezyznami wigeki (W) oraz plaszcayenami kasdej 2 dwich
kolineacyjnych wigzel: (W) i (7W,) — ktéryeh wierzchotkami sg trzy dowolne
i réine od siebie punkty 1, 7, i W, — ustanowimy prezeksetateenia kwadra-
towe, to wowezas: ogit punktdw, z kidrych Laidy jest punktem przcciecia sie trzech
horologicenych plaseceyzn tych wiqeek, wworzy powierzchnie kraywolinjowa 5-go
raedu.

Krzywa skosna 3-go rzgdu 83, — badsea miejscem geometryeznem punk-
téw przecigeia sig homologicznyeh prostych kolineacyjnyeh wiazek (W) i (W;) —
Jest krzywa podwding tej powierzchni.

Powierachnia ta posiada 11 prostych, kidre sq dwusieccenemi kreywej S3.
Tray = posrod nich wy; =5 &, yro=mny 1 25 = 05,5 5a krawedziami preeciecia
sig plaseceyen gldwnych wigeek (V)1 (Wy), dalsze zas sq prostemi sk, = o*o}og
(¢=1,2,...,8), 2 kidrych kaida lesy na trzech homologicenych plaszeczyenach
oty ot i of danych wiqzek.

b. Z rozwajai ust. 2-go wiadomo nam, ze przez kaidy z wierzcholkéw
W, i W, praechodzs dwie tréjki homologicznych plaszcayzn danych wiszek.
W wierzcholiku 7, niechaj przecinajs sig tréjki plaszezyzn 8,6, 8; 1 v, %1, 7s
Przez W, poprowadémy dowolns prosta dy, ktéra mnie lezy ani na plaszczyz-
nach @, y;, ani na Zadnej plaszezyinie gléwnej (ust. 1) wigeki (W), Pekowi
plaszezyzn d, (¢, ¢y,...) podporzadkowany jest w kolineacyjnej wigzce (W)
pek plaszezyzn dy (&, @s,...), & W wigzee (W) — na mocy przeksztalcenia
kwadratowego — pek A%(e, ¢,...) plaszezyzn styeznych do stozka 2-go sto-
pnia 43, Utworem rzutowych pekéw

A (e, ,..) R da (&, 9s,0-9)

jest powierzchnia skofna 8-go stopnia 4%, ktérej punkiy podwdjne -lezs na
kierownicy - dy, & tworzace ¢y, == &8y, fo3 = @@,... przynaleis (ust. 2) do kon-
gruencji Kp,. {Utwoér A3 jest jednobieing (rodzaju 0) powierzchnis 4-go po-
rzgdku). Prosta d, przecina tray tworzgee fy, = 77,... powierachni 4%, a kazdy
punkt 7 =d,f, nalezy do badanej powierzehni krzywolinjowej TS, gdyz
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przechodzg przezen trzy homologiczue plaszezyzny 7, 4 i 7, danych wigzek.
A zatem: )
Dowolna prosta d, wiazki (W), nie leigea ani na
plaszezyzoach B, 7, ani na plaszczyznach gléwnyeh
wigzlki (W), — przecina powierzchnig 5-go rzedu @'®
w punkeie W, i w trzech dalsaych punktach 7=
=dytsg,... . Wierzcholek W, jest zatem punktem podwdj-
nym powierzehni &5,

Zaléimy teraz, ze of d; lezy na plaszczyinie gléwnej np. & wiquki ).
Z teorji przeksztaleen kwadratowyeh wiadomo nam, ze plnszczﬂme & pod-
porzadkowany jest w wigzce (W) pek plaszezyzn (), ktérego osig jest p.rostu
gléwna z; natomiast pekowi plaszezyzn (d;) podporzadkowany jest w wigace
(W) pek plaszezyzn (d), o osi d lezacej na plaszesyinie gléwnej A. Pow1er?ch-
nia 3-go stopnia 4% rozpadnie sig w tym przypadkn na pek prostych o wierz-
cholku X ===, i plaszezyznie podstawowej &, oraz na powierzchnig skosng
2-go stopnia 4%, bedacy utworem rzutowyeh pekéw (d) i (ds).

Niechaj of d; lezy na dwéch plaszezyznach gléwnych np. § i %, t. zn.
d, jest prosta gléwna n, (ust. 1) wiszki (W,). Pekowi plaszezyzn n (&, ..., & 7y
podporzgdkowane sg wéwezas: w wigzee (W,) pek plaszcayzn ng (&g, 0y Sy, 7ye),
a w wigzce (77) plaszezyzna gléwna » i dwa peki plaszezyzn (#), (y), ktérych
osiami sg proste gléwne x i y tej wigzki, Powierschnia 3.go stopnia 43, roz-
pada sie w6wezas na trzy peki prostych, ktére powstajg z przecigeia: a) peku
(n) 1 plaszezyzny », b) peku (z) i plaszezyzny &, ¢) peku () i plaszczyzny .

08 d; (wagl. ) przecina w obu powyzej oméwionyeh przypadkach znie-
ksztalcony powierzehnig 43, w trzech punktach, ktére sg zarazem punktami
przebicia sig owej osi z powierzchnig krzywolinjows &,

Skoro of d; ledy na plaszezysnie f, (wzgl. y,) wiazki (W,), to tworzaca
boy =P8, (wzgl. coy == y7,) pomoeniczej powierzehni skoénej 43, przechodzi
przez 6w wierzcholek W,. Woéwezas jeden 7 trzech punktéw przebicia sig
prostej d, z powierzchnia ¥° zjednoceyt si¢ =z wierzcholkiem W,. Wnosimy
stad, e dowolna prosta d, lezaea na plaszezyfuie §, wazgl. y, jest prosts, po-
siadajacs w wierzcholu W) styezno$é tréjpunktows z powierzchnig ¥® (gdyz
w owym punkeie zjednoczyly sig trzy punkty przebicia sig elementu d, z po-
wierzchnig %), » wieracholek W, jest!) punktem podwéjnym dwupla-
szezyznowym. A zatem:

Kazda prosta wigeli (W), 1==1,2, prechija powierzchnie 5-go veedu U
w wierzcholkbw W, i w treech dalszych punktach. Wierzcholek W, jest pumktem

‘metrja; str. 274, Warszawa, 1901.
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podwdjnym  dwiplaszczyznowym powierzchni U5 o plassceyeny B, iy, wigzki
(W,) — ktérym podporzadkowane plaszezyzny w dwdeh pozostalych wiazkach
przechodzg przez W, — sq plassceyenami, Rawicrajqcemi peki prostych, posia-
dajacych w punkeie W, stycenosé tréjpunktowq = powierzchniq TS,

W wierzoholkn W wigzki (W) przecinajs sie (ust. 2) trzy homologiczne
plaszezyzny o, @, i @, davych wigzek. Przez W poprowadzilismy dowolng
prosta ¢, ktéra nie lesy ani na plaszezyznie @, ani na plaszezyznach gléwnych
wigzki (W). Pekowi plaszezyzn ¢ (s, g,...) podporzadkowane sy — na moey
przeksztaleed kwadratowyeh — w wiszkach (W) » (W,) dwa rzutowe peki
plaszezyzn stycanych odpow. do stozkéw 2-go stopnia I'f i I}, Utworem tych
pekéw

I (&, @100.) R T2 (e, @5, )

jest powierzehnia skodna 4-go stopnia I', ktérej punkty podwéjne lezs ') na
krzywej skosnej 3-go rzedu 8%, a tworzace e, == &8, Jfio==@;Py,... 5y
dwusiecznemi tej krzywej i nalezs (ust. 2) do kongruencji K. Utwér I't,
jest jednobiezng (rodzaju 0) powierzehnia 6-go porzgdku, Prosta ¢ przecina
cztery tworzgee fy, = 7,7,,... powierzchni I'%, a kazdy punkt 7'==c¢f, na-
lezy do badanej powierzehni krzywolinjowej %, gdyz przechodzg przezen
trzy homologiezne plaszczyzny 7, %, i 7, danyeh wigzek. Uwasana prosta ¢
wiazki (W) przecina powierzchnig @' rzedu B-go w wierzcholku W i w cofe-
rech dalszych punktach 7= ¢t,,,.,. Wierzcholek W jest tedy punktem po-
jedyficzym powierzehni s,

Zalézmy teraz, #e of ¢ lezy na plaszezysnie gléwnej np. 1 wigzki (W).
Z teorji przeksatalcen kwadratowyeh wiadomo nam, #e pekowi plaszezyzn
¢(& ..., 4) wiszki (W) podporzadkowane sy w wigzkach (W,) x (W,) dwa
rzutowe peki plaszezyzn

e (8 Py, ) R o (8, @y,.0)

ktérych osie ¢, i ¢, leta odpow. na plaszczyznach gléwnyceh & i &, a nadto
elementowi 4 podporzadkowane sy dwa rzutowe peki plaszezyzn (L) & (&),
ktérych osiami sy proste gléwne I, i I, Peki (¢) i (%) posiadaja wspélng pla-
szezyzng y, == ¢ ly, a peki (g) i (L) wspllng plaszezyzng y, = ¢yl,. Powierzeh-
nia I'fy rozpadnie sig na dwie powierzchnie 2-go stopnia I'}, 1 A%, bedace
odpow. utworami pekéw (¢) 1 (¢), wagl. (4) i (%), ktére posiadajs wspdlng
tworzgey 61y == y,%, 1 przenikajy sie nadto w kraywej S3.

Niechaj prosta ¢ lezy va dwéeh plaszezyznach gléwnych np. 41 g, t. zn.
¢ jest (ust. 1) prosty gléwng 2 wiszki W. Pekowi plaszczyzn 208 @0y dyih,.nl)
podporzgdkowane sg wéwezas w wigzkach (W) x (W,) dwie plaszezyzny

1) p. Th, Reye, 1. c. Bd. IL 8. 197,
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gléwne f;==1Ilym, i §;=10m, a nadto elementom 2 i g podporzgdkowane sg
dwie pary rzutowych pekéw plaszczyzn: (7)) A (I) i (my) R (my), ktérych osiami
sy proste gléwne. Powierzchnia sko$na I'4, rozpada sig na dwie powierzchnie
skodne 2-go stopuia A3, i M%, bedace odpow. utworami pekéw () i (%), wagl.
(my) i (my), ktére przenikajs sie w tworzacej 2, == [iL i W kraywej slcosnej
3-go rzedu S%,.

0§ ¢, wagl. ¢ =2 przecina w obu wymienionyeh przypadkach znieksztal-
cong powierzehnig I'f, w czterech punktach, kiére sg zarazem punktami
przebicia sig owej osi z powierzchnia krzywolinjows U5,

Pozostaje nam jeszeze do rozpatrzenia praypadek, w ktérym prosta ¢
wigzki (W) lezy na plaszczysnie o, jezeli wierzcholek W= & e, @, Tworzgca
= @, 0y pomocniczej powierzchni I'f; przechodzi przez W, a jeden z cate-
rech punktéw T'= cf,,...; praebicia sig osi ¢ z powierzehnia IS, zjednoceyt
sig z wierzcholkiem . Wnosimy stad, Ze dowolna prosta ¢ wigzki (W), le-
Zgea na owej plaszezyZnie o, jest styezng w punkecie W, a eloment & jest
plaszezyzng styezng w punkeie W do badanej powierzehni &S, A zatem:

Kazda prosta wigeki (W) preebija powierzchnie 5-go repdu U w wiers-
chotkuw W i w ceterech dalseych punitach. Wieracholek W jest osobliwym?)
punktem pojedyricaym powierachni WS, a plassczyzna o wigeki (W) — kibrej
podporzadkowane plaszczyzny @ i @, w dwéch pozostalych wigzkach (W)
i (W;) przechodzy przez W — jest plaszceyeng styceng w punkeic W do po-
wierzchni D5,

6. Trzy homologiczne plaszezyzny np. @, @y i @, danych (ust. 2) wigzek:

@ Wyx(We) (W) m2(Wy) (W)t (W)

przecinajs sig w punkeie A ==ca e, powierzchni krzywolinjowej &, bedacej
utworem tych wigzek. Przez 4 praechodzy trzy proste: ay == aa,, nalezgea
do kongruencji kremonjatiskiej Ky, (ust. 2), prosta ap, = ady, przynalezna do
kongrueneji K, i prosta a,, = a,a,, bedaca elementem kongruencji K, Punkt
A= e, powierzehni krzywolinjowej ' uwazaé mozemy tedy: za punkt
A = ay @, przebicia sig prostej ay, z plasmezyzng a,, wagl. za punkt A = a0
przebicia sie prostej ag, z plaszczyzng o, lub za punkt 4 == ;4 & praebicia
sig prostej a,; z plaszezyzny a.

Za. poérednictwem relacji (4) ustanowis mozemy np. pomigdzy plaszezy-
znami @y, fy;... wigzki (W,) i prostemi (g == Oy, byg == Bf,... kongruencji
Ky, rzedu 2-go i Klasy 4-¢f odpowiedniodé [1,1]-znaczng, Jezeli plaszczyzny
%; Byy... nalezg do peku (d;) o dowolnej osi d,, to podporzgdkowane im

%) por. ust. 10.
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w kongruencji Ky, proste ag, bys,... sa (ust. b) tworzacemi jednobieznej po-
wierzehni skoénej 43, stopnia 3-go i porzadku 4-go, z podwdjng kierownics d,.
W ust. b rozwazyliSmy praypadki rozpadania sig tej powierzchni 43, skoro o$
dy peku plaszezyzn (d;) lezy na plaszezyznie gléwnej np. & lub jest prosts
gléwng np. n;, wigzki (W;). A zatem:

Skoro  pomiedzy 7 i &y By,... danej wigeki (W) i prostemi
Qs == @0y, byy=P,,... kongruencji kremonjanskiej Ky, rzedu 2-go i klasy 4-¢f —
bedacej utworem dauych wigzek (W) nt (W,) — ustanowimy, za posrednictwem
relacji (4), powysszq odpowiedniosé [1,1)-znaceng, to woéwezas: ogdt punkidw
A= a,ay, B=_0by,..., przecigria sig homologicanych elementdw tej odpowie-
dniodci, utworzy powierzchnig krzywolinjows 5-go reedu T® 2z podwding kraywg
skosng 3-go rzedu S%.

nia
I

W podobny sposéb ustalié mozemy analogiczng odpowiedniodé [1,1]-zna
czng pomigdzy plaszezyznami ay, By,... danej wiazki (W,) a prostemi a5, = aay,
boy == B8,,... kongruencji kremonjanskiej Ky; rzedu 2-go i klasy 4-ej, bedacej
utworem danych wigzek (W) 72(W;). Wowezas ogél punktéw 4 = a,ay,
B =, byy,... nalezy do badanej powierzehni &

Wreszcie, réwniez za poérednictwem relacji (4), ustanowié mozemy po-
migdzy plaszezyznami @, §,... danej wiszki (W) a prostemi @, =@y, by==
== fB,... kongruencji (ust. 2) 1-go rzedu i 8-ej klasy K, odpowiedniodé
[1, 1]-znaczna. Skoro plaszezyzny «, §8,... nalezs do peku (¢) o dowolnej
osi ¢, to podporzadkowane im w kongrueneji K;, proste a,by,... sa (ust. D)
tworzgcemi jednobiezinej powierzchni skosnej I'4, stopnia 4-go i porzadku 6-go,
z krzyws podwdjng 8%. W ust. b rozwazyliSmy przypadki rozpadania sig tej
powierzchni, skoro of ¢ peku plaszezyzn (¢) lezy na plaszezynie gléwnej np. 4
lub jest prosts gléwng np. 2 wigzki (W). A zatem:

Skoro pomiedzy plaszceyznami o, B;... danej wigeki (W) i prostemi ayg =
= 40, by =P Bs,... hongruencji Kiy reedu 1-go i Klasy 3-¢f — bedacej utwo-
rem danych wigzek kolineacyjnych (W) i (W,) — ustanowimy, za posredni-
ctwem relacji (4), powysszq odpowiedniosé [1,1]-enaceng, to wéwezas: ogdé punk-
tow A = oy, B=_0bs,,..., preecigcia sig homologicanych elementw tej odpo-
wiedniolei, wtworzy powierzehnie kraywolinjowg 5-go regdu T® 2 podwdjng kraywag
skosng 3-go raedu S%.

W szezegllnym przypadku proste W4, WB,..., laczace wierzcholek
wigzki (W) =z poszezegbloemi punktami 4= a,, @, B = b,y f,... powierzchni
TS, moga byé prostemi prostopadiemi do odpow. dwusiecznych ay,, by, ...
krzywej S8%. Powierzchnia @® z podwdjng kraywg S%; jest wéwezas 1) miejscem

1) Prof. R. Sturm, Metrische Eig
f. Math. w. Phys. 1895, Bd. 40. 8. 13 —14.

haften der cubischen Raumecurve. Zeitschrift
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geometryeznem spodkéw prostych prostopadlych, wykreslonyeh z punkta W
do poszezegélnych dwusiecznych krzywej skosnej S},

Z dwéch dowolnych punktéw Wi i W kraywej skosnej 3-go rzgdu
8%, rzuémy poszezegélne proste gy, ==y, by = Fiffy.... kongruencji 1-go
rzedu i 3-ej klasy K, to otrzymamy wéwezas!) homologiezne plaszezyzny:
af =Wiay i af =WFay, BF=Wfb, i 8f=WZ¥by,... kolineacyj-
nych wiszek (W) i (W§). Ogél wiazek kolineacyjnych, ktérych wierzehotki
W, Wy, W WE, ... letg na krzywej skosnej S%, a plaszezyzny homologiczne
@y, oy, of, aF,... przecinaja sie w jednej i tej samej dwusiecznej ay, krzywej
8%, t. zn. ogdl wigzek kolineacyjuych, kidre wyznaczajg wapélug kongruencje
1-go rzedu i 3-¢j klasy K, prostych dwusiecznyeh krzywej 8%, nazywa?)
Th. Reye ,szeregiem kolineacyjuych wigeek*.

Z relacji (4) tego ustepu i przyjecia szeregu kolineacyjnych wigzek

(6) (W) % (Wa) (W) = (W)
wynikaja, bezpodrednio (ust. 1) przeksztalcenia kwadratowe
O] Wy = (W) (W) = (W)

pomigdzy plaszezyznami wypisanych wigzek. Plaszezyzny 4, u, » wiguki (W
i plaszesyzny &F, oF, ¥ winzki (W¥), 1==1,2, 53 plaszczyznami gléw-
nemi, a proste # =wu, y==vl, z==Au wigzki (W) 1 proste I*= [* ¥, m? =
={FER, 0¥ = Efq¥ wigzki (WF) 84 prostemi gléwnemi tych praeksztal-
cehi kwadratowych.

Poniewaz dowolny punkt 4 = ¢ e e, badanej powierzchni krzywolinjowej
¥® uwazaé mozemy, na podstawie ostatniego twierdzenia, za punkt 4 = aay,,
& prosta a;, = @0, kongruencji K, jest elementem a,, = af' @, przeto: trzy
plaszezyzny homologiezne @, af 1 af wiszek (W), (WF) i (W§) — spelnia-
jaeych relacje (6) i (7) — przecinaja sig w punkeie 4 = aafef powierzehni
Wb, Wierzcholki W i W, t. zn. dowolne punkty kraywej S3, wiazel (W)
1 (W5 sa (ust, B) punktami podwéjnemi dwu plaszezyznowemi po-
wierzehni U5

Z rozwazah nassych wynika tedy (p. ust. 4) prawdziwosé podstawowego
twierdzenia:

Skoro pomiedzy plaszcay i wigeki (W), oraz plaszceyenami kasdef = dwdch
kolineacyjnych wigeek (W¥) i (W§) — nalezacych do seeregu kolineacyjnych
wigzek i posiadajacych wapdlng kongruencje prostych dwusieeznych krzywej
skodnej 3-go rzedu S%, ktéra nie przechodzi przen wierzecholek W —
ustamowimy preeksztalcenia kwadratowe, to woweazas: ogdt punkicw praecigeia sig

) Beydewitz, Archiv fiir Mathematil, 1847, Bd. 10. 8. 207.
1) Journal fiir Mathematik, Bd. 10. 8. 214.
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poszczegdlnych trdjek homologicenych plaszczyen owych trzech wigeek wtworzy po-
wierzchnig kraywolinjowq 5-go reedu WS, Powierachnia ta posiada 11 prostych
i kraywa podwijng S, a dowolny punkt tej kraywej skosnej jest punkiem po-
dwdjnym dwuplaszceyznowym powierzchni LS.

Zauwazyé nalezy, iz na krzywej skodnej S% znajduje sig!) deiesigé punk-
téw jednoplaszezyznowyeh (p. ostrzowych). )

Przyjecie relacyj (6) i (7) powoduje wystapienie, obok kongrueneyj Ky,
i Ky (ust. 2), jeszeze dalszych kongruencyj kremonjanskich 2-go rzedu i 4-ej
klasy KG,K3,..., ktérych elementami sy proste af = aaf, af=acof,...,
b¥ = BBF, bl = BEF,... Kongruencje Ky, K,s, K&, K&,... posiadajg te cha-
rakterystyczny wlasnodé, de proste np. ay, 4y, af, a,... lezs na plaszezyZnie
o wigzki (W) i przecinajg sig w punkeie 4 = aga;; badanej powierzchni krzy-
wolinjowej &s.

7. Wiadomo nam (ust. 4), ze dowolna plaszezyzna o, ktéra nie przecho-
dzi ani przez zadng z 11-u prostych badanej powierzchni krzywolinjowej IS
ani przez zaden z wierzeholkéw danych wiszek (W), (W) i (W,), — prze-
cina te powierzchnig w krzywej b-go rzedu K% dla ktdrej trzy punkty, prze-
cigeia sig plaszezyzny w z podwdjng krzyws skosng 3-go rzedu S3, tej po-
wierzehni, sa punktami podwéjnemi. Krzywa K° jest w ogdlnodei klasy 14-ej
i rodzaju 3 go.

Zbyteczne jest zastrzezenie, aby plaszezyzna  nie przechodzila przez
wierzeholki W, i W,, gdyz kazde dwa dowolne punkty krzywej S%, uwazad
mozna (ust. 6) za wierzcholki takich wigzek (W) i (W,), ktére wraz z wiazks
(W) utworzg powierzchnig @5, Zbadajmy tedy charakter krzywej przekroju
powierzchni TS, jedli plaszezyzna tngea o, — ktdéra nie nalezy weale do
wigzki (W) — przechodzi: a) przez wierzcholek wigzki np. (Wy), b) przes
wierzcholki wiazek (W) i (W)

W tym celu obierzmy w przypadkn a) na plaszezyZnie o, pgk prostych
Wi (eyydys.. )y 1 skonstruujmy punkty przebicia si¢ owyeh prostych z - po-
wierzehnig 5. Pekowi plaszezyzn np. dy (&, ¢y,..., ©y,...) wiggki (W) pod-
porzadkowane sg (ust. 5) w wiszkach (W) i(W,) dwa rzutowe peki plaszezyzn

AB(E,%"'?[‘J)”‘) A d2(521 Payee -y (1)2,“-),

ktérych podstawami sg stozek 2-go stopnia A% o wierzchotku W 1 prosta dy,
przechodzgea przes wierzcholek W, Utworem tych pekéw jest jednobiezna
powierzchnia skodna 4%, stopnia 8-go i porzadku 4-go, z podwdjng kierownica
dy, Etérej tworzacemi sa proste ep == £&y, fo3 == PPay..., Wy == W Wy,..., nale-
zgce (ust. 2) do kongruencji 2-go rzedu i 4-gj klasy Koy, Trzy punkty prze-
1) A. Clebsch, L c. str. 293, R. Sturm Math.  Ann. IV. gtr. 261 i Geom. Verw.

Bd. IV. str. 312. -
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bicia sie osi d peku plaszesyen (d;) z powierzchnia A} lezs (ust. B) na
powiersehni @' i sg zatem punktami krzywej, powstalej z przecigeia sig pla-
szezyzny ; % powierzchnig WS,

Korzystajae z naszych rozwazaf, ustanowié mozemy odpowiedniosé [1,1]-
znaczng pomigdzy prosta dy a powierzchnig A%, wzgl pomieday prosts 4
a jednobiezng krzyws 3-go rzedu i 4-¢j klasy D}, w ktdrej plaszezyzna o,
przecina_powierzchnig 4. Kierowniea podwdjna d, tej ostatniej powierzehni
lezy na plaszesyZnie w, wiszki (W,), a punkt podwéjny D, = dyw; kray-
wej Dj, nalezy do prostej w,==,w;. — Poszezeglnym prostym e, dy,...
peku (W), podporzadkowane sg na plaszczysnie @, jednobiezne krzywe 8-go
rzgdu 1 4-¢f klasy Cf, Df,, ... Krzywe te, ktéryeh punkty podwéjne ¢ = ga,,
D, =dyw,,... lezg na prostej w,= ww,, posiadajas wspdlny punkt poje-
dyticzy Woge = Wog + 0 == 00, » @, lezaey réwnies na prostej wi,. Skonstruo-
wany w ten sposoh ukiad krvaywych Cf;, Df,... posiada tg charakterystyeang,
wlasnosé, iz: przez dowolny punkt @ plaszezyzny podstawowej @, — ktéry
nie jest punktem osobliwym kongruencji K, — przechodzs dwie i tylko
dwie krzywe tego ukladu.

W istocie bowiem przez @ przechodzg dwie proste ay, = aay i by, = @6,
kongruencji 2-go ragdu Ky, przyczem viechaj elementy a, i §, sa plaszesy-
mmami oy =Wyag i fy==W,by wigzki (W,). Prostym ay=ayw, i by=f0,
podporzgdkowane sg na plasaczyinie o proste a; i b, nalesgce do wigaki (W,).
Pekowi plaszezyzn np. o (@y,..., w;,...) podporzgdkowane sy w wiszkach (W)
i (W) dwa rzutowe peki plaszezyzn

Aa,...,0,..) R ay(dy,..., 0...),

ktérych utworem jest powierzehnia skogna Af,. Poniewaz na tej powierzehni
lezy tworzaca ag, == ¢y, przeto przez punkt ¢) = ayy0, przechodzi krzywa 4%,
nalezaca do uwazanego ukladu. Podobnie, za. pofrednictwem peku plaszezyzn
by(Byy-..y @y,...), skonstruujemy powierzchnig BY, o tworzaceyeh by, == 80s,.. .,
oraz krayws Bj, praechodzacs przez punkt @ = by,w,. Przez dowolny punkt
¢ plaszezyzny o, przechodzs tedy dwie kraywe 43, i % badanego ukladu,
e b d w.

Uwaga: O ile @ jest punktem osobliwym kongruencji K, to przechodzy przezeh
wazystkie krzywe badanego ukiadu. '

Dowiedziemy teraz prawdziwodei twierdeenia:

Skoro na plaszezysnie , dane sg: pek prostych
Wi (o1, dy,...) i skonstruowany poprzednio uklad krzywych
(C, Dby, 5...), pomiedzy ktérych olementami zachodzi
odpowiedniodé [1,1]znaczna, to punkty przecigeia sig
homologicanych elementéw ¢, i Cls, d; 1 DY,... utworzg

94

icm®

Powierzchnia krzywolinjowa 5-go rzedu 17

krzywy B-go rzedu K5 Wierscholek W, i dwa dalsze
punkty przecigeia sig plaszezyzny o, = krzywg skosng
5% sy punktami podwdjnemi kraywej K.

Celem wyznaczenia rzedu tej kraywej, skonstruujmy punkty przecigeia
sig tej krzywej z dowolng prosta ¢, lesgca na plaszczyénie w,. Przez dowolny
punkt A prostej ¢ przechodzi prosta a; == W, 4 peku (W,). Podporzadkowana
jej w prayjetym ukladzie kraywa A4f, przecina si¢ z prosty ¢ w trzech punk-
tach 4, 4, i Ay, ktére niechaj odpowiadaja elementowi A. Przez kasdy z owych
trzech punktéw, np. przez 4,, przechodzs dwie kraywe A% inp. Bj, nalezace
do prayjetego uldadu. Homologiczne proste a; i b, peku (W;) przecinaja pod-
stawg ¢ w dwoeh punktach 4 i B, kiére podporzadkujmy elementowi 4,.
Skonstruowana w ten sposéb odpowiedniodé [2, 8lznaczna pomiedzy punktami
dowolnie’ prayjetej prostej ¢ posiada (24 8;=05 punktéw zjednocsonych,
a kazdy z nich, jako przynalesny do prostej peku (77,) i do homologicznej
krzywej danego ukladu, jest punktem krzywej wynikowej. Owa krzywa jest
zatem regdu D-go K5

Oznaczmy przez P, i R, punkty, kiére wraz z wierzcholkiem W, sg punk-
tami przecigeia sig plaszezyzny ; z krzyws skosng 8% (t. j. krayws podwéjng
powierzchni &F), Proste p, =W, P, i py=W, Py, r,== W, By i ry= W, R,
sy oczywideie elementami homologicznemi kolineacyjnych wiazek (W) i (W),
& elementom p; i v, podporzadkowane sa na plaszezyznie w, Krzywe P} i R},
nalezace do przyjetego ukladu. Element P, jest punktem podwdjnym krzywej
P}, a B, punktem podwdjuym krzywej RS, Skoro zalozymy, e przez punks
P, przechodzi podstawa g, to w skonstruowanej powyzej odpowiednioéei [2, 3]-
znacznej punktowi Py== 4 podporzadkowane sa trzy punkty 4,, 4,1 4, prze-
ciecia sig prostej p, == W, P, ==W; A z homologiczng krzyws P}. Poniewaz
jednak dwa =z tych punktéw, np. 4, i 4, zjednoesyly sie w punkeie podwdj-
nym P, krzywej P§, przeto z pigeiu elementéw zjednoczonych owej odpowied-
niofci o podstawie ¢ dwa elementy 4 ==A; i 4==4, schodzg si¢ w punkeie
P,. Innemi slowy: prosta ¢ przecina krzywg K°® w pieciu takich punktach,
z ktéryeh dwa zjednoezyly sig w punkeie P,. Poniewas ¢ jest dowolng prosta,
przeto P, jest punktem podwéjnym kraywej K5 W podobny sposéb wy-
kazemy, i R, jest réwuiez punktem podwdjnym krzywej KB

Kazda prosta np. ¢ peku (W), przecina homologiczng krzyws C3y w trzech
punktach C), G, i G, ktére zarazem sy punktami krzywej bH-go rzedn IK°.
Whoosimy stad, ze wierzcholek 7, tego peku jest punktem podwéjnym
krzywej K, c. b. d. w.

Z dotychezasowych rozwazah wynika, Ze plaszezyzna «, w przypadku «)
przecina w. ogdlnofei powierzchnig @S w krzywej K° rzedu b-go z trzema
punktami podwéjnemi Wy, P, i R,.
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W przypadku 1), skoro plaszezyzna tngea @ przechodzi przez obydwa
wierzehotki wigzek (W) i (W), wspblna tworzaea wy, == 0@, powierzehni
I, M, ... przechodzi przez wierzcholek Wy, a kraywe Cly, D, ..., rozwazanego
poprzednio ukladu, posiadaja wspélny punkt podwéjny W, Réwniez i w tym
przypadku przekrdj powierzehni &P plaszezyzug o, jest krzywa K® rzedu b-go
z trzema punktami podwéjnemi Wi, P, i Ry, prayczem jeden z dwéch ostat-
nich punktéw, np. F,, zjednoczyl sig z wierzchotkiem W, wigzki ().

8. Niechaj plaszezyzna tngea ,, nie przynaleina do wiszki (W), praecho-
dei przez wierzeholek wigzki np. (7)) i przez prosty sy, == 00,0, (ust. 3)
powierzehni 5. Wéwezas pgkowi prosiyeh Wy(cy, dy, - Joy © wierzeholku W,
i plaszezyznie podstawowej w, == W, sy, = 0y, podporzadkowany jest — w mysl
rozwazati ad a) ust. T-go — uklad powierzehni I'f, 4%,... o wspdlnej two-
T78C8] Wiy = OyWy == 030y = Syy5. Plaszezyzna o, = 0y przecina te powierzchnie
W prostej sy, oraz w stozkowych Cf, Dy,..., prayezem przez kazdy punks
Q plaszezyzny podstawowej o, — ktéry nie jest punktem osobliwym kongra-
encji K, — przechodzs dwie stozkowe skonstruowanego ukladu. Pomigday
prostemi ¢, d,... pekn (W), i stozkowemi O}, Df,... tego ukindu zachodszi
odpowiedniodé [1, 1]znaczna, a homologicane elementy tej odpowiedniofei prze-
cinajg sig w punktach kraywej K* ragdu 4-go z jednym punktem podwéjuym W,

Rzad tej kraywej wyznaczymy, skoro na plaszezyZnie o; przyjmiemy do-
wolng prosty ¢ i skonmstrumjemy na niej — podobnie jak to uczynilismy
w ust. 7. — odpowiedniodé [2, 2]-znaczng pomigdzy punktami przecigeia pod-
stawy ¢ z homologicznemi elementami peku prostych (W,),, i ukladu stozko-
wych. Cztery punkty zjednoczone tej odpowiedniodei sg punktami przecigeia
sig ¢ z krzywsy wynikows K* rzedu 4-go. Z uwagi na to, iz kazda prosta np.
¢, peku (W)),, przecina homologiczng stozkows (3 w dwéch punktach, ktére
83 zarazem punktami krzywej K4 przeto wierzcholek T, tego peku jest punk-
tem podwdjnym krzywej K4, c. b. d. w.

Plaszozyzna o, =0y w rozwazanym przypadku przecina powierzchnig
krzywolinjows @® w kraywej b-go rzedu K® z trzema punktami podwdéjnemi
Wi, P, i Ry, ktéra rozpada sig na prosty sy, = 00,0, == P, B, (dwusicezng
krzywej S%,) i na krzyws 4-go rzedu K4 z jednym punktem podwdjnym 77,
przechodzacy przez punkty P, i R,.

Zal6imy teraz, ze plaszezyzna tnaca o, przechodzi przez jedng z trzech
prosiyeh @y =£,&), ya =M 1 29 =,y (ust. 4) powierzchni ¥ i naleiy
do wigzlki np. (W;). Skoro na plaszezyfnie w, = W, @, == £ obierzemy pek
prostych W, (¢, dy,...)g, to wowezas prostej np. d; tego peku podporzgdlowana
Jest powierzchnia A%, ktéra rozpada sig (ust. B) na pgk prostych o wierzcholku
X=w§ i plasacayinie podstawowej &, oraz na powierzchnie skofny 2-go
stopnia’ A3, bedacy utworem rzutowych pekéw plaszezyzn (d) i (dy). W miejsce
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uktadu powierzehni I, A%,... otrzymamy w tym przypadku, opréez wspdl-
nego peku prostyeh (X),, uklad powierzchni skoénych 2-go stopnia I'y, 43,...
Plaszezymna o, = § przecina te powierzchnie w stozkowyeh Ch, D3, ..., pray-
czem pomigdzy ukladem tych stozkowych a pekiem prostyeh W, (cy, dy,...)s
zachodzi odpowiedniogé [, 1]-znaczna. W sposéb analogiczny do poprzedniego
wykazemy, ze plaszczyzna & przecina powierzehnig krzywolinjows @5 w pro-

Na podstawie rozwazani ust. 7-go i 8-go dochodzimy zatem do nastepu-
eych twierdzen :

Dowolna plaszczyena, kidra nie preechodei ani przez wierzcholel wigeki (W)
ané preez 2adng 2 11-u prostych badanej powierachni krzywolinjowej TS, praecing e
powierzchnig w krzywej 5-go regdu K5, Krzywa K° jest w ogdlnosei klasy 14-¢j,
rodeaju 3-go ¢ posiada trzy punkty podwdjne, ktdre lesq ma podwdjnej krzywej
skosnej 3-go reedu SYy powierzchwi WS,

Skoro plaszczyena tngcn, nie nalezy do wigeki (W) i preechodzi praez
Jjedng z 11-w prostych powierzchni W, to przecing. te powierzchnie w owej pro-
stej po i kraywej 4-go reedu K Punkty preecigcia si¢ dwusiecenej p, 2 kraywog
% sq punkiami pojedynczemi, a traeci punkt preecigcia si¢ plaseczyeny. tnacef
2 kraywq % jest punkiem podwdjnym kraywej K: Krzywa ta jest w ogdlnosci
Klasy 10-¢j i rodzaju 2-go.

Skoro plaszezyzna tnges jest styczng w dowolnym punkeie (pojedyn-
czym) A do powierzchni % to przecina te powierzchnig w krzywej K3, ktéra
opréez trzech punktéw podwéjoyeh (lezgcych na krzywej skodnej S3). posiada
czwarty punkt podwéjny 4. Krzywa K3 rzedn 5-go jest wéwezas 12-ej klasy
i 2-go rodzaja.

Z ostatniego twierdzenia ust, 6-go wiadomo nam, ze dowolny punkt P
krzywej skosnej 8% jest punktem podwéjnym dwuplaszezyznowym powierzchni
s, Oznaczmy przez o i § te plassezyzny, ktére zawierajs dwa peki prostych,
posiadajacych w punkeie P styeznosé tréjpunktows z powierzchnis @ Kazda
4 tych plaszezyzn przetnie powierzchnig ¥'s w krzywej 5-go rzgdu K kidra —
jak wiadomo — w punkeie P posiada punkt potrdjny; krzywa ta posiada dwa
dalsze punkty podwdjne (lezace na krzywej skodnej S%), wige jest 10-¢j klasy
i 1-go rodzaju.

Skoro plaszczyzna tnaea przechodzi przez kraweds c=af, to krzywa
przekroju K5 posiada — jak wiadomo — punkt zwrotu P i dwa dalsze punkty
podwdjne. Krzywa B-go rzedu K° jest wowezas 13-ej klasy i 8-go rodzaju.

9. W dwodch ostatnich ustgpach uwszglednialiémy takie plaszezyzny tnace,
ktére nie przechodzily przez wierzcholek wigzli (W). Zbadajmy teraz cha-
rakter krzywej przekroju powierzchni kraywolinjowej @'®, skoro plaszczyzna
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tngea o przechodzi pruez wierscholek W winzki (W), ale jest rézua od ple-
szezyzn gléwnyeh A, g i o (ust. 1) tej wiazki. Rozwazyé musimy dwa przy-
padki: a) plaszezyzna o nie przechodzi przes zadng z il-u prostych po-
wierzehni @'5; ) element @ przechodzi przez jedug z tych 11-u prostych,

W przypadku o) obierzmy na plaszezyZnie przekroju o pek prostych
W (e d,...), i skonstrunjmy punkty przebicia sig poszczegdlnych prostych tego
peku z powierzchnig ¥% Skoro prosta np. ¢ jest osia peku plaszezyazu
(8 @,..., cx, ¢, ¢2, 0,...), nalezgcego do wigzki (W), to jemu podporzadlo-
wane s (ust. B) w wigzkach (W) i (W,) dwa rzutowe pelki

F%(el? LZIERE) 517 N1y gh “’1)"-) A I'g (‘92) [Z 7R 527 Moy §27 ’:‘)2:"')
plaszeayzn stycznyeh do stozkéw 2-go stopnia I i I'j. Utworem tyeh pgkéw
jest jednobiezna powierzchnia skosna I'j, stopnia 4-go i porzgdku 6-go, z po-
dwéjng krzyws skodng 3-go rzedu 8%, ktdrej tworzgcemi sg proste e, = &é,,
Jra=@i@ay -y 212 =8y Y12 == M, 212 == 5185 015 = 0;09;,... Catery punkty
przebicia sig osi ¢ uwazanego peku plaszezyzn (¢) z powierzehnia I'f; (oraz
wierzcholek W) leza (ust. ) na powierzehni krzywolinjowej &S i sy zatem
punktami krzywej, powstalej z przeciecia sig plaszezyzny o z powierzchnig &%,

Korzystajae z dotychezasowych rozwazan naszych, ustalié mozemy odpu-
wiedniodé [1, 1]-znaczng pomigdzy prosty ¢ a powierzchnig I'f,. Poszezegdélnym
prostym ¢, d,... przyjetego peku (W), o plaszczyinie podstawowej w podpo-
rzgdkowane sg jednobiesne powierzehnie skosne 4-go stopnia I'f, 4%,... Po-
niewaz powierzchnie te posiadaja wspdlng podwdjng krzywa skosng 3-go rzedu
Siy i wspllne cztery tworzgee s, ¥y, 249 1 Wys, przeto przenikajg sie w krzywej
rzedu (3:2.2 -4 4) = 16-go i tworzg pek powierzchni. Plaszezyzna podstawowa
® przecina! poszezegélne powierzehnie tego pekn w krzywych 4-go rzedu
Cly, Dh,..., dla ktérych punkty E, F' i G przecigcia sig podwdjnej krzywej
skosnej S% z plaszczyzng w sg wspélnemi punktami podwdjnemi, a elementy
X=2p0, Y=y,0, Z=2,0 i Wy=1w; ;0 s3 wspélnemi punktami poje-
dyficzemi. Poniewaz z wypisanej powyzej odpowiednioei wynika bezpoérednio
tez odpowiednio§é (1, 1]-znaczna pomiedzy prostemi peku Wi(c, d,...), a krzy-
wemi pglku (Cfy, Di;,...),, przeto utworem tych pekéw jest kraywa 5-go ragdu
© K% z trzema punktami podwéjnemi E, F i ¢, dla ktérej wierzcholek TV
wigzki (W) i puskty X, Y, Z, W, sa punktami pojedyiiczemi. Krzywa K8 jest
oczywicie (ust. B) przekrojem powierzchni @' plaszezyzny ., A zatem:

Dowolna plaszceyena wigeki (W), kidra nie jest plaszcayeng gléwnag i nie
praechodei preez fadng 2 11-u prostych powierzchni krzywolinjowej T, pree-
cina tg powierzchnie w kraywej K°® rzgdu 5-go. Wierschoiel wiqelki (W) jest
punktem pojedyncaym, a trey punkty, preecigcia sig podudinej lkreywej skoimef
3-go ragdu- Sl tej powierachni 2 plaszcayeng tnaeq, sq punkiami podwdjnemi
kraywej: Kb Kraywa ta jest w ogdinosci klasy 14-¢f & rodeaju 3-go.
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Przejdémy teraz do przypadku b) i zaléimy, iz plasaczyzoa tngea @ prze-
chodzi przez wierzcholek W wigzki (W) i praez jedng z o$miu (ust. 4) pro-
stych sly, == o' 0t 6}, np. o9 = 00,0y, powierzchni PP Na plassezyinie o ==
== Wy, = 0 obierzmy -— podobnie jak w przypadku @) — pek prostych
We,d,...)y, & poszczeglloym prostym ¢, d,... tego peku podporzadkujmy
jednobiezue powierzehnie 4-go stopnia I'fy, Afy,...; powierzehnie te tworza pek,
gdyz posiadajs wspdlng podwdjng krzyws skosna 8-go rzedu S5, 1 eztery
wapdlne tworzace @y, = &&, 4y = Mty 22 == Lils So1s = 0;05. Uwazana pla-
szezyzna o == Wsy, przecina krzyws 8% w trzech punktach E, F i @, przy-
czem dwa z nich np. £ i F lesy na dwusiecznej sg, = 0,0, tej krzywej.
Plaszezyzna o przecina — po wyeliminowaniu wspélnej tworzacej S =
= 00,0, = EF — 6w pek powierzehni w peku krzywych 3-go rzedu (Cyy Dyl
dla ktérego punktami podstawowemi sg wspdlne punkty pojedyfeze E, F X =
== %30, Y ==1y,,06 1 Z = 2,0, oraz wspdlny punkt podwdjuy G tych krzywyech.
Poniewaz pomiedzy krzywemi tego peku a prostemi peku W(e,d,...), ustano-
wié mozemy (w poprzednio oméwiony sposéb) odpowiedniosé [1, 1]-znaczna,
praeto utworem tyeh pekéw jest krzywa 4-go rzedu K dla ktérej wierzcho-
lek W i punkty E, 7' X, Y, Z sy punktami pojedyhczemi, a element G punk-
tem podwéjnym. Krzywa K* jest w ogélnosei klasy 10-ej i rodzaju 2-go.

7 rozwazan naszych wynika, ze kazda z ofmiu plaszezysn of = Wy,
wiazki (W) przecina powierzchnip ¥ w prostej sh, i krzywej K4 W wigzce
(W) uwaglednié musimy jeszeze te plaszezyzny, ktére przechodzg przez proste
@y = E&y Yip = e, WEGL 25 =G;ly (ust. 4) powierzchui 'S, Pekowi pro-
styeh W(e,d,...),, o wierzchotkn 7 i plaszezyZnie podstawowej np. @ =Way,,
podporzadkujemy (w analogiezny do poprzedniego sposobu) pek jednobiesnych
powierzchni 4-go stopnia (I', 4,...), ktdre posiadaja wspdlng podwdjng krzywa
skodng S 1 catery wspllne tworzace g, s %2 1 Wig == 010y Réwnies
i w tym praypadku, po wyeliminowaniu wspdlnej tworzgeej s ktéra jest
dwusieezng &, == & & = BF kraywej 8%, na plaszezyZnie o == Wz,,, otrzy-
mamy pek krzywyeh 3-go rzedu (O, Dh...), dla ktérego punktami podsta-
wowemi sg wspélue punkty pojedyricze E, F, ¥ = 1,0, Z=12,00 1 Wi, =mw,,0,
oraz punkt podwéjny @ tyeh krzywych. Wnosimy stad, Ze plaszezyzna © =
= Wax,, przecina powierzchnig ¥® w prostej @, i w krzywej 4-go rzedu K*
z jednym punktem podwdéjoym (. A zatem:

Kazda plaszeayena wigzki (W), preechodzqea preez jedng 2 11-u prostych
powierzchni  kreywolinjowej WS, praecina te powierzchnig w owej prostej Py
i w kreywej 4-go regdu Kt Wieracholek wigzli (W) i dwa punkty, w ktdrych
prosta p, preecina podwding kreywa skosng 3-go reedu 8% powierzchni TS, sq
‘punktami. pojedyiczems, a trzeci punki preecigeia sig krzywef 8% = plaszezyeng
tngeq jest punktem podwdinym kreywej K4 Kraywo ta jest w ogdimosci 10-¢j
klasy i 2-go rodzaju.
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10. Zbadajmy teraz charakter kraywej jrzekroju powierzehni &'s, skoro pla-
szezyzna tnaca jest jedug = plaszozyzn gldwnych 4, u wagl. » (ust. 1) wigzki (W),

Z teorji przeksztaleer kwadratowyeh windomo nam, iz plaszesyznie 1 pod-
porzgdkowane sg w wigzkach (W) i (W;) dwa rzatowe peki plaszezyzn

Loy By 1y G ) R D (a2, Base -y ey G- s

ktérych osiami sy proste gléwne [ i 4. Utworem tyeh pekéw jest powierzch-
nia skosna 2-go stopnia A}, o tworzseych gy = @y, by =pgf,,..., Yip =
== N7y 22 = L10p...; poniewas to tworzgee naless (ust. 2) do kongruencji
Ky i sa dwusieeznemi skosnej S%, przeto 8%, lez y na kwadryce 42, Pla-
szozyznd gléwna 1 praecina powierschnig A3, w stozkowej L2, kiéra pray-
nalezy do badanej powierschni ¥'s, gdyz kazdy punkt A= Aa,;, B==1b,,,..
I"= A1, Z = Azy,... owej stozkowej L? jest przecigeiom trzech hogt’)lo-’
gicznych plaszezyzn danych wigzek (W), (W,) i (W,). Skonstruowana w ten
sposdb stozkowa L2 powierzehni krzywolinjowej &% przecina sig zatem w punk-
tach ¥ i Z odpow. z prostemi g, i e, tej powierzchni, oraz przechodzi
przez t'rzy punkty praecigeia sig plaszezyzny gléwnej 4 z krzyws skofna S3,.
Natomiast stozkowa L? nie moze — w rozwazanym tu przez nas ogélnylx;']
przypadku — przecinaé ani prostej z, — £, ani zadnej z o$miu dalszych
pros}:ych g = 0'0f0f (ust. 4) powierzchni krzywolinjowej @'S. W istocie
bowmm. Plaszezyzna glowna & wigzki (W)) nie nalezy (ust. 1) do prostej
gléwr.xe_] h=mnl;, atem samem prosta x,=§& nie jest tworzges kwa-
dryki A??. Réwnies prosta sy, = ofaf nie jest w ogbélnym przypadku tworzacs
kaadry‘kl A, gdyz plaszezyzna ot wigzki (W) jest résna od plaszezyzny
glow’rne‘] 4, a tem samem plaszezyzny of i of nie mogy naleze¢ do pekéw
(L) 1 (h). Wnosimy stad, iz w ogélnym przypadku punkty X = Az, i &=
= A&}, nie leza na stozkowej L2, c. b. d. w. .

Przypusémy jednak, iz mimo to owe punkty X i & lezg na stozkowej L2,
Skoro Przez e == 8,5, i fis==g,p; oznaczymy te tworzgce skonstruowanej
poprzedmo' kwadryki A}, kidre przechodzs — odpow. przez punkty X i &, —
to z uwagi na to, iz przez punkt X (wzgl. S przechodss dwie dwusiec;ue
Zig 1 ey (wagl. shys i fi,) kraywej skosnej S, przeto element X (wagl. &)
nalezy do krzywej 8%, Plaszauyzna gléwna 1 wigzki (77) mialaby wowczas
szezegblne polozenie, gdyz przecinalaby sie z prostemi ,, i 351',, w punk-
tach, leia,eyc!n na kraywej podwéjnej S, powierzchni krzywolinjowej @,

‘ Z uwagi na to, it plaszezyzna glowna 4 wigaki (W )d przecfua powierzch-
nig krziwohn‘!owq! o w krzgwej B-go rzedu, a otrzymana poprzednio stoi-
kovkva L nale.zy do 21 T% przeto owa krzywa przekroju rozpada si¢ na
stozkow.a‘ L? i na krayws plasks 3-go rzedu I3, Celem podania konstrukeji
krzywej L3, oraz zbadania jej wlasnosei, obierzmy na plaszezyznie 1 pek
f;-ostych Wie,d,..., %8 ..., 8 =0'2,...) i poszczegdlne proste tego peku uwa-
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sajmy za osie pekdw plaszezyzn. Wéwezas dowolnemu pekowi plaszezyzn np.
¢(8 @,..., e, 4,...) wigzki (W) podporzgdkowane sg (ust. 5) w wiazkach (W)
i (W,) dwa rzutowe peki plaszezyzn :
0 (80, Pry-vvy by Yi=0iliso.) Ry (8 Payeo oy By Vo= s1py0 - )
ktérych osie leza odpow. na plaszezyznach gléwnych & i &, a nadto pla-
szezyznie gléwnej 4 podporzadkowane s peki plaszezyzn (I) R (). Utworem
tyeh dwéeh par rzutowych pekéw plaszczyzn s dwie kwadryki skodne I
i A%, ktére przenikajy sig (ust. b) w tworzace] ¢, ==y,9; i krzywej skodnej
3-go rzedu S3%. Podkresli¢ nalezy, iz na powierzchni I'3, lesy prosta z;, =
=§ &. — Jezeli zamiast prostej ¢ weZmiemy pod uwage prosts gléwng
y=2» lub z=2Ap wigzki (W), to w miejsce kwadryki I}, wystapi po-
wierzehnia N3, lub M2, utworzona (ust. 1) odpow. przez rzutowe peki pla-
szezyzn (ny) K (), wzgl. (my) R (my), ktérych osiami s proste gléwne ny, my
i my,m,. Skoro za§ wetmiemy jedns z odmiu prostyeh &t = o' (dla 1 =1,2,..,8)
za 0§ peku, to zamiast I'}, otrzymamy wéwezas kwadryke 32, przechodzges
przez prosta si, = o'oicf (ust. 4) powierzehni krzywolinjowej T,
Poszczegélnym prostym ¢, d,..., #2,.--, 84... peku (W), podporzadkowa-
liémy — po wyeliminowaniu wspdlnej kwadryki Aj, — powierzehnie skosne
2-go rzedu I'%, AL,...., N&, Mi,.... 37,... Poniewaz one przenikajg sig w krzy-
wej skodnej S, i tworzacej @, przeto tworza pek kwadryk. Plaszezyzna
gléwna 1 przecina ten pek w peku stozkowyeh (Ch, D, .., Nip. ME,..., 8%
ktérego punktami podstawowemi sg trzy punkty E, F, @ praecigeia sie 1 z krzywg
8% i punkt X == Az, Z rozwaiah naszych wynika odpowiedniodé [1, 1]-znaczna
pomigdzy elementami peku stozkowyeh i prostemi peku (W), a ich utworem
jest 0gélua krzywa plaska L8 rzedu 8-go, klasy 6-ej i rodzaju 1-go. Krzywa
L# przechodzi przez punkty B, F, G, X, przez wierzchotek W wigzki (W), oraz
przez oém punktéw przecigeia sig kazdej prostej s ze stozkows S2, t. zn. przez
kazdv punkt SF = §*sky == 45k
Dowiedli§my zatem prawdziwosei twierdzenia:
Plaszceyzna gldwna A= yz wigeli (W) praecina powierzchnig kraywolinjowq
W5 w stoskowej L2 4 ogdlmej kreywej LP reedu 3-go, klasy 6-¢j ¢ rodzaju I-go.
Obie te hraywe przechodeq preez trzy punkty preecigeia sig plassczyzny A 2 po-
dwdjng kreywa shosng 3-go regdu S powierschni TS Krzywa L3 preechodzi
praez wierecholek wigeki (W). Proste yyp == oy 1 215 = t.L, powierzchni T® sq
siecenemi pojedyriczent stoskowej L2, a mie przecinajg weale krzywej LS. Nato-
miast proste @, = && 1 shy =0c'atay (1 =1,...,8) powierzchni TS sq siece-
nemi pojedyhiezemi kraywej L3, a nie przecinajg weale stoskowej L2
W analogiczny sposéh wykazaé mozemy prawdziwosé twierdzen:
. Plaszezyzna gléwna p=xz wigzki Plaszezyzna gléwna v=xy wigzki
(W) przecina powierzchnie &' w stoz- (W) przecina powierzchnig &% w stoz-
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kowej M2 i ogélnej krzywej 3-go
rzedu M3 Obie te krzywe przecho-
dzg przez trzy punkty przeciecia sig
plaszezyzny u z krzyws skosng S%.
Proste x5 1 2, powierzehni ¥'® g3
siecznemi pojedyiezemi stozkowej M2,
a nie przecinaja weale krzywej M3,
Natomiast proste y;, i €y (1==1,. ..8)
powierzehni &% sy siecznemi poje-
dyfiezemi krzywej M3, a nie przeci-
najg weale stozkowej /2

kowej N® i ogéluej kraywej 8.go
rzgdu N3 Obie te krzywe przecho-
dzg przez tray punkty przecigeia sig
plaszezyzny » z krzyws skosng I,
Proste 2, i y,, powierschni &' g
siecznemi pojedyficzemi stozkowej N2,
a nie przecinajy weale krzywej N,
Natomiast proste 2,, 1 s, (4= 1,...8)
powierzehni @° sy sieczuemi poje-
dyhczemi krzywej NS, a nie przeci-
najg weale stozkowej N3,

icm

Krzywe A% i N3 przechodzs przez wierzcholek W wigslki (W).

Z ustalonej poprzednio odpowiedniosei [1, 1]-znacznej pomiedzy prostemi
peku W (e, d,..., 4,2..), a stozkowemi peku (C%, DY, ..., Ni, M3, ..) wy-
nika, i% krzywa 3-go rzedu I3, bedaca utworem tych pekdw, przechodsi praez
punkty N i N” praecigeia sig proste] y = v ze stozkows N2, t. zn. przez
punkty przebicia sig proste] y z powierschnia skosng N%. Poniewas jednak
kwadryke N}y, bedacs utworem rautowyeh pekéw plaszezyzn () R (ny), pree-
cina plaszezyzna gléwna » wigzki (W) w stozkowej N¥, przeto stozkowa N2
przechodzi przez punkty N’ i N”. — Podobnie punkty M’ i M) przecigcia
sig proste] = Au ze stozkows M3, sy punktami krzywej Lt a poniewaz na-
lezg one do kwadryki M3, bgdacej utworem pekdw plaszezyzn (m,) & (my),
przeto sa réwnies punktami stozkowej M2, powstalej z praecigeia kwadryki
M3, plaszezyzng gléwng . Wykazaliémy tedy, iz: .

Pomigdey kreywemi L3, N* i M* powierzchni kraywolinjowej W5 zachodzi
ven zwigzek, i 1P i N* preecinajg sig w takich dwich punktach, kiore ledq na
prostej gldwnej y = Iv wigeki (W), a kraywe Lb i praecinaje sie w dwdch
punktach, lesqeych na prostej gldwnej == Au tej wiqeki.

W analogiczny sposéh wykazaé mozemy, iz:

Krzywe M3i L* powierzehni &'
przecinaja sig w dwéeh punktach, le-
zgeyeh na prostej gléwnej 2= ui
wigzki (W), a krzywe A/t i N# prze-
cinajg sie w dwéeh punktach, lesg-
cych na prostej gléwnej @ = o tej
wigzki.

Krzywe N3 i Lt powierzehni @'
przecinajy sig w dwéeh punktach, le-
zacyeh na prostej gléwnej y = » 41
wigzki (W), a krzywe N®i Ar2 prze-
cinajy sig w dwdch punktach, lezg-
eych nu prostej gléwnej w==wpu tej
wigzki,

Z uwagi na to, iz rzutowe peki plaszezyzn (1) A (4,), oraz (ny) & (my) po-

siadaja jedng wspélng pare plaszezyzn  homologica

przeto kwadryki A3
102

nych o ==ln i 9, =1Iln,

12 1 My (przechodzgce praez kraywy skodng S3,) posiadajs
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wspblng tworzaes yyp == % Przes punkt Ay, przechodzi stozlowa L a praez
punkt vy, przechodzi stozkowa N2; prosta y, jest.zate'am wsl?élfxaf sieczng
pojedynezs stozkowyeh L2 i N2 Prosta gléwna y==1A» wiazki (W ) nie jest (ust. 1)
dwusieczng krzywej skodnej 83, wige punkty L' i L/ przebl.cm sig el‘emeutu Y
% kwadryka A% sa résne od punktéw N’ i N” przebicia sig prostej y z po;
wierzchnig N%,. Prosta y przecina sig zatem ze stozkowa L* w punktach L
i L/, a ze stozkows N* w innych punktach N i N, A zatem:

Stoslowe L* i N® powierschni kreywolinjowej W8 posiadaje wspdlng si'ecznq
pojedyncat Ya == N1l ktéra lesy na powierzehni &5, oraz ?ospvdlnq‘ dwus.zeczn'q;
yr_—..-.lv, ktéra jest prosta gléwna wigzki (W). Stozkowe L® i N? nie posiadajq
sadnego punktu wspdlnego.

Stozkowe N? i II? powierzchni

Stozkowe L? i J* powierzchni
@5 posiadaja wspélng sieezug poje-
dyhezs 2y, = {10y, oraz wsp6lng dwa-
siecang z= Aw. Stozkowe L2 i M?

W5 posiadajs wspélng sieczng poje-
dyticzs 2, = & &, oraz wap6lng (:lwu—
sieczng &= . Stotkowe N* i M*

nie posiadaja wspdlnego pumktu. nie posiadaja wspélnego punkiu.

Kazda z trzech plaszezyzn gléwnyeh 4, w19 wigzki ('W) przecina zat?m
powierzchnig krzywolinjows T w znieksztalconej krzywej B-go’rzedu, l:o;;t
rozpada sig na stozkows i na ogélna krayws 8-go 'rzgdu. 'Prm:z w1erz}(lzhdole g
kiéry jest (ust. b) punktem poje dyhezym POWIBI‘ZGhn-I. T ) prz;cl c]:{ za“ov;g
trzy ogélne krzywe plaskie 3-go rzgdu. Wnosimy s-ta,d, iz w1e]:zf:ko ) wllia];zb‘
(W) jest punltem pojedyrczym osobliwym badanej powierzehni krzywolin)
wej TS

Uwaga: QOpréez trzech plaszezyzn Ayou i
szezyzny 0 tej charakterystycznej wiasnoei,
w stozkowej i ogélnej krzywej 3-go rzedu.

v, istnieja (ust. 17) jeszcze 52 dalsze pla-
i3 kasda z nich przecina powlerzchnie U*

11. Zajmiemy sig teraz konstrukejs, 1 badafuiem leasnoécirk‘rzy‘w E);ch
skoényeh wyssayeh rzedéw, lezacych na powierzehni kfzy'wo ln‘JOWS‘] kt(.sr

Witym celu wesmy pod uwage stozek I'® Klasy & 1 r?dz'a]u I, z
nalen‘zy.do wigzki (W) i nie jest styceny do zadnej =z osmmz p-a_szczz(zzal
ot (t=1,...,8) tej wiazki, przechodzgeych odpow. przez pros’fe st ‘k;r ( ng
powierzehni WS, Zalozmy nadto, - i% plaszczy'zny gléwn‘e’ﬂ., b 1(1 v v;1?,22ne C)’
s pluszezyznami odpow. u-, v wagl. w-krotnie-styczneni do je l{no i g
stozka I'e. Liczby w, v i w spelniaé muszs oczywifcie warune

pu—1) + $o0—1) + pwl— ) S He—1- -2,

¢ klasy ¢ posiada w ogéluodei §(s—1) (e~ 2) pl‘a-
b, . prayczem kazdy Jego plaszezyzng -krotnie-
o — 1) plaszezyzn podwéjnie-stycznych.

gdyz jednobiezny stozek I’
szezyzn podwdjnie-styeznye

-styezng liczyé nalezy za to( 08
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Z teorji praekestaleer kwadratowych wiadomo, iz pekowi I'(a,...) pla-
szczyzn styeznych do stozka I'* podporzadkowany jest w wiszee (W) pek
plaszezyzn styeznyeh do stozka klasy 2, ktéry rozpada sie na w-krotnie li-
ezony pek plaszezyzn (1), v-krotny pek plaszezyzn (m,) i w-krotny pek pla-
szezyzn (m) — przyezem osiami tych pekéw sg proste gléwne 1, my 1y
wigzki (W) — oraz na pek plaszezyzn I'f(ey,...) styeznyeh do stoska I
Klasy ©= 2¢& — (1 —}~v - w). Plaszezyzny gléwne &, 7y, £, wigzki (V1) 54 odpow.
plaszezyznami & — (v - w)-krotnie-, & — (4 u)-krotnie-, waglednie & — (% ~-1p)-
krotnie-stycznemi stozka I'7. Poniewaz jeduobiezny stozek I' — poza osobli-
wemi plaszezyznami 4, g i » — posiada w ogélnodei

d=34@E—1)(e—2) —du@—1)—}vlv—1)—fww— )=
=3(—1)(—2)—§@* + v+ w—u—ov —w)

plaszezyzn podwdjnie-styeznych (wagl. rownowazng liczbe plaszczyzn g-krotnie-
styeznych), ktore s rézne od plaszezyzn gldwnyeh 4, u, v wigzki (W), praeto —
na mocy przeksztaleen kwadratowyeh — stozel 't posiada réwniez é plaszezyzn
podwdjnie-stycznych, wzgl. réwnowazng liezbe plaszezyzn o-krotnie-styeznyoh,
- Stozek I't jest tedy rodzaju O.

Zauwazyé wkotien nalezy, iz nawzajem pekowi plaszezyzn styeznych do
jednobieznego stozka I podporzadkowany jest w wigzce (W) pek pla-
szezyzn styeznych do stozka klasy 27 =4e—2 (u -+ v 4 w), ktéry rozpada sie
na & — (v -}~ w)-krotnie liczony pek plaszezyzn (%), na & — (w + u)-krotny pek
plaszezyzn () i e— (- v)-krotny pek plaszezyzn (2) — przyezem osiami
tych pekéw sg proste gltéwne a, y 12 wigzki (W) — oraz na pek plaszezyzn
styeznych do stozka klasy

45“2(u+”+w)-(5—1’—~w)-(8~—w——u)-—— (e—u—v)=s

Plaszezyany gléwne 2, w i v wisgki (W) sa odpow. plaszcayznami - (e—

—w—1u) — (¢ —u — v) == u-krotnie-, 7 — (¢ u—1v)—(e—v — w)= v-kro-

toie-, wagl. 7 — (6 —v—w) — (¢ - 0 — 1) == w-krotnie-stycznemi stozka I,
W ust. 6 prayjelismy ,szereg kolineacyjnych wigzek

®)

ktérych wierzehotkami sg, poszezegdlne punkty W, W, W¥ W¥,... kraywej
skognej §%. Jednobieznemu stozkowi I3 wigeli (W) podporzadkowane sy ko-
lineacyjnie w dalszych wigzkach (Wa)y (WEL(WE),... odpow. stozki Fg I'¥s
Iz ktérych kazdy jest klasy T==28— (u—+ v w) i rodzaju (O, oraz
posiada ¢ plaszezyzn podwéjnie-styeznyeh, wazgl, réwnowasng, liezbg plaszczyzn
@-krotnie-stycznych. Trzem Plaszcayznom &, #,, &, wigaki (W1) podporzgdizo-
wane w kazdej z wigzek wypisanego szeregu (6) odpow. plaszcayzny: &, 1y, Gy;
104
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EX, ¥, UF; &, nf §F;. .. sa dla stozkéw T'g, =, I'§v... odpow. p!a.szczyznam_i
,51_,_ (v + w)-krotnie-, &— (w - u)-krotnie-, wzgl. & (u - v)-krotnie-stycznemi.

Z relacjl
4) (W)= (W) (W)a2r (W) (W) =* (W)
ustgpu 2-go, oraz z relacji (6) i (7)
7 (W) a2 (W§), (W) a2 (W5),...

ustgpu 6-go wynika besposrednio, iz jednobieznemu stozlowi I', naleia,cemv,l
do wigzki (W), — podporzadkowane sy w mysl powyzszyeh przeksztalcen
kwadratowyeh odpow. jednobiezne stozki I'f, I'f7, I'§",...

7 relacji (4) wynika wprost rzutowosé pekéw

8 (e, B,..) K I (e, o) R D5 () By o)

plaszezyzn styeznyeh do jednobieznyeh (rodzaju 0) stozkéw klasy & wazgl.
g== 28— (U4 v+ w), a tréjki homologicznych plaszezyzn ?ych pq&-(ow prze-
cinaja sig w punktach: 4 = ce,a, B= 16‘81.32,.. . krzyw’ej, sko‘sne‘]5 C, ktoéra
nalezy oezywikcie (ust. 4) do badanej powierzchni krzywolinjowej &', Krzywa
ta C jest?1) . ,
jednobiesng kraywe, skosng, regdu 5e —2(u v+ -w): klasy 3 (Be—2)—6{u-+
dv-fw) i poregdlu 2(5e— 1)—4(u v ), kidra posiada

d=13E—0(E~2)—s@F*t+w—u—v—u)
punkiow podwdjnych (wzgl. réwnowaing liczhg punktdw wielokrotnych), oraz
dy=6e2e—1)—§(4e—1) (- v+ w)+ 2 (@ 0 + w)? + & (ut 402 4 w?)

punktéw podwdinych pozornych. ’

Przez prosts gléwng z = uv wigzki (W) prze.chodzx — opréez Plasz;fgzu
gléwnych u i », ktére sy odpow. v-, wzgl. w-krotnle-styc.aznem1edo sto_zka, ' k—'~
ieszczé & — (v -~ w) plaszezyzn styeznych do owego stozka I'e. P;Snmwag iag—
‘dej % tych plaszczyan podporzadkowane sa (ust. 1) plaszc?yzny gt wne _1§ ;
wigzele (W,) i (W,), przeto kazda z tych plaszcayzn przecina prosta i = &16
w punkeie krzywej skosnej C. A zatem (ust. 4):

] . s
Proste gy = E,&;, 413 =MW 1 2y ==[1&y powierzehni kI‘ZYW‘OhtD_]OVTeJ- Z _
sq odpow. &— (v + w)-krotnemi, & — (w - u)- wrgl. &€ — (w -+ v)-krotnemi sie
nemi badangj kreywej skosnej C regdu 5&— 2(u -+ v+ w)

1) Dr. Anton Plamitzer, Erzeugnisse projektiver Involutionen héhexsm (.a‘rrs:lde‘sﬁ ?E::i
Triiger unikarsale Gebilde sind (I-e . II-e Mitteilung) Slbzungsbari d. 11;11{; jlf';eN;', 40_;3.
schaften in Wien (Math.-naturw. Kl Abt. II a) Bd. 126 u. 126. Wien N o
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Przez prosty gléwna I, = n,§; wiazki (W,) przechodzi v = 25——(14—}-7;_{_”,)
plaszezyzn styeznych do jednobieznego stozka I'Z, a mianowicie: plaszezyany
gléwne 7, 1 §, = kibrych pierwsza jest & — (w - u)-krotnie-siyczna, a druga
¢ — (4 4 v)-krotnie-styczna, oraz dalsayeh v —(e —w —u) — (6 —u —0) =4
plaszezyzn styeznych yy,... Podobnie przez prosty gléwna I, wigzki (1),
opréez plaszezyzn gléwnyeh 7, i §,, przechodzi u plaszezyzn styeznych p,,...
do storka I's. Poniewaz elementom y; i yy, .. podporzadkowana jest w wiszee
(W) plaszezyzna gléwna 4, przeto punkty Ayy,... leza na badanej krzywej
skosnej € rzgdu 5&—2(u +-v - w). Z rozwazal ust. 10-go wynika jednak,
iz owe punkty Aypp,... sa réwniei punktami stozkowej L2, praynaleznej do
plaszezyzny gléwnej 1 i powiersehni kraywolinjowej #% Wykazalidmy tedy,
i stozkowa I i jednobiezna kraywa skodna G ragdn Bz ~-2(u~v-4-w) prze-
cinajg sig w u punktach Ay;y,.... Plaszezyzna 4, opréea owych # punktéw
291Ye,...; posiada jeszoze Be—Bu— 20 —2w dalszyeh punktéw wspélnych
z krzyws skodng €. Poniewaz kasdy = tych ostatnich punktéw lezy na po-
wierzehni @, przeto (ust. 10) musi lezed na ogéluej kraywej plaskiej L8 rzgdu
8-go. Po uwzglednieniu roswazaf ust. 10-go, dochodzimy do twierdzenia:

Jednobiezna krzywa skosna C rzedu 5e —2(u - v w), lezgea na po-
wierzebni kraywolinjowej @5, preecina sig ze stoskowemi L2 M* i N® tej po-
wicrzehni odpow. w w, v, wagl. w punkiach, a z ogdlnemi kreywemi plaskiemi
3-go reedu L3, M3 i N® tej powierzchni &' preecina sig odpow. w e - 3u
— 2y —2w, 5e—2u—23v— 2w, wigl. 5e— Qu— 2v— Sw punktach.

Korzystajae = relacji (6) tego ustgpn mozemy, zamiast wigzek (W) i (W),
wzisé pod uwage wigzki (W#) i (W§). Homologiczne plaszezyzny @, 1 a,
wzgl. af 1 af tych kolineacyjnyeh wigzek przecingja sig w jednej i tej samej
(ust. 6) dwusiecznej a;, = o, @y = a*a krzywej skodnej S3,. Wowezas w miej-
sce relacji (8) otrzymamy rzutowodé trzech pekdw

(9) Te(a,,...) K T¥(af, B¥,...) & T (ak, BF,. )

plaszezyzn styeznych do jednobieznych stozkéw klasy &, wagl, =2z — (u#— v-+w).
Homologiczne plaszezyzny tych pekéw przecingjy sie w punktach 4= o afaf,
B = BB¥BY,..., ktére sg, cezywidele punktami 4 — Gy = @ Oy, B == b, =
=fB:f,..., kraywej C. A zatem:

' Jednobicina kreywa skosna C rzedu 5¢—2(u+ v+ w), lezgea na po-
wierschni @F, mose byé whworem takich traech reutowych pekdw plaszcayen, kidre
spetniaje relacie (8) lub relacje (9).

Cheae poznad inne sposoby syntetyeznego tworzenia. krzywej C, wedmy
pod uwage — p. relacja (8) i (9) — dwa rzutowe peki plaszezyzn °

, TR Ty wigl (I'#) & (I,
106 ’
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Homologiczne plaszezyzoy tych pekéw przecinajs sig w prostych: a,, = a0, =
= aaf, by == 00, = BBF,..., kibre sy ) tworzacemi jednobieinej (rodzaju 0)
powierachni skosnej I'%y stopmia 27 ==4e—2 (u+ v+ w) i porzadku 2(4e—1)
—4(u-Fo-}-w). Wierscholki Wy, W,, Wi, W¥,..., stozkéw podstawowych
uwazanyceh pekow, t. zn. poszczegblne punkty kraywej skosnej S, sg ) punk-
tami 7 == 2& — (1 ~} v -+ w)-krotnemi powierzchni I'}, a proste xy, = £ &, y1. =
= 1 zy=~0L sa odpow. &— (v w)-krotnemi, E —(w + u), wagl.
& — (u -1 v)-Trotnemi tworaqeemi powierzehni I'fj. Owa powierzchnia skoéna po-
siada nadto 6 = § (e —1) (6—2) — §(u® -} 02 4 w? — u — v —w) tworzgeych po-
dwdjnych, wagl. réwnowainy liczhe tworzaeych wielokrotnych.

Powierzehuia skoénn ' przenika sig 2 powierzchniy krzywolinjows 2° w krzywej rz(;d}l
107 == 208 — 10 (& = v -} w), ktéra rozpada sig oezywicie na 2¢ = d2— 2 (u - v - 1o)-krotnie
liczong krzyws skodng 3-go rzedu 8%, na &— (v -+ w)-krotng prosts @, = £ &, na e—(w-u)-
krotng prosty 9y, na e— (4 4 v)-kroing prosta 2, i na krzywa skodng C rzgdu be—2(u -+
v w).

Za poérednictwem relacji (8) lub (9) ustanowié mozemy rzutowosé
I’s(aa 18: "') R Fg(ams bws“ )

pomigdzy plaszezyznami styeznemi e, ;... do jednobieznego stozlvaa PE, klflsyzs
i tworzsk.cemi Qg == 0 0ty = ko, byg,... jednobiesnej powierzchni skosne:] IE
stopnia 26 ==4&— 2 (u - v+ w). Utworem tej rzatowosei jest 2) badara jedno-
bicsma kreywa skosna C regdu 5e—2(u -+ 4 w), jako mle_]sea*gehametryczne
punktéw A== aay, = ¢, = cofef, B=Fb, = 38,8, = BL¥BE, ... .

Skoro wesmiemy pod uwage — p. relagje (8) — dwa rzutowe peki pla-
szezyzn

(I ~ (1)

to utworami ich sa!) jednobieine powierzehnie skosne 17 1 Iy st(.).pma
e+ r==8ec—(u- vt w) i porzgdku 2(8e—1)—~ 2 (u 4v +w). Zrelacji (8)
wynikajg wprost rzutowosei

T (Cory bogy o) & T3, By--), oraz Lo (dog, Bogy-- ) A Di{en By -0)

pomiedzy tworzicemi @, = &, by =B .. powmr?chm Iy i piasz—e_zyzgaml

Oy, By, ... Styeznomi do stozka I'f, oraz tworzacemi g == 0 O, nziﬂmigt”

powierzehni I, i plaszezyznami a, f,... stozka I, Homnlogmz;: ebe —)—r

tych utworéw przecinaja sie %) w punktach A ==yt =a o0, B= glbfﬁt';d-;

=B 0:Bs..., wagl. punktach A=y = & &0, B ="by B, = B8P

nej jedmobienej kreywej skoinej C rzedu 53—2@4 —+ v+ w) ¢ motom
W analogiczny sposéb, korzystajac z relacji (9), skonstruowaé mozemy

wzgl. (I R (T'D

%) Dr. Anton Plamitzer, L o (I Mitteilung) Nr. 11--13.
%) " 1. e (I . ) Nr 32
’ ’ 107


GUEST


30 A. Plamitzer

jednobieéne powierzchnie skosne I'§ i I'§, bedace ubworami rautowych pekéw
plaszezyzn

(') & (I'f)
Z dotychezasowyeh rozwazan wynika, ze:

Preee jednobicgng lraywe skosng C razgdu 5e—2(u v w), loiges na
powiexzehni krzywolinjowej @, preechodey jednobicine powierzchnic skosne
I, Iy, Log, I, T, ; pierwsza z nich jest stopnia 27 = da— 2 (i -}- ~+ w)
i porzadkun 2(4e—1)—4(u -+ v+ w), kazda z pozostalych powierzehni jest
stopnia 3&— (% {-v 4-w) i porzadkn 2(8e—1)—2 (u -~ v -} w). ‘

Z latwodein zauwazymy, e na dowolnej plaszezyinic stycanej a wspél-
nego stozka kierowniezego I'* powierzehni skosnech Iy, Iy, I'E I'% ... lozg
tworzgee: ag == 0w ay, ap==ady, of =aaof, af=aaf,... tych powierzchni,
Owe ’tworza,ce wyznaczajs pek prostych A (aqy, agy, o, 0f,...), ktbrego wierz-
cholkiem jest punkt A =ao 0y =acfef =...=aaq, krzywej skoduej C
rzgdu Be— 2 (u ~}- v -+ w).

wegl. () & (I'#9).

12. Zamiast stozka I's wesmy teraz pod uwage jednobiezny stozek I
klasy &, ktéry nalezy do wigzki (W) i nie jest styezny do éaduej z ofmiu
I)Ifxszczyzn o' tej wigzki. przechodzgcych odpow. przez proste s, = o o} 0§ po-
wierzchni @%, Niecha] plassczyzny gléwne 4, i wiszki (W) beds plaszezy-
zuami odpow. «'-, v'-, wagl, w'-krotmie stycenemi stozka I'¥.

] Tt.emu stozkowi podporzgdkowane sg w wiazkach () i (Wy) dwa (ust. 11)
Jjednobieine stozki I'y i I'f’ klasy o = 2 — (' o 4 w'). Plasuczyzny eléwne
& my &y wingkd (Wy) — (wagl. &, 75, &, wiagki (W) — sa odpow. plaszezy-
zoami &— (v’ - w')-, &— (w' 4 u')-, &— (' +-v')krotnie-stycznemi stozka i’,"
(wzgl. stozka T'%).

: ‘Z rozwazan ust. 11-go wynika, iz za posrednictwem stozkéw eIy
1 F§ otrzymamy na powierzchni ¥'s lezgeq jeduobiezng krzyws skosng ('
ragdu Be' — 2w o' - '), klasy 3(6e—2)—6w v+ w) i porsgdku
266’ —1) — 4w + o 4 w).

C‘elerr'l wyznaczenia liezby punktéw praecigein sip krzywych C i €, zau-
'Waz‘ymy, iz plaszezydnie w-krotnie-stycanej A stoska I'¢ 'podporzeydkowauyel'x
Jest: u plaszenyzn B;,... w wigzee (W;), ktére przechodzy przéz prosta gléwng
L=l tej wiazki i sg styczne do stozka 7' klasy o == 2¢ — (u -4 v 1), —
oraz u plaszezyzn f,,... w wiszce (W), ktére przechodza, przez prosty gléwns
l2:~—~772§2 tej wigzki i sg styczne do stozka I, Natomiast plaszezyznie u-kro-
tme-@ycznej 4 stozka I'¥ podporzgdkowanyeh jest: ' plaszezyzn f,...
w wigzce (W), ktére przechodzs preez I, i sa styczne do stozka ﬁ{', — o’raz
w’ plaszeayzn 8;,... w wigzce (W), ktére przechodzs, praes I, i sa styczne
do- stozka I'f. W ogélnym przypadku plaszeayzny 6, i 8i,..., oraz By 1 fs,...
83 1zne od siebie, a tem samem punkty B = 18,6,,.. krzy e

. krzywej skognej C
108 . ' J‘ !
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(ust. 11) nie lezs na kraywej C', a punkty B'=184;,..., krzywej skosne]
¢’ weale nie lezg na kraywej €. — Te same uwagi stosujg sig do dwéeh
pozostalych plaszezyzn gléwnyeh p i v wigzki (W)

Podobnie &— (v -+ w)-krotnie-stycznej plaszcayznie & stozka I'f podpo-
rzgdkowanych jest (2—v-—w) plaszezyzn e,... w wigzce (W), ktére przecho-
dug, przez prosts gléwny a = pv tej wiazki i sa styezne do stozka I'". Pla-
szczyinie & — (v’ - w')-krotnie-styeznej & stuska I'Y podporzgdkowanych jest
(e'—v'—w') plaszezyzn o,..., w wigzce (W), ktére przechodzs przez x i sy
styczue do stozka I¢. W ogélnym praypadku plaszezyzny ¢ i.4a',... 8g
rézne od siebie, & tem samem punkty 4 =c§§,... kraywej C nie nalezy
do krzywej €', a punkty A" = «'&&,,... krzywej C' nie nalesg do krzy-
wej C. — Te samo uwagi stosujy sie do dwdch pozostalych plaszezyzn gléw-
vyeh #; i G wiazki (7). .

Stozki I'c i I' o wspSlaym wierzehotku W, préez plaszezyzn gléwaych
4, w i v wigeki (W), — ktére ss odpow. plaszezysnami u-, v-, wzgl. w-kro-
tnie stycznemi stozka I'¢ i réwnoeze$nie w'-, -, wazgl w'-krotnie-sty cznemi
stozka I'¢ — posiadaja jeszcze

© = && — (w4 vv' 4 ww')

dalszyeh wspdlnyeh plagzezyzn styeznyeh p,... Podporzgdkowane im plaszezyzny
yy,++. wisgki (W) sy wspdlnemi plaszezyznami stycznemi do stozkéw I'71 I'Y,
a plaszeuyzny y,,... wiszki (W,) sa wspblnemi plaszezyznami styeznemi do
stozkéw I'z 1 I'g.
Do tego samego wyniku dojdziemy, jesli weZmiemy pod uwage dwa stozki
op.- s i I'¥ Klasy v=2¢-—(u+v+w) wagl. ¢ = 2¢ — (@ 4o + w’):
Oprées plaszezyan glownyeh &,y & — ktére sg odpow. plaszezyznami
g (v w)», &€—w-tuy - (4 -+ v)-krotnie-stycznemi do stozka I'f, oraz
& - w)- &— W -Fu), &— W+ o'\ krotnie-styeznemi do stozka I'f —
owe dwa stozki posiadajg jeszcze
7% — (6—0—t)) (& ' — ") — (£—tw—1t) (& ~—t'—w') — (e — — ) (g'—u'—0' )=
= g&' — (uu' oo’ fww) =
wspélnych plasaczyzn styeznyeh yy,... Blementy homﬂlngi?znery,... wigzki (W)
sa wapSluemi plaszezyznami styeznemi do stozkéw I'e i I'*, a plaszcz.yznylr
Yo... winzki (W,) sn wspélnemi plaszczyznami styeznemi do st'ozkf')w 1’; i ry.
Z vowwazah tyeh wynika, iz kazdy punkt y7y;y,, przecigeia sig t.roﬁn ho-
n oy, 9y iy jest punktem krzywej skosnej Ci zarazem

mologicznyeh plaszeayz
o eays Krzywe te posiadaja zatem @ takich wspélnych

punktem krzywe]j skosnej C'.
punktéw. ’ . »
Gdybyémy — whrew dotychezasowym zalezeniom — przy_).gh, sz posr?d @;
plaszezyzn @, iu plaszesyzn By (przechodzacych przez prosts l,) zjednoezylo sie u
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plaszezyzn B, =fi,... wigzki (W), to podporzagdkowane im plaszezyzny w koli-
neacyjnej wigzce (W) bylyby tez elementami zjednoczonemi 8, = f;,... Na
plaszezydnie gléwnej A wigzki (W) otraymaliby$my woéwezas w® punktéw
B= 14,8, = 18, 3==B' przecigcia sig krzywych skosnyeh C i €. Jednak
z uwagi na to, iz stozki I't i I'Y, opréez plaszezyzn &, m, i fj, posiadaé mogy
tylko @ wspdlnych plaszezyzn styeznych, przeto na te liczbe sklada sig o
plaszezyzn B, =@, ..., oraz (w —uY plaszezyzn y,,... W rozwazanym teraz
przypadku kraywe skosne €' i O’ przecinajg sig réwniez tylko w © punk-
tach. — Do tego samego wyniku doszlibySmy, gdyby z posréd (& — o — w)
plaszezyzn o 1 z posréd (&€—v'—w') plaszezczyzn o' (przechodzgcyeh przes
prosta #==pv) zjednoczylo si¢ u* plaszeayzn a = o',... wigzki (W). Na liczhe
o wspéloych plaszczyzn stycznych do stozkéw [ i I'* skladaloby sig
plaszezyn o= o',... oraz (0 —u*) plaszezyzn y,... — A zatem dowiedliémy
prawdziwodei nastepujacego twierdzenia: '

Duwie dowolne jednobiedne kraywe skosne C rzedu He— 2 (u +w) i
-rzgf)lu ?8’—2(u’+v’+w'), lezace na powierzchni krzywolinjowej ¥'8, proeci-
najg sig w ee’ —(uw - 00 - ww') punktach.

) Prze? krzyws C przechodzi (ust. 11) jednobiezna powierzchnia skogna
Ig stopxzm 27 =4de—2(u-+ v+ w), ktéra posiada & — (v 4 w)-krotng tworzaes
2y = £1&y, € — (w-w)-krotng tworzges ¥y =mny 1 & — (u - v)-krotng ‘two-
Y2808 21 = 81y, oraz 2e — (w4 v -+ w)-krotng krzyws skosug 8-go rzedu Si.
Podok?me przez krayws O’ przechodsi jednobiezna powierzchnia skosna I‘%Z’
stopnia 2fpf= 4& — 2 (0 4+ o' 4 w), dla ktdrej proste @y, gy, i 2y, 88 odpow.
tworzacemi &'— (o' - w')-, &— (W' ++4')-, &— (&’ -+ v')-krotnemi, a kraywa 3-go
rzedu 8, krzlywa, 2¢ — (W 4o 4~ w)-krotng. Nadto — jak z poprzednich
rozwazah wynika — powierzchnie I'% i F2Z posiadaja wapélnyeh tworzg-
eych ejp==yy,,... Powierzchnie te przenikajs sig w krzywej rzedu 27 .2¢ =
=[4s—2 (u v+ w)] [4¢— 2 (' 4~ o' 4 w")], ktéra rozpada sig na  prostych
Cigyeeey DB e—(@—v4uw)] [2¢' — (W 4 o' 4 w')]-krotnie liczung krz_y.rwa,
skosng 3-go rzedu 8%, oraz na (¢ — o — w) (¢— v'— w')-krotnie liczong, prosty
Fygy 1 (6 — w —u) (¢— w'— u')-krotng prosty gy 1 na (e—u—v) (&'— w'— o)
-krotng prosts zy,. (

Krzywa 'skoéna C rzedu He—2(u~+v-w), lesgea na powierzchni 1'%
przecina powierzchnig skofng I stopnia 27/ = de'—2(w o' +w') w v

(68 —2(u v+ w)] [4e' —2 (o + o'+ w'))

%&flftad;,, ktér.e leze¢ muszg koniecznie na krzywej przenikania sig powierzehni
2107, Kazda z @ wspélnych tworzaeych cpy,... tych powierzchni i
krzyws C wjednym punkei ‘ iow et o b ).

jednym punkele ¢,y = yy,y,. Poniewaz prosta a,, jest &'— (' 4u')-

-Krotng tworzacs 12 —
- p 1 (
krot twor owlerzenn I st 11 zarazem £ v + kIObDfﬁ
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gieczng krzywej C, przeto mamy (¢ —ov —w) (§—o'—w') punktéw przynales-
nych do prostej i krzywej skosnej C. Pudobnie mamy (¢—w—u) (&'—w'—u')
punktow, lezacych na proste] y,, i krzywej C, oraz (¢ — u—1v) (&'— w'—7')
punktéw, praynaleinych do prostej ey, 1 krzywej C. Pozostale dopiero punkty
w liczbie

(Be— 8(u—v 4 w) [26 — (' + o 4 w)]

gy takiemi punktami praecigeia sig krzywej C z powierzehnis I'ff, ktére
lesg na krzywej skodnej B-go rzedu 8%.  Poniewas jednmak 5% jest
Q¢ — (w4 v/ w')krotng krayws powierschni I'%, przeto w kaidym punkeie
proecigeia sig kraywyeh O 1 8%, zjednoezylo sig 2¢'— (u'4 v'4-w') punktéw
proecigeia sig kraywej C z powierzchniy Fig. Wnosimy stad, ze:

Jednobicina kreywa skosna C rzdu 5&— 2(u - v+ w), lezaca na po-
wierzehni krzywolinjowej 0, preecina sig 2 kreywq podwdjng 3-go rzgdu ISEN
tej powierschni w 8¢ — 3 (v +w) punktach.

13. W rozwazaniach ust. 11-go i 12-go prayjmowali$my w wigzce (W)
takie jednobiesne stozki I klasy & ktére nie byly styczne do adnej z o$miu
plaszezyzn ot (1==1,2,...,8) tej wigski, przechodzaeyeh odpow. przez proste
= ¢ ot o} powierzchni kvaywolinjowej Z°.

Zaléimy teraz, iz dla jednobieznego stozka T'e klasy & plaszezyzny gldwne
A, piv wigeki (W) sy plaszezyznami odpow. #-, v-, wegl. w-krotnie-styceneni,
a plaszezyzny o = Wby (1=1,...,8) %] wigzki sa odpow. plaszezyznami
o-krotnie-stycenemi. Liczby w, v, w 1 ¢ spelnia¢ musza (ust. 11) oezywiseie
warunek

jule— 1)+ ol 1)+ ju— 1)+ Je@—D S4E—1E—2)

93
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Plaszczyznom o* wigzki (W) podporzadkowanyeh jest (ust. 1) w wigzee
(W) ofm plaszezyzn of == W, sh, » kazdy element of jest (ust. 11) dla jedno-
bieznego stozka I't klasy == 25 — (u -+ v -+ w) plaszezyzng q*-krotnie-stycena.
Podobuio kasdej plaszcaydnie of (1==1,..., 8) wiazki (W,) podporzadkowane
sy w wiggkach (W), (W¥), (W§)..., tworzacych — ust. 6 relacja (6) — sze-
reg kolineacyjnyeh wigzek, plaszeayzny of, o, o, A kazda z nich jest
odpow. dla jednobieznego stozka 1'f, I'#, I'#,... plaszezyzng g'-krotnie-stycend,.

7. vozwagzah ust. 11-go wynika bezposrednio, Ze :

Jednobiesna kreywa skosna G regdu 58 — 2 v 4 w), lezaea na po-
wierzehni krzywolinjowej s, rospada sig na proste Sy = 0* 0} 05 ==C" o o
(1=1,2,...,8), z kidrych kasda jest prostq g-krotng, oras na kreywa skoéna

“ 8
O, regdu 58 — 2 (u-+v-w) —2g-
b=l
111
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Korzystajac z relacji (8) ust. 11-go, weZmy pod uwage dwie dowolne
tréjki homologicznych plaszezyzn np. @, @y, @y 1 §, 8, B, styczayeh odpow. do
stozkéw I'¢, I' i I's. Plaszezyzny te przecinajy sig w punktach 4 = ¢ ey q,

i B= 38,8, krzywej skosnej C; rzedu He— (u—+v-4w)

szezyzna @, pozostajae stale styczng do stozka I'¢, zdazaé bedzie do polo-
zenia granicznego B, fo réwnoczesnie plaszezyzna a;, pozostajyc stale stycang
do stozka I't, zdgsad bedzie do polozenia granicznego i, a plaszczyzna a,,
pozostajae stale styezns do stozka I'§, zdazaé bedzie do polozenia granicznego
B;. Réwniez i punkt 4 = e e,0, krzywej skosnej C;, pozostajge stale punktem
tej kraywej, zdgzaé bedzie do polozenia granicznege B = (8,8, Weimy teraz
pod uwage trzy homologiczne plaszezyzny o* of i df, styczne odpow. do stoz-
kéw I's, I't i IT's, ktére przechodzs przez prosty sh,== ¢*o}cs. Skoro pla-
szezyzna @, pozostajac stale styczns do IS, zdyzaé bedzie do polozenia gra-
nicznego ¢*, to réwnoczednie plaszezyzna e, zdazaé bedzie do polozenia gra-
nieznego of, a plaszezyzna @y do polozenia granicznego of. Réwnoczeénie punkt
A= a e, pozostajge stale punktem krzywej C), zdazaé bedzie do polozenia
granieznego, ktéry to punkt oznaczmy symbolem §. Oczywiscie przez dw punkt

8
— ¢t Skoro pla-
]l

8 kraywej skosnej G przej$é muszy trzy homologicane plaszezyzny ot 011 ¢f

Whoosimy stad, iz 6w punkt S kraywej C; ledy na prostej siy = ¢* of of.

Z uwagi na to, iz kazda z tych plaszezyzn o', o}, ¢f jest odpow. plaszezyzng
¢-krotnie-styczung do stozka I's, I, wagl. IY, przeto na prostej sk, lezy
¢* punktéw krzywej skosnej C;. A zatem:

Skoro jednobieéna kraywa skosna C reedu 5e— 2(u-f-v--w), leiaca na
powierzehni krzywolinjowej T®, rozpada si¢ na proste siy (t =1,..., 8), z kté-
rych kazda jest prostq g--krotng, oraz na kraywq skosng Gy regdu 5&— 2 (u-+

+otu)

Z rozwazah ust. 11-go wynika, iz

8
—2¢, to wowezas: kagda prosta sk, jest g-krotng siccenq kreywej C.
=1

Proste 2y, ;5 1 2, powierzchni krzywolinjowej &% s odpow. & — (v 4 w)-,
e—(w+u), wagl &— (u+-v)-krotnemi siecenemi badanej kreywej skosnej Oy

Z zachowaaia sig prostych sh, wzgledem stozkowej L i kraywej plaskiej
L3 (ust. 10) i twierdzenia ust. 11-go wynika:

Kraywa skosna Cp rzgdu He — 2 (u v 4 w) — E’ g , lezgea na powierzchni

WS, preceing sig ze stoskowemi L% M* i N? tej pow1erzchn1 odpow. w u, v,
wagl. w punkmch a 2 ogdlnems /crzg/wem% plaskiemi 3-go 'rz(’du Ls, Mo i N®

powierzehni !D'B preecing sig odpow. w 5e — Su — 20— 2w — Eq‘, bg—2u—

3v—-2w—2‘g, wzgl 5e— 2u— 20— 3w — EQ punktach. -
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Wiadomo nam, iz krzywe skosne C i S}, przecinajg sip (ust. 12)
w 8e&—3(u v w) punktach. Poniewas kazda g*-krotna prosta Sk jest dwu-

sieczng kraywej S}, przeto na owych oémiu prostych lezy ..SJ 2 ¢* punktéw prze-
cigeia sie z krzywy S%. Pozostale punkty w liczbie 8 — 3(14—{—11 + w) — 3 2¢°
nalezg do krzywyeh C, i S§,. A zatem: o=t

8
Kraywa skosna C; ragdu 5 — 2(u-+ v w)— J¢¢, lezgea na powierzeh-
=1

ni B preecing si¢ z kreywg podwding 3-go  reedu  S3

w 8e—3(u-t+v-+w)

Skoro ohok stozka I'¢, przyjmiemy w wigzee (W) drugi jednobiezny sto-
zek I'# klasy ¢, dla ktérego plaszezyzny gléwne A, p i » sg odpow. pla-
szezyznami u'-, v'-, w'-krotnie-stycznemi, a plaszezyzny o* 1 =1,..., 8) sy pla-
szezyznami ¢'*-krotnie-stycznemi, otrzymamy na powierzehni IS lezacs krzywa

skosng C; rzedu be' — 2 (w'-+ o'+ w’)—ésfq", dla ktérej kazda prosta sk, jest
=1

g*-krotng sieczng. W ogélnym przypadku punkty krzywej C;, leigce na
g-krotnej siecanej sy, sa réine od punktéw przecigeia sig prostej s
z krzyws Cj.

W analogiczny sposéb do rozwazan ust. 12-go dowiedziemy prawdziwosei
twierdzenia:

tej powierzchni

8
— J2¢* punktach.
1=l

Duwie dowolne kwyum skosne C; rzedu 5e— 2 (u—~v -+ w) — Eq i C; reedu
5 — 20w+ v+ w’)——E q", lezgce na powxsrzchm krzywo}anoweJ U5, prae-

cinajo sie w g’ — (uu’+uv’+ww)—.§’q ¢ punktach.

14. W trzech ostatnich ustepach badalimy wlasnodei krzywyeh skosnych
wyiszych rzedéw, ktére nalezs do powierzchni krzywolinjowej TS Teraz zaj-
miemy sig szezeg6lnemi praypadkami tyeh krzywyech.

Skoro przyjmiemy wartofei: e=1, u =v=w=¢*=0, to — poréwnaj
relacje (8) i (9) ust. 11-go — otrzymamy rzutowosei pomiedzy pekami pla-
szezyzn
(81) {0y B,..) N Ii{og, Byy- ) K T (e B, - 0),

(%) ¢(@ B, ..) A I (o', BF,..) R I'52 (o, 5, -,
przyezem of ¢ jest dowolna prosta wiazki (W), a podstawami dalszych pekéw
sy stozki 2-ej klasy, naleigce odpow. do wigzek (W,), (Wy), (W¥), (W§),...
Utworem tych pekéw rzutowyeh jest (ust. 11 i 13) na powierzehni krzywo-
linjowej @S lesgea:
Jednobiesna kreywa skosna C° reedu 5-go, klasy 9-ej, porzadku S-go,
13
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ktéra posiada 6 punkidw podwdjnych pozornych. Prosta ¢ jest*) siccong
czterokrotng kraywej CP.

Rautowe peki plaszezyzn
FHREFY wegl (TR

utworzy jednobiezng powierzehnie skosng I'y stopnia 4-go i porzydku 6-go,
z krzyws podwdjng S}, ktérej tworzacemi sy proste @y, = @, @y = a o,
by = b1 By = B f§,... Natomiast rzutowe peki

ORI, @ORTD, ORITY), ()& T§),...

utworzs, jednobieine powierzchnie sko$ne 3-go stopnia 1 4-go porzadku Y,
Iy, I'ss, I'Es,..., ktére posiadaja wspblng kierownice podwding ¢. Tworzacemi
tyech powierzehni sy proste: ay=ca,...; ay=aa,..; ay = aaf,...;

ag==aaf,...;... Z relacyj (8;) i (9,) wynikaja wprost rzutowosei

e(@,...) R Ly (Ggye- ) Fu(ao.) R If(ay,.), T (ag,...) R Li(a,..),
s (ag,...) R I§2(af,...), Ig (ag,...) K ¥ (af,...),...

a ich homelogiczne elementy prazecinaja sig w punktach: 4 = €0y == Gy, Oy =
g @ = ag; 0 == af of = ... =, ay,... kraywej skosnej C5,
Z rozwazat ust, 11-go wynika, ze:

Preez jednobieény kraywe skosng CF, lezaca na powierzehni krzywolinjowej
T*, preechodeq jednobiesne powierachnie skosne I, Yy, Iy, TéEs, I'§s,... Do-
wolna plaszezyzna « peku () preecina owe powierzehnie skogne 3-go stopnia
W peku prostych A (ag, ag, a3, a3, ...), ktérego wierzeholkiem jost punkt 4=
= e, =aafaf =... kraywej skosnej C°.

Oznaczmy przez ky, &y, k¥, kf,... pojedyricze Kierownice wypisanyeh po-
wyZej powierzchni skognyeh 3-go stopuia i zbadajmy zachowanie sig tych
kierownic wzgledem krzywej skosnej C», Niechaj kierownica np. &, powierzchni

% przetuie trzy tworzace By, coy i dog powierzchni I'}, w punktach B, C'i D.
Owe trzy tworzgce przecinaja oezywiseie kierownice poedwdjng ¢ powicrzehni
I". Skoro wesmiemy pod uwagg tworzges up. byg, to plaszezyzna § = chy,
peku (c) przetnie powierzchnig I, w tworzaeej by, = f8,, ktéra koniecznio
przej$é musi przez punkt B =gk, pojedyiiczej kierownicy k, tej powicrzchni
I'y. Poniewaz przez punkt B przechodzs dwic tworzace byy i by, przeto pla-
szezyzna == by, by, przecina wypisane powyzej powierzehnie skodne 38-go
stopnia w poku prostych B (b, by, b8, bi,...), & wierscholek B tego peku jest
punktem krzywej skognej C5. — W podobny sposéb wykazemy, iz dwa dal-

Y) Dx. Anton Plamitzer, L e (II. Mitteilung) Nr. 41.
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sze punkty C i D przebicia sig kierownicy % =z powierzchni@ I, s réwniez
punktami krzywej C°. Wnosimy stad, iz kierowniea %; jest trdjsieceng krzy-
wej skosnej CP. A zatem:

Badana jednobicéna kraywa skoina C% =z jedng caterokrotng sieczng ¢,
posiada nieskovceenie wiele prostych trdjsiecanych, ktéremi sy pojedyheze kie-
rownice &y, ks, &, k5, ... jednobieznych powierzchni skofnych I3, IS, I'&8, I'&S....
stopnia 3-go; kreywa skosna C° nalesy zatem?) do gatunku I-go.

Z rozwazan ust. 11-go i 12-go wynikajs zaleznosei:

. Proste @5, g5 1 2, powierzchni krzywolinjowej &S sy siecenemi pojedyi-
czemi krzywej CO°. Krzywa skosna C5 nig preecina sig weale ze stozkowemi
L2, B2 i N2 powierzehni ¥'s. Kraywa C5 przecina w picciu punktach kazdg
z trzech kraywych plaskich :-go rzedu LS, M® i N® powierzehni @'S. Kraywa
skosna C® z krzyws podwdjng 3-go rzedu Sj, powiersehni @S przecina sie
w osmiu punktach. Dwie dowolne krzywe skosne C5 i €', lezgee na po-
wierzehni @°, preecivajy sig w jednym i tylko jednym punkeie.

W dotychezasowych rozwazaniach tego ustepu prosta ¢ wiguki (W) miala
polozenie dowolne. Zalézmy teraz, iz ¢ przecina krzyws skosng S3, w punk-
cie Wi. Z relacji (9;) wynika, iz w miejsce powierzchni skofnej I'&* otrzy-
mamy w tym przypadku jednobieiny stozek 3-go rzedu i 4-ej klasy, ktérego
wierzcholkiem jest punkt W a tworzaca podwéjng prosta c. Pomigdzy two-
rzgeemi tego stozka i plaszezyznami stycznemi stozka I°¥? zachodzi rzutowosé,
ktére] utworem jest krzywa skofna CF posiadajaca?) punkt podwdjng W
i pigé punktébw pozornie-podwéjnych.

Niechaj prosta ¢ begdzie jedyna dwusieczng kraywej 8%, praechodzacs
przez wierzeholek wiazki (W). Skoro W§ i W§ sa punktami przecigeia sig
dwusiecznej ¢ z krzyws S3,, to zamiast powierzehni skodnyeh I'E8 i Fis
otrzymamy dwie powierzchnie stozliowe 3-go rzedu a badana krzywa skoéna
C5 posiada¢ bedzie wéwezas dwa punkiy podwdjne Wi, W§ i cetery punkty
pozornie-podwdjne.

15. Przez wierzcholek wiszki (W) poprowadémy taks of ¢ peku pla-
szezyzn (c), ktéra praecing jednsg z ofmiu prostych s, == o ¢! 0§ powierachni
&%, np. prosty si;,. Wowezas — dla e=g'=1, y=v=w=—¢'=0, 1==2,..,8 —
jednobiezna krzywa skogna C® rzgdu 6-go i gatunkn 1-go (ust. 14) rozpadnie
sig (ust. 13) na prostq sye 1 na kreywq skoing 4-go reedw Of, dla ktérej sk,
jest sieceng pojedyficeq. Przez znieksztaleons C° przechodzi (ust. 14) powierzch-

Y) E. Pascal (tham. 8. Dickstein), Repertorjum matematyki wysszej. Tom IL Geo-
metrja str. 321, Warszawa 1901.
%) Dr. Anton Plamitzer, 1 ¢ (Il Mitteilung) Nr. 30,
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nia I}, a eztery punkty przecigcia sig osi ¢ z I'% sy punktami tej krzywej.
Poniewaz jeden z tych esterech punktéw lesy na tworzgeej sk, = ol o} po-
wierzchni I}y, przeto trzy dalsze punkty nalesg do krzywej Cf Krzywa skodna
4-go rzedu Cf posiada trdjsieceng ¢ i nalezy wobec tego do gatunku 2-go.

Z rozwazah ust. 13-go wynika bezpoérednio:

Proste @9, 913, 215 1 8}y, powierzchni U% sy siccenemi pojedyriczeni krzy-
wej Cf Krzywa skosna Of nie preecina sig weale ani z prostemi s}, (1 =2,....8),
ani zo stozkowemi L2 /* i N® powierschni %% Natomiast kraywa Of proe-
cina w ceterech punktach kazds z trzech krzywyeh plaskich 3-go rzedn L3,
M# i N* powierzchni &%, oraz przecina w seedeins punktach krzyws podwéjng,
S tej powierzehni. Dwie dowolne krzywe skosne Cf i Ci4 lesace na po-
wierzehni @S i posiadajace wspélng siecang Sti9, nDie przecinajy sig weale.
Natowiast takie dwie krzywe Cf i Cj%, ktére nie posiadaja wspdlnej
siecznej si,, przecinajy sip w jednym punkeie,

Niechaj of ¢ przecina dwie z posréd ofmiu prostyeh s&, = ¢* ot o}
powierzchni @S, np. &}, i 8%, Wowezas — dla e — P=¢=1 s=v=p=
=¢'=0, 1=38,4,...,8 — jednohiezna krzywa skoéna C° rzedu 5-go i ga-
tunku 1-go rozpada sig (ust. 13) na dwie proste sy, i s}y, oraz na kreywg
skosng, 5-go reedu O, dla ktérej proste sk, i sk, jak réwniez i proste x5, y,,
i 2, powierzehni ¥'s 54 siecznemi pojedyhczemi. Krzywa C} nie prze-
cina weale stozkowych L% M® i N2, natomiast przecina w érzech punktach
kazdy z trsech krzywych plaskich L8, /s i N® powierzehni 'S, oraz prze-
oina w ceterech punktach krzywa skodng 8% tej powierzechni. Dwie dowolne
kraywe skofne €% i OF lezace na powierzechni &%, mogy, (oprdez siecznych
Zip; Y1z 1 21) posiadaé conajmie] jedns wspdlng sieczns, pojedyiiczg shy. W tym
przypadku krzywe C% i Cf nie przecina ja sie weale. Natomiast takie dwie
kriywe C3 i CP, dla ktérych sadna z ofmin prostych s, nie jest wspélng
sieczng, przecinajg sig (ust. 13) w jednym punkeie.

Proes wierzcholek wigzki (W) poprowadémy tersz taks prosts ¢, ktéra
ledy na plaszexyinie gléwnej np. 4 tej wigzki i nie przecina zadnej z ofmiu
prostych sk, Woéwezas (ust. 11) dla wartoei f==u=1 v=w=qg'=
otrzymamy na powierzchni &S lesges jednobiezng kreywq skosng 3-go rzedu
05 dla ktérej prosta @, jest sieczng pojedyficzs Krzywa €} nie prze-
cina weale ani prostyeh y,,, 2, 1y, ani stozkowych M2 i N powierzchni &5
Krzywa ta przecina natomiast stozkows, L2 w jeduym punkeie, kraywy plasks
L*w dwéch punktach, kazds z krzywych plaskich M* i N* w trzech
punktach, a krzyws skosng S (ust. 12) w piecin punktach,

Skoro. prosta ¢ lesed bedzie na plaszczyinie gléwnej u lub » wigski (W),
to otrzymamy krzywe skosne 8-go rzedu G 1 C5 Krzywa 0%, (wzgl. C3) nie
przecina weale ani prostych si,, 2, i @y (wagl siy, @y 1 y), ani stozko-
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wych N?i L% (wzgl. L* i M?). Krzywa C5 (wzgl C}) przecina natomiast
prosta g, (wzgl. 2,) W jednym punkeie, stozkows M® (wzgl. N?) w jednym
punkeie, krzyws plasks M3 (wzgl. N8) w dwéch punktach, kazds z krzywych
Ns i L3 (wazgl. L3 i M%) w trzech punktach, a krayws skosng S}, w pieciu
punktach. — Dwie dowolne krzywe skosne 3-go rzedu 0% i 07, lub C% i O
lub C% i CF nie preecinajg si¢ weale (ust. 12); natomiast kazde dwie krzywe
0510, ub G5 1 €, lub O) i Cf przecinajg sig (ust 12) w jednym
punkeie. .

Gtdyby$my za of peku plaszezyzn () prayjeli taks prosts ¢, ktéraby pray-
nalezala do dwéch plaszezyzn gléwayeh np. 4 i g, t. zn. zjednoczylaby sig z pro-
stg gléwng o= Au wigzki (W), to wowezas — dla g==u=v=1, w=¢'=0 —
w miejsce krzywej skosnej wystapilaby (ust. 11) prosta z, =[5, gdyz pe-
kowi plaszezyzn (2) podporzgdkowane ss plaszezyzny gléwne {; i §, w wigz-
kach (W) i (W,).

Zalétmy wkoneu, 12 osig peku plaszezyzn (c) jest taka prosta ¢, kidra ledy
na plaszezyZnie gléwnej np. 4 wigzki (W) i réwnoczesnie preecina jedng np. sy,
z o$miu prostych sf, powierzchni krzywolinjowej &'5. W tym przypadku -
dla e=u=gl=1, v=w=¢'=0, 1=2,3,...,8 — otrzymana poprzednio
krzywa. skofna 3-go rzedu Cf rozpada sie (ust. 13) na prosts s, i na stoz'.-
kowq C% dla ktérej dwie proste sk, 1 x5 sa siecenemi pojedyhczemi.
Stozkowa C3 nie przecina weale ani prostych gy, 2, 1 shy (=2, 3,...,.8),
ani stozkowyeh M? i N? powierzehni ¥%. Stozkowa Cj przecina natomiast
stozkows L? w jednym punkeie, krzyws plaskg L® w jednym punkeie,
kazds z krzywych plaskich 273 i N® w dwdch punktach, a krzywa" skoéne.y
8% w trzech punktach. Takiech stozkowych Cf, lezaeych na pow1erzch_m
krzywolinjowej @3 mamy oczywiscie oém, prayczem zadne dwie (ust. 13) nie
przecinajg sie. o

Skoro prosta ¢ leseé bedzie na plaszezyznie gléwnej p lub » wiszki (W)
i réwnoczesnie przecinaé bedzie jedns np. sh, z ofmiu prostyeh s, to analo-
gicznie otrzymamy stozkowe Cj i Cj. ) )

Stozkowa C}, dla ktérej dwie proste shyy i y1, 83 siecenemi poj e dytezemi,
nie przecina weale ani prostyeh gy, @y 1 sy (t=2,...,8), ani stozkowych
Nz i L* Stozkowa C; przecina natomiast stotkows M*® w jednym punk-
cie, kraywa M* w jednym punkcie, kazdg z kraywyeh N2 i L® w dwéch
punktach, a krzyws skosng S% w trzech punkiach. Takich stoi'kowych O;‘;
na powierzehui TS mamy oém, przyezem zadne dwie nie przecinajg sie.

Stoskowe C2, dla ktérej dwie proste sh, i 2, 54 siecenems poj e‘dyﬁcze mi,
nie przecina weale ani prostych @5, 715 1 Sy (¢=2,...,8), ani stozkowych
L* i M* Stozkowa C? przecina natomiast stozkows N? w_jednym punk-
cie, krzywg N* w jednym punkcie, kazdy z krzywych Lt’ 1M w dwéc];
punktach, a krzywa skofns S% w trzech punktach. Takich stozkowyeh C7
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mamy na powierzchni &% réwniez o$m, prayczem sadne dwie nie przeci-
najg sie.

Skoro wezmiemy pod uwage dwie stozkowe Cj i CZ, albo C2 i C2, albo
()i €}, to moga byé spelnione warunki: a) owe dwie stozkowe posiadajy
wspding sieczny pojedydczs siy,, b) owe dwie stozkowe nie posiadaja wspdlnej
siecznej sb,. Z ostatniego twierdzenia ust. 13-go wynika bezposrednio, iz
w praypadku: a) owe dwie stozkowe mic preecinajg sip weale, b) owe dwie
stozkowe preecinaje sic w jednym punkeie.

16. W wigzce (W) viechaj dany hedzie stozek 2-of klasy I't, styczny
do trzech plaszezyzn gléwnych 2, p i » tej wiazki. Skoro zalosymy, iz zadna
z ofmin plaszezyzn o' == Wsl;, nie jest styczna do stozka 2™, to po
uwzglednienin wartosel £ =2, u=—v =10 =1, =0, e=12,...,8, otrzy-
mamy (ust. 11) jednobiesng kreywa skosng C* ragdu 4-go, klasy 6-6j i porzadku
6-go, z trzema punktami pozornie-podwéjnemi. Krzywa O¢ nalesy zatem do
gatunku 2-go.

Z vst. 11-go i 12-go wynikajs zaleznosei:

Kraywa C* nie przecina weale prostych a,, Y12y 213 1 84y powierzehni
U5, przecina w jednym punkeie kazds z trzech stozkowyeh L M?* i N2, prze-
eina w trzech punktach kaidy z trzech krzywycﬁ plaskich L% A8 i N3,
oraz przecina w siedmiu punktach krzyws skong 83, powierzehni W's. Dwie
dowolne kraywe skoéne C* i 0’4 lezgee na powierzehni @S, przecinaja sig
w fednym punkeie.

Skoro plaszezyzny gléwne 2, p, » i jedna z ofmin plaszezyzn o' = Wiy,
np. plaszezyzna o, wigzki (W) beds styezne do stozka I? to — dla g=2,
u::vrtw‘=91=1, ¢=0, 1=2,...,8 — jednobiezna krzywa skoina C4
rozpa.dme sig (ust. 13) na prosta sk, i na krayws skosng 3-go rzgdu C§, dla
ktdrej prosta-sl, jest sieceng pojedynczq. Kraywa skosna O} nie praecina weale
pro?tych Zia) Yizy %12 1 Shie 1 =2,...,8) powierzchni T % natomiast przecina
w jednym pl{nkcie kazda 2 traech stozkowych L2, a2 i N, przecina w dwich
punktach kazdg z traech kraywych plaskich L¥ M3 i N3, oraz przecing w pigeiu
pu:nkmch krz_ywq, skosng 8%, powierzchni @5, Dwie k?rzywe gkodne C} i ”Cé",
lezgce na po.wml_'zchni krzywolinjowej &5 i posiadajgce wsplélnsd sieczng sf,, nie
przecinajs sig weale. Natomiast talkie dwie kraywe O} i €3, kidre nie
posiadajs wspdlnej siecznej st przecinajs, sie w jednym punkoie.’

. Zaléin,ny'teraz, 14 plaszezyzny gléwne 4, u i » wigeki (W), oraz dwic
z -posréd osmin plaszezyan o}, = Wi, np. plaszezyzny oh, i ok, sa pla-
szezyznaml styeznemi stozka I't Woéwezas — dla ¢ = 2 U= =uw==q'=
—_— g% — 1 1 ' s . T
=¢'=1, ¢'=0, {:3, 4,...,8 — jednobiesna krzywa skoéna (4 rozpada
sig (ust. 13) na dwie proste sk, s 1 Da stozkows % dla ktérej dwie proste
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shg 1 kg sa siecenemi pojedyriczemi. Stozkowa C* nie przecina weale pro-
stych &5, #ysy 2y 1 8y (¢ ==3,4,...,8), natomiast przecina w jednym punkcie
kazdg z trzech stozkowyeh L2 M i N? oraz kazds z trzech krzywych pla-
skich L3, M*® i N3, przecina w freeck punktach krzyws skosng 8% po-
wierzehni @5,

Takich stozkowych C2, lezaeych na powierzehni krzywolinjowej @5, mamy
oczywiscie 28. Skoro weZmiemy pod uwage dwie stozkowe, to moga byé spel-
nione warunki: a) owe dwie stozkowe posiadajs wspding sieczng pojedyn-
ez sha, b) owe dwie stozkowe nie posiadaja wspélnej siecznej sfyo.

Z ostatniego twierdzenia ust. 13-go wynika, iz owe dwie stozkkowe w przy-
padku: a) nie przecinaja sie weale, b) przecinaja sie w jednym punkeie.

Wkoncu zbadaé nalezy zachowanie sig dowolnej stoskowej Cf waglgdem
(ust. 15) stozkowych €}, O3 i C3, lezacych na powierzehni &%, Dla stozkowej
C2 niechaj proste sk, i s}, sa siecznemi pojedyhczemi, a dla stozkowej np.
C3 jej siecznemi sy (ust. 1D) prosta z;, i jedna z ofmiu prostych sf,. Dla
owych dwéch stozkowyeh C* i C; mogs byé zatem spelnione nastgpujace wa-
runki: a) owe stozkowe posiadaja wspélng sieczng np. sy, b) owe stozkowe
nie posiadaja wspdlnej siecznej st;,. Na podstawie ostatniego twierdzenia ust.
13-go wnosimy, iz owe stozkowe w przypadku: a) nie przecinajy si¢ weale,
b) przecinajs sie w jednym punkeie,

17. Z dotychezasowyeh rozwazah naszyeh wynika, iz do badanej po-
wierzehni krzywolinjowej &5 nalezy b5 stozkowych, a mianowieie:

10 trzy stezkowe L%, M2 i N2 (ust. 10),
20 oém stozkowych Cj, osm Cj i ofm O] (ust. 1B),
30 dwadziedeia o$m stozkowyeh C? (ust. 16).

Wykazali§my zarazem prawdziwosé twierdzen :

Kasda = Bb-ciu stoskowych powierzchni kraywolinjowej T praecina sig
w treech punktach z podwdjna kreywe skosng S3, tej powierzehni.

Kuagde dwie — z posréd 11-u prostych — powierzchni D° sq siecenemi po-
Jedynczemi jednej i tylko jednes stodkowes tej powierzehni, przyezem owa stozkowa
nie preecing weale 9-ciu dalszych prostych powierzehni TS, Kasde duie stozkowe,
dla ktorych jedna e prostych powierschni TP jest wspdlng siecenq, nie praeci-
najo sig. Kasde dwie stoskowe, dla ktdrych 2adma z 11-u prostych powierzchni
W5 pie jost wspdlng siecema, praecinajg sig w jednym punkcie.

7 jedenastu prostyeh s, 95 25 1 She (1==1,...,8) powierzchni TS

utworzyé mozemy (11) 11-10-9 165 tréjek prostyeh. Z podréd owych

3/ 1-2-3
165-u mozliwych tréjek weimy pod uwage jedns dowolng tréjle prostych
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i oznaczmy owe proste symbolami x$,, 3, i 2),. Poniewaz — na moey po-
przedniego twierdzenia — kazde dwie proste powierschni ¥ sg siecznemi

jednej i tylko jednej stozkowej, lezacej nma powierzchoi @5, praeto niechaj:
proste g3, i 2}, sy sieeznemi stoskowej, ktdra oznaczymy symbolem IZ, proste
a8 2}, i afy sq siecznemi stozkowej MF, a proste ¥ i gf, siecznemi stosko-
wej Ni. Dla dowolnej trdjkt prostych aly, 33 i 2% powierzehni ¥'® otrayma-
lismy w ten sposéh — na powierzehni &% lesges — #rdjke stodleowych L3, M2
1 N, przyezem zadne dwie stozkowe owej tréjki nie przecinaja sie weale,
W szezegélnym praypadku, dia tréjli prostych my,, g, i 2, otraymamy (ust 10)
tréjle stozkowych L2, M2 i N, ktére less odpow. na plaszezyznach gléwnych
A p 1w wigzki (W)

W ust. 10-ym dowiedliémy, iz punkt W=Apuw» jost osobliwym punktem
pojedyhiezym powierschni @0, Teraz dowiedziemy prawdziwoéei twierdzen:

Skoro trzy pary prostych, stanowigeych dowolng tr 84 ke prostych powierschni
kraywolinjowej We, sq odpow. siecenemi trzech stoskow ych tef powierachni,
to punkt . preecigeia sig plasscayen tych stoskowych jest osobliwym punktem poje-
dyiicaym owej powierzchni W®,

Powierachnia kraywolinjowa TS posiada 165 takich osoblinoych punlthw po-
Jedynezych, prayceem daden = wich nie lesy na podwdjnej Traywej skoinej 83
lej powierzchni.

W tym celu obok tréjki prostyeh o, gl, 2, i trdjki stozkowyeh L2, M3,
N, praynaleznych do powierzchni s, weimy pod uwage jeszeze jedng z dal-
szych omiu prostyeh, np. prosts s® powierzehni ¥, Dla kolineacyjnych wiszek
(19 - (W) = (W),
ktére spelniajy relacje (6) ust. 6-go i naless do nszerega wigzek kolineacyj-
nych¥, elementami homologicznemi sg Plaszezyzny &9 = W,af, i £)=W,ab,,
B Wiy i 1= Wy, L= W,y 1 L= Wyaly, ol W,s0 i 0% W80
oraz proste B =1200 1 B =LY ml= L1E) i m = CREY nl == £00) i 1) o E008

Stozkowe Lf M i N? uwaganej tréjki niechaj lezy odpow. na plaszeayz-
nach Ao, my i, prrechodzgeych przes punkt W= 2, pu,v, Pomigdzy pla-
szezyznami wiszek (W) i (W) ustanéwmy ogélne przeksztaleenie kwadratowe
(2°) (Wo) =* (W),
ktére wyznaczone jest za posrednictwem plaszezyzn gléwnyeh Ay, w,, #, 1 &9,
7, &, oraz pary plassezyzn homologicznyeh g, == W,s0 i of == W, s%. Proste
To == o Vo, Yo =¥y dy 1 2y == Ay py, winzki (W), oraz proste § — e, md={I&
in) =§9? wigzki (W,) sa prostemi gldwoemi dla tego przeksztaleenia. — Z za-
leznosei geometrycznych (19) i (2°) wynika bezpodrednio przeksztatcenie kwa-
dratowe .
®) (W) 2 (W)
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pomiedzy plaszezyznami wigzek (W) i (W), przyezem plaszezyzny &5, 45, {2
i proste RB=m303, mi=1C3E}, M =¢Eln} sa elementami gldwnemi
wigzki (W,).

Utworem trzech wiazek, spelniajacych relacje (19), (29) i (39), jest (ust. 4)
powierzehnia kraywolinjowa 5-go rzedu &3, z podwéjng krzyws skodng 3-go
rzedu Sj,. Na powierzchni &% lezy proste aly, 4%, 2% i s° oraz siedm dal-
szyeh prostych. Zbadajmy zachowanie sig skonstruowanej w ten sposéh po-
wierzehni @ wzgledem poprzednio rozwazanej powierzehni U5

Stozkowa L§ powierzchni &%, lezsea na plaszezysnie 4, = y,2, przecho-
dzi przes trzy punkty B, F i G' przeciecia sie 1, z krzywa S%, oraz przez
dwa punkty przecigcia sig 4, z prostemi gl i o%. Plaszezyzna 1, jako pla-
szezyzoa gléwna wigzki (W,), przecina powierzchnie ¥ w krzywej b-go rzedu,
ktéra rozpada sig (ust. 10) na stozkows K i ogdlng kraywa 3-go rzedu ILZ.
Stozkowa K? przechodzi jednak (ust. 10) przez trzy punkty przeciecia sie ele-
mentu 4 z krzyws podwéjna powierzebni @', t. zn. z krzyws S%, oraz przez
dwa punkty przebicia sig plaszezyzny 4, = y,2, z prostemi 3, i 2% powierzchni
3. Wnosimy stad, iz stozkowa K? jest identyezna ze stozkows IZ2. Innemi
slowy: stozkowa L3, lezgea na A, nalezy do obydwu powierzchni ¥'% i U3
Analogicznie wykazaé mozemy, is stozkowe M i N3, z ktérych pierwsza
lezy na plaszczyZvie g, a druga na », naleza tez do obydwu powierzehni
Te i P,

Ogélpa kraywa 8-go rzedu I§, nalezaca do plaszezyzny gléwnej 4, —
=12 Wigzki (W) i do powierzchni ¥, przecina sie z podwéjng krayws
skodng S, tej powierzehni (ust. 10) w trzech punktach K, F'i G, przechodz
przez cztery punkty I, 2, i 3, 4 przecigeia sig stozkowyeh M2 i N2 z pla-
szezyzng Ay i przez wierzcholek W, wiazki (W,). Krzywa L} nie przecina sig
weale z prostemi g)y i 20, (i. zn. siecanemi stozkowej L), natomiast przecina
proste af, = &35 i s9=0; 0% 6 w punktach X =21, 2%, §= 4, s°, oraz prze-
cina siedm dalszych prostyeh powierzehni &3

W rozwazaniach naszych prosta s, rézna od prostych al, »% i 2%, byla
jedng z ofmiu dalszych prostych powierzehni %, Jezeli zamiast s0 wefmiemy
pod uwage inng z owych ofmiu prostych, np. prosta s*, to w relacji (20) i (39)
w miejsee plaszezyzn o = W,s% of = W, 501 of = W,s° wystapia plaszczyzny
0y == Wys¥, of = W,s* i of = Wys*. Otrzymamy teraz, zamiast ¥5, nows
powierzehnig krzaywolinjows 5-go rzedu &% z krzyws podwdjng S%. Na po-
wierzchni 5-go rzedu T5 less proste afy, yl, 2% i s¥, siedm dalszych prostych,
oraz — jak to z powyzej przeprowadzonego rozumowania wynika — trzy
stozkowe L2, M3 i N2

Plaszczyzna gléwna 4, =y,2, wiazki (W) przecina powierzchnie T
w stozkowej Lj i w ogdlnej krzywej 8-go rzedu LY, ktéra przechodzi (ust. 10)
przez tray punkty E, F' i G krzywej skosnej %, przez cztery punkty 7, 21 3, 4
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preecieeia sie stozkowych M; i Ni z plassczyzng Ay, przez wierzcholek W,
wiazki (W), oraz przez punkty X= Ao} i §* = ys™

Krzywe L3 i LY, lezace na plaszesysnie 4, preecinaja sio zatem w_duie-
wigeiu punktach E, F, G, 1, &, 3, 4, X i W,. Weaystkie kraywe 3-go rzedu,
przechodzace przez kidrekolwiek o4 m 2 tych dziewigein punktéw, przechodzg —
jak wiadomo — réwniez i przez punkt dziewiaty, tworzae pek krzywyeh.

Plaszezyzna A, przecina powierzehnig #® w krzywej b-go rzedu, ktdra
rozpada sie na stozkows L3 (w mysl zalozen tego ustepu) i na krzyws 3-go
rzgdu K3. Obydwie krzywe L3 i K% przechodzg przez trzy punkty H, Fi @
przecigein sig 4 z krzywa S,. Poniewaz I§ przecina tylko proste gf, i e
w punktach pojedynezych powierzehni &', przeto kraywa K® przecina proste
2%, 0 1 s* powierzehni @'® odpow. w punkiach X ==Jyafy, S==14,s" i 8% =
= 1,5% oraz szeéé dalszych prostych tej powierzehni. Krzywa K® przechodzi
réwnies przez punkty 7, 2 i 3, 4 przecigeia sig plaszezyzny 4, ze stozkowemi
M:1 N3 powierzchni @® Poniewaz uzyskana krzywa przekroju K* prze-
chodzi przez ofm punkiéw podstawowyeh E, F, @&, 1, 2, 3, 4 i X skonstruo-
wanego poprzednio pgku krzywyeh 3-go rzedu (L§, L%,...), przeto koniecznie
przejéé musi i przez dedewigly punkt podstawowy tego peku, t. zn. przez W
Punkt W, lezy na kraywej K3, t. zn. krzywej przekroju powierzehni T'® pla-
szezyzng Ay, jest wige punktem powierzchni &35, W punkeie W, == 4, u,», po-
wierzchni krzywolinjowej &'S przecinajy sig trzy plaszcayzny Ay, py i #g, na
ktérych lezs odpow. stozkowe Li, M3 i Nj powierzehni ¥'S. Element W jest
tedy osobliwym punktem pojedynceym powierzchni ¥S, e. b. d. o.

Krzywe K® i L posiadajy jednak nietylko dziewieé wspélnyeh punktéw
E, F, G 1, 2, 3,4, Xi W,, ale réwniez i dziesigty wspélny punkt § =1, s°
(przecigeia sig 4, z prosts O, lezges na powierzehmiach s i ¥F), przeto sa
identyczne K®= L} Podobnie krzywe K3 i L% sg identyczne, gdyz — opréez
owych dziewigeiu punktéw — posiadajg i dziesisty wspélny punkt S* = 2, s™.
Wykazalidmy tedy, iz kraywa Lf, lezgea na plaszesy#nie gléwnej 4, wiazki (W)
nalezy réwnoczeénie do trzech powierzchni @5, ¥ i @%. — W analogicany
sposdh wykazaé mozemy, iz kraywe M§ i N} rzedu 3-go, lesgce odpow. na
plaszeayznach gléwnyeh u, i v, wiszki (W), nalezs do powierzehni &' i ro-
wnoezeénie do powierzehni ¥ (wzgl. T%).

Plaszezyzna 4, wigzki (W,) przecina zatem powierzchnig ¥ w stozko-
wej L i krzywej If, a poniewas L§ byla dowolnsy stozkows powierzchni &5,
przeto:

Kazda plaseczysna, na kidrej lesy jedna z Db-cin stodkowych powierechni
kraywolinjowej WP preecina tg powicrachnig jeszcze w ogdinej kraywej 3-go ragdu.

Z dotychezasowych rozwazari tego ustepu wynika, iz obiedwie powierzchnie
Ts.i % posiadaja nastepujace elementa wspélne: a) tray stozkowe L2 M3i N3
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b) trzy krzywe 8-go rzedu L M} i N3, ) catery proste Xy Yoy 2 1 89, oraz
d) podwéjng krzyws skodng 8-go rzedu S%,. Z uwagi na to, iz krzywa przeni-
kania powierzchni @'® i @ rozpada sig na elementy, wymienione pod a), b), ¢)
i na czterokrotnie liczons krzyws 3-go rzedu 83, t. zn. jest znieksztateons,
krayws skofng rzedu 31-go, przeto wnosimy stad o identycenosei tych po-
wierzehni @' = B3, Dowiedlidmy prawdziwosei nastepujacego twierdzenia pod-
stawowego :
Skoro na danej ogdlnej powierzchni krzywolinjowej

5-go rzedt &% z podwdjny krzyws skoéng 8-go rzedu

8%, wemiemy pod uwage: cztery dowolne proste af,,

Y9 2 1 % nastepnie te trdjke stozkowyeh powierzehni

¥s, dla ktérych sieczanemi sg odpow. poszezegélne pary

prostych, stanowigeyeh tréjke xf, 33 2%, oraz punkt W,

przecigeia sig plaszezyzn Ay, u, i #, tych stozkowyeh

(t. . osobliwy punkt pojedyiiczy powierzchni @'5) i dwa

dowolne punkty W, W, krzywej %, to wéweaas:

Usianawiajae pomiedey plaszceyznami wigeki (W,) orae plaszczyznami kas-
dej = dwich kolineacyjnych wigzek (W) (W) — wyznaczajaeych kongruencie dwu-
siecenych kreywej 83 — preeksetalcenia kwadratowe w ten sposdb, & elementy
Aoy gy vy 1 E0= Wy, = W,gl, D= Wy (¢=1,2) sy plaseczyenami
glbwnemi tych wiqzek, a plaszceyzmy oy == Wys0 i 6% == W,s0 sq elementami ho-
mologicznemd, otreymamy jako utwir tych trzech wigzek (o), (W11 (W) dang
powierzchnig TS, '

18. Powierzchnia @' niechaj bedzie utworem trzech wigzek, pomiedzy
ktéryeh plaszezyznami zachodzy (ust. 2) relacje
4 (W) % (W), (W) 22 (Wy), (W) =2 (W),
Celem odwzorowania powierschni @' na dowolng plaszezyzng o', ustanowié
mazemy: a) korelacje migday ukladem plaskim (w') i wiazks (W), b) ko-
relacjq migdzy ukladem (o) i wigzks (W),

Niechaj zachodzi ogdlna korelagja
(10) () % (W),
w ktdrej elementami homologieznemi sg: punkt I/ ukladu (@) i plaszezyzna 4
wigzki (W), podobnie M" i u, N' i », oraz prosta z’ = M'N"’ i prosta &= v,
;1/=N’L’ Ly=wvld, '=L"M ie=2Aiu Z zalesnodci geometrycznych (4)
i (10) wynikajs bezposrednio preeksetatcenia Twdadratowe
1y (@) 7 (W), (o) m (W)
pomigdzy punktami ukladu plaskiego (o) i plaszezyznami kazdej z dwéch
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kolineacyjuych wigzek (W) i (W,). Punkty L/, M’ i N’ s3 punktami
gléwnemi, a proste o, ¥’ i 2’ 83 prostemi gléwnemi ukladu ('), na-
tomiast proste I, m, i m, (¢1=1,2) sg prostemi giéwnemi, a pluszezyzny
E,7m 10 83 plaszezyznami gléwnemi wigzki (W)

Korzystajge z relacyj (4), (10) i (11), odwzorowaé mozemy powierzchnig
krzywolinjowsa @ na plaszezyzne o', prayczem kazdemu dowolnemu punktowi
pojedyhezemn 4 = ae e, powierzchni ¥® podporzadkowany jest jeden i tylko
jeden punkt (obraz) 4’ na plaszczyfnie o', i naodwrdt. Poniewaz przez do-
wolny punkt B krzywej skosnej 8%, kidra jest krzyws podwdjng powierzchni
U?, przechodzs (ust. 2) dwie trdjki homologicznyeh plaszeayan wiszek (W),
(W) i (W), przeto punkiowi B =@ f, = 848, podporzadkowane sy dwa
punkty B’ i B’ na plaszezynie o', Poszezegélnym punktom stozkowej up. L2,
lezgcej na plaszezyZnie gléwnej 4 i na powierzchni ¥'S, podporzadkowany jest
punkt gléwny I/ plaszczyzny «’. Podobnie obrazami poszezegdlnych punktéw
stozlkowyeh M2 i N? sy odpow. punkty gléwne M’ i N".

Pomigdzy ukladem plaskim (') a dwiema kolineacyjnemi wigzkami (W)
i (W,) ustanéwmy ogdlne korelacje
(12) (@) (W), (@) #* (W),

w ktéryech dowolnemu punktowi A4’ ukladu (') podporzgdkowane sy dwie
komologiczne plaszezyzny e, i @, kolinescyjuych wiazek (W) i (W,). Dal-
szemi elementami homologicznemi sa: punkt X’ ukladn (w') i plaszezyany
&, & wiazek (W)),(Wy), podobnie Y"imy,my, Z' i §, L, oraz prosta I'== Y7
i proste Ly == {;, ly =1, Ly, podobnie m'=2"X" i my =1 &, my=2¢, &
W=XY 0 =g, np==E51n

Z zaleznodei geometrycznych (4) i (12) wynika bezpoéreduio preeksetad-
cenie kwadratowe
(13) (o) 7* (W)
pomiedzy punktami ukladu (@) i plaszezyznami winzki (W), Punkty X', ¥ i 4’
3 punktami gldwnemi, a proste I, ' i #' sy prostemi gléwnemi
ukladu ('), natomiast proste =9, y =»2 iz=Au ss prostemi gtéw-
nemi, a plaszezyany 4, pi# sa plaszezyznami gléwnemi wigzki (w).

Korzystajae z relacyj (4), (12) i (13), odwzorowaé mozemy powierzchnig
krzywolinjows & na plassezyzne o', przyczem kazdemu dowolnemu punk-
?owi pojedyriczemu 4= ae, @, powierzechni W® podporzadkowany jest jeden
i tylko jeden punkt (obraz) A’ na plaszezyZnie o', i naodwrét. Réwnies i te-
raz dowolnemu punktowi B=gg B = B BB, krzywej skoénej 8% podpo-
rzadkowane s4 dwa punkty B’ i B’ na plaszezytnie o'. Poszezegélnym punk-
tom prostej z;, = £ &, letacej na powierschni &% podporzadkowany jest punkt
gléwny X’ na plaszezysnie @’. Podobnie obrazami poszezegélnych punktéw,
lezgeyeh na prostyeh gy, = aymy iz, =1 L2 89 odpow. punkty gléwne Y* i Z,
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Poniewaz kazdemu punktowi 4’ ukladu (»’) podporzadkowane sg — w mysl
relacji (12) — dwie homologiczne plaszezyzny @, i @, kolineacyjnych wigzek
(W,) i (W,), przeto punktowi 4’ podporzadkowaé mozemy kraweds a,, =0y,
tyeh plaszezyzn i naodwrét. Poniewaz prosta ay, (ust. 2) nalesy do kongruen-

‘oji Ky rzedu 1-go i klasy B8-ej prostych dwusiecznych krzywej skosnej Sk,

przeto ustanowiliémy odpowiedniosé [1, 1]-znaczng pomiedzy punktami 4',...
ukladu (@) i prostemi a,s,... kongruencji Kj,. Z uwagi na to, iz kazda prosta
@5 tej kongruencji, jako dwusieczna krzywej Sk, przebija powierzchnie krzy-
wolinjows, ¥ (poza dwoma punktami podwéjnemi) tylko w jednym punkeie
pojedyhezym A (t. zn, 4 = ae @, = @ay,), wige dochodzimy do odpowiedniogei
[1, 1]-znacznej pomiedzy punktami 4’,... ukladn (@) i punktami 4,... po-
wierzchni s,

Szezegélny przypadek powyiszego odwzorowania otrzymamy wdwezas,
jedli kongruencje K,, prostych a,s, bys,... przetoiemy plaszezyzna o' w punk-
tach A’ =a,, 0", B'=1b,, ',... Wéwezas dowolny punks A powierzehni ¥F®
i jego obraz 4’ na plaszezyZnie ' wyznaczajy prostg .AA’, ktéra jest dwu-
sieczny krzywej Si. O tem ostatniem odwzorowaniu wspomina juz Clebsch
w swej!) rozprawie.

Zusammenfassung,

Fliche 5. Ordnung mit einer doppelten kubischen Raumkurve.

Es sei eine allgemeine Kollineation
(1) (W) = (Wy)

zwischen den gegebenen Biindeln (W), (W,) und eine allgemeine quadratische
Verwandtschaft (Cremona’sche Verwandschaft 2-en Grades)

@ (W) =2 (Wy)

zwischen den gegebenen Ebenenbiindeln (W), (W) festgestellt. Aus diesen Re-
lationen ergibt sich unmittelbar eine allgemeine quadratische Verwandtschaft

@) (W) 2% (W)
zwischen den Ebenenbiindeln (W) und (W,). Die Ebenen 4, g, # und die Ge-
raden z == p», y =wvi, 2= Ap des Bindels (W), die homologenen Ebenen

1y Clebsch, L c. str. 256, por. tez Sturm, 1. ¢ i Jaeckel, I ¢
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&, &; 1y My L1y 6y und die homologenen Geraden I == ny &y, by = 7, 5y my =
=10 &, my =8y &; ny =&y, my = & 7, der kollinearen Bindel (W), (W,)
bilden die Haupt- oder- Fundamental-elemente dieser quadratischen Verwandt-
schaften. :

Ich hezeichne mit Ky, K,, und K,, die drei Strahlenkongruenzen der

Sehnittgeraden bezw. ay, = @ ay,...; Gy == & Gy,...; TSP, Gyy == O &y,..., WO
@ ¢ Q,... simitliche Tripel entsprechender Ebenen der drei gegebenen Bin-
del (W), (W) und (W,) sind. Jede von den Kongruenzen K, K,, ist be-
kanntlich von der 2-ten Ordnung und 4-ten Klasse; die Kongruenz K, ist
l-er Ordnung, 3-er Klasse und ihre Geraden ay, by,... sind Bisekanten einer
kubisehen Raumkurve S3,. — Icb bestitige folgende Sitze:

Es gibt acht Geraden, die gleichzeitig zu den drei Strahlenkongrnenzen
Ky, Ky und K, gehtren. Durch jede von diesen Geraden si, = o* oo}
(¢==1,...,8) gehen je drei homologe Ebenen ¢, ot und o der betrachteten
Bundel (W), (), (V).

Die Schuittpunkte simtlicher Tripel entsprechender Ebenen dieser Biin-
del erzeugen eine allgemeine Flache b-er Ordnung #® mit einer Doppelkurve S,
Die 11 Geraden dieser Fliche, niamlich die acht Geraden si, und die drei
Geraden 2, =§ &, yo=mm, 2, ==, 8, sind Bisekanten der Doppel-
kurve 8%.

Aus'den Relationen (1), (2) und (8) ergeben sich:

a) eine [1,1]-deutige Verwandtschaft zwischen den Ebenen ay,f,,... des

Bimdels () und den Geraden ay, bgy,... der Kongruenz Kj,, und

b) eine Verwandtschaft [1, 1] zwischen den Ebenen a, §,... des Bundels (W)

und den Geraden ayy, bs,... der Kongruenz K,

Homologe Elemente dieser Verwandtschaften schneiden sich in den Punkten
A= e;ay, B=by,..., resp. 4=aa;y, B=fby,... der Fliche ¥

Sind . zwischen dem Ebenenbtindel (W) und jedem von den kollinearen
Ebenenbiindeln (W), (W§) — die zu einer Reihe kollinearer Bindel gehohren
und eine gemeinsame Bisekantenkongruenz der Raumkurve S% bilden — qua-
dratische Verwandtschaften festgestells, so erzeugen die Schuittpunkte stmtli-
cher Tripel homologer ‘Ebenen dieser Bundel die Fliche s,

In meiner Abhandlung’ gebe ich genaue Konstruktionen der Plankurven
B5-er und 4-er Ordnung, die der Fliche @' angehchren. Jede von den drei
Hauptebenen A, u, » des Bundels (W) schueidet & in einem: Kegelschnitte
und einer allgemeinen:Kurve, 3-ter Ordnung. Der Scheitel ¥, durch welchon
diese drei Plankurven 3-ter Ordnung’ hindurchgehen, ist ein einfacher singu-
larer Punkt der Fliche @,

- Es sei im Bundel (W) ein unikursaler Kegel &. Klasso I'* gegeben, der
die Hauptebenen 4, u, » bezw. zun -~ v-, resp. w-fachen Tangentialebenen be-
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sitzt. Thm entsprechen bekanntlich in den Bundeln (W)) und (W,) zwei uni-
kursale Kegel I'z, I's von der Klasse 7==2&— (u - » -+ w). Betrachtet man
in Biindeln (W), (W,) und (W,) drei Tangentialebenenbiischel, deren Trager
bezw. die Kegel 1'% I'f und I'§ sind, — so erzeugen den Schnittpunkte ho-
mologer Ebenen dieser Biischel eine unikursale Raumkurve C, die auf der
Flaehe &5 liegt. Die Kurve € ist e — 2 (u 4 v~ w). Ordnung, 3(De —2)—
— 6 (u v w). Klasse, 2(be — 1) — 4(u -} v+ w). Rang und besitzt

0 =% (e—1)(e—2) — t(ut - o* +w*— u—v—w)
Doppelpunkte und
8y=6e(2e—1) — §de—1) (ut-v 4 0) + 2(uF-v + ) + (0 4 22 )

scheinbare Doppelpunkte. Die Geraden x5, 7, und 2,, der Flidche ¥'5 sind
bezw. &-— (v 4+ w)-, e — (w -+ u)-, resp. ¢ — (« - v)-fache Sekanten der Raum-
kurve C. Sie begegnet 8&¢— 3 (# -+ v w)-mal die Doppelkurve S%. Zwei
solche Raumkurven C und C' besitzen &g’ — (uu' |- vv' -+ ww') gemeinsame
Punkte.

Sind die Ebenen ¢* = Wi, (¢==1,...,8) des Biindels (W), welche durch
die Geraden s, der Fliche @'® hindurchgehen, bezw. g*-fache Tangentialebe-
nen des Trigerkegels I's, so zerfillt die Kurve C in ¢-fache Geraden si,

und in eine Raumkurve C; von der be — 2 (u+-v-tuw) — EEghten Ordnung. Jede
=1
Gerade sf, ist eine g¢“fache Sekante der C,.

8 N
8e& — 3(u—v -+ w)— J2¢-mal die Doppelkurve S%,. Zwei solche Raumkurven
1=1 8
C; und C; schneiden sich in &8’ — (uu' -+ vv' -} ww’) — 2 ¢*¢* Punkten.
=1

Die Kurve C; begegnet

Inshesondere fiir: a) e=u=gl=1, v=w=¢'=0, +1=2,...,8 und
b)e=2 u=v=w=q'=¢*==1, ¢=0, t=3,...,8 — erhalten wir Ke-
gelschnitte, welche auf der Fliche T's liegen.

Jeder von den 55 Kegelschnitten der Fliche &5 begegnet je einmal nur
zwei Geraden (seine Stutzgeraden) dieser Flache. Zwei Kegelschnitte, deren

" Stutzgeraden eine, beaw. keine (terade gemein haben, schneiden sich gar nicht,

resp. schneiden sich in einem Punkte.

Die Trigerebenen solcher drei Kegelschnitte, deren Stitzgeraden einen
und denselben Geradentripel der &S bilden, schneiden sich in einem einfacher
singuliiren Punkte der Fliche ¥'s. Diese Fliche besifzt 165 solehe einfache
singulire Punkte.

Betrachtet man auf der Fliche @S irgend vier Geraden aly, yd, 2%, 9,
diesen einfachen singulsiren Punkt W,, durch welchen die drei Trigerebenen
Ay, to, Wy solcher drei Kegelschnitte gehen, deren Stitzgeraden einen Tripel
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a% yh 2% bilden, und zwei beliebige Punkte W, W, der Doppelkurve S,
dieser Fliche, so gilt folgender Satz:

Sind zwischen den Ebenenbiindel (W) und jedem von zwei kollinearen
Ebenenbiindeln (W), (W,) — die eine Bisekantenkongruenz der Raumkurve
83, bilden — solche quadratische Verwandtschaften festgestellt, welche die
Elemente 45, py, #, und E=W,al, =W, ('=W,2% (1=1,2) zu
Hauptebenen und die Elemente o,==W;s% o?==W,s’ zu homologen Khenen
besitzen,

so erzeugen diese drei Biindel die gegebene Fliche 5. Ordnung ¥'s,

Bezieht man a) den Bundel (W), oder b) die kollinearen Bindel (W)
und (W,) — auf ein ebenes Feld (') korrelativ, so erhilt man zwei Abbil-
dungen unserer Fliche ¥ auf die Ebene o'
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Uber die Variationsgleichungen fiir affine geoditische Linien
und nichtholonome, nichtkonservative dynamische Systeme

(Réwnania na zboczenie dla dowolnych ukltadow dynamicznych)

von

A. Wundheiler

Im Jahre 1926 hat Levi-Civita?) die Jacobische Formel fir die geo-
ditische Abweichung in zwei Dimensionen auf beliebige Riem annsche Riume
verallgemeinert. Vranceanu *) und Synge?) haben sie dann auf nichtho-
lonome, immer Riemannsche Rédume, tibertragen. Vranceanu arbeitet mit
Kongruenzen und erhilt ziemlich untibersichtliche Formeln, die sich auf affine
Réume nicht verallgemeinern lassen und fiir den an die Schoutensche Sym-
bolik gewthnten Leser schwer verstindlich sind. Synge hat 1928 die nicht-
holonomen Variationsgleichungen der Geoditischen in einer viel einfacheren,
tensoriellen Grestalt gegeben, die sich ebenfalls auf affine R#ume nicht tber-
tragen 148t. Die dynamischen Anwendungen sind durchaus auf den Fall eines
konseryativen skleronomen Systems, von gegebener Totalenergie beschrinkt,
wobei der klassische Satz von Jacobi, der die Bahnkurven bei solcher Ein-
schrinkung mit den Geoditischen eines Riemannschen Raumes identifiziert,
benutzt wird.

In der vorliegenden Arbeit werden:

19 die Abweichungsgleichungen der geoditischen Linien eines allgemeinen

1 T. Levi-Civita. Sur I'écart géodésique. Math, Ann. 97 (1926).

) G. Vranceanu. Studio geometrico dei sistemi anolonomi. Ann. di Mat. (4) VI
(1928--29). Zusammenfassende Darstellung der Resultate des Verfassers iiber nichtholonome
Ryume.

) J. L. Synge Geodesics in non-holonomic geometry. Math. Ann. 99 (1928).
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