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Uber die Teiler der Form x’+ Dy’

(O dzielnikach formy x?+ Dy?)
von
S. Lubelski

Diese Arbeit stellt die ersten 2 Teile der Abhandlung dar, welche von
mir auf dem Kongress der slavischen Mathematiker in Warschau!) in den
Hauptztigen besprochen wurde. Sie kann unter snderem auch als eine Ein-
fuhrung in die Theorie der biniren quadratischen Formen, von einem neuen
Standpunkte betrachtet, angesehen werden. Namentlich wird hier nur von der
Form z2 - Dy? und jhren Teilern gehandelt, dagegen werden die anderen -
binsiren quadratischen Formen derselben Diskriminante nicht in Betracht ge-
zogen. Nichtsdestoweniger ergeben sich die wichtigsten Satze der klassischen
Theorie der biniren quadratischen Formen aus dieser Terminologie; so ist
7 B. der Hilfssatz IT (Teil I) dem Lagrangeschen Satze tiber die Reduktion
der binsren quadratischen Formen aequivalent.

Der obige Standpunkt wird wohl auch unmittelbarer und auf kiirzerem
Wege zum Ziele fuhren. GroBeres Interesse beansprucht aber die Tatsache,
dab auch fir die Verallgemeinerung der Theorie der binsiren quadratischen
Formen auf hlgebraische Zahlktrper und rationale Funktionenkirper diese
Methode von Bedeutung ist.

Bemerkung : Im folgenden wird angenommen:

1) In der Form %4 Dy? ist D> 0;
2) e. d. = eigentlich darstellbar;

% 5. d. Verfassers: Uber die Teiler der Form #*- Dy? Comptes Rendus du 1-er Con-
grés des Mathématiciens des pays slaves (zurzeit unter der Presse).
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3) e. D. = eingentliche Darstellung;

4) Q — der kleinste ungerade Teiler der Form 2* + Dy%;

B) plg — p ist ein Teiler von g (Bezeichnung von Prof. Landau)

6) (p,q)=d; d ist der groBte gemeinschaftliche Teiler von
pund g;
oder allgemeiner :

T (p,q) = d, — der grobte gemeinschaftliche Teiler von p
und g ist (entsprechend) groBer, gleich oder kleiner als d.

ERSTER TEIL.

Einfiihrung.

Schon Euler!) hat die Formen, deren Teiler durch dieselbe Form (ei-
gentlich) darstellbar sind, bebandelt. Er hat bewiesen, daf die Formen *--y7
2?4292 x® -+ By? (eigentlich auch x* - 4y?) diese Eigenschaft haben. Von
Eichenberg?) wurde folgendes Kriterium fiir beliehige Formen angegeben:
Jist der kleinste ungerade Teil @ (@>1) der Form x2- Dy? (D >0)
durch diese Form (eigentlich) darstellbar, so ist es auch jeder
ungerade Teiler%. — Es wird im folgenden bewiesen, daB diese Frage
ganz einfach geldst erd indem:

ydie Form oDy (D > 0) (baw. die Zahl Q) die genannte Exgen-
sehaft dann und nur dann hat, wenn D = 1, 2. 3, 4 oder 7
,,ist“ (8. Satz I).
Obwohl dieses Kriterium eine derart beschrinkte Anwendung hat, ist es jeden-
falls Eichenbergs Verdienst, auf die Bedeutungs des kleinsten ungeraden
Teilers hingewiesen zu haben. Es zeigt sich eben, daf:

,damit ein jeder ungerade Teiler L der Form a?- Dy (D>0)
,die Eigenschaft hat, daB entweder L oder 2°L, wo a kon-
,stant und a=0,1,2 und fir ungerade D auch ¢==13, durch die
oForm z? - Dy? eigentlich darstellbar sein soll, gentigt-es, dad 2°¢
,,(Q__der kleinste ungerade Teiler der Iform m‘+D;1/") durch diese
»Form eigentlich darstellbm‘ ist4,

Um die Frage der Moglichkeit der Verallgemeinerung des Eichenberg-

) Buler. Commentat. arith. collectae I 74, 210, 287.

%) 8. Eichenberg. Uber das quadratische Reziprozitiitegesetz und einige quadrati-
sche Zerfillungen der Primzahlen. Diss Gottingen 1886 S. 42; of. Weber-Epstein. En-
zyklop. der elementarmath. B. I 4-te Aufl. 1922 §. 266—271.
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schen Satzes fiir beliehige ¢ zu erledigen, wiren noch die Fille a >3 und
a =23 bei geradem D, zu erwigen. Nun gilt der Sata:

,Ist jeder beliebige ungerade Teiler L der Form 2 4 Dy* entweder
Jselbst oder 2°L, wo ¢ konstant und «>>3 ist, eigentlich darstellbar,
p80 ist

D= 15,23, 81,2% 20 23 3, 9% 7 () = beliehig)

yund auech umgekehrt: filr diese D existiert ein geeignetes a, wobei
pa =3 ist¥.

Satz I: ,Ist jeder ungerade Teiler der Form x?-} Dy* durch
ndiese Form darstellbar, so ist D=1,228,4 oder T4

Beweis. Infolge der Voraussetzung ist jeder ungerade Primteiler der Form
2%+ Dy* e. d, also ist jeder ungerade Teiler der Form xz?-4 Dy? grober
oder gleich D. Wenn demnach D ungerade ist, so hat die Zahl 1 + D keinen
ungeraden Teiler, die Zahl 1 + D ist also eine Potenz der Zahl 2. Es sei
D > 1, also 16/(1 4 D).

Nun ist 9—|—D-—8(1+D) Die Zahl N, wo

S B R

ist ungerade und kleiner als D, was aber unmoglich ist, denn d1e Zahl N
ist auch Teiler der Form x2 -} Dy2.

Es sei jetzt D gerade. Man erhdlt analog, dall die Zahlen D und 22+ D
Potenzen der Zahl 2 sind. Ist D > 4, so ist 16/(2% 4 D), folglich ist

21
42+D_4(3 42D +D_4(3+2 "g‘D),

22 + D
da (32— ) <D, so kann kein Teiler dieser Zahl durch die Form
z2 + Dy? e. d. gein. Also ist fiir gerades D:D<(4

Daff fir D<C7 die Formen az®--y% 2?4 2y% 2*'-}-3y% x4 442,
x* 4 Ty* diese und nur diese die Eigenschaft haben, daB jeder ihrer ungerade
Teiler durch die entsprechende Form darstellbar und sogar e. d. ist, wird
durch das Eichenbergsche Kriterium1) oder durch Satz III bewiesen.

Satz II: ,Ist 2°Q, wo a konstant und 4=0,1,2,3, durch die
Form a*-| Dy? e. d, so ist:

fir a=0: @=5,3,7);

1) 8. Eichenberg, L. c. 8. 2.
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Cftir a=1,2: Q:El—;l) (B = Entier);
fir ¢=23, wenn nur D =1,15,28,31, so ist ¢ entsprechend
142
gleich: 9 =1,3,8,6 in allen anderen Fallen ist: =g “

Bewels. Es sei zuerst D Potenz der Zahl 2:D=2° Ist b ungerade,
8o ist

(2h’;1}2+ D=21(1-42) = 0.

Ist aber b gerade, so ist

(mod 3)

=
(2 2) +D=2"(1+44) =0,
demnach ist entweder Q=38 oder @ =5.
Ist 29D und D keine Potenz der Zahl 2, so folgt, da D einen ungeraden

. D .
Teiler hat, daB ¢ <%, es ist aber 2°Q e. d, also 2°¢Q >> D, demnach ist

2
2

(mod 5)

hier Q:;

Wir betrachten jetzt den Fall: (D, 2) <C 2

Nun konnen wir ¢ >0 annehmen, denn fir ¢ =0 ist der Satz schon
bewiesen.

Ist a=1,2 und D ungerade, so folgt, da filr gewisse 7, s:

2Q=rtt Dst (r,5)=1 1)

ist, und da 3= s? = 1 (mod 8), also 2°Q = r2 | Ds?=1 - D (mod 8), dafl
(14 D,20) = @@, 2°) = 2% Es mub also le—j;—l)

sein, Da aber 2% Q e. d. ist, so ist (fir a =1,2):

0o=1E£2

(wo a =1, 2)

Es sei jetzt D gerade, aber nicht 2%/D anch sei a==1,2,3. Es folgt, wie
vorher, dab gleichzeitig D gerade und (D, 2%) <C 2% uur dann bestehen kénnen,

D 1
wo (Tzr,s)= 1.

g2
%
Es ist also 2Q durch die F 14 Do ddD i
so 2@ durch die Form - Ly ed, da ungerade ist, so er-

wenn ¢ =3 ist. Demnach ist 4/D unp 2 Q = t%’)"{‘
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gibt sich infolge des vorigen Falles:
D

Q=5

Wir betrachten jetzt den letzten Fall: a =3 und D ungerade.

Fir die Formen x®- Ty* und a* - 15y® ist entsprechend ¢ =17 und
@ =38. Wir konnen also D> 15 annehmen, ist demnach 1 - D Potenz der
Zahl 2, so ist.32/(1 4 D) und es folgt

494D
16

49—|-D=16(3+21—1|;D), also O =

mithin ergibt sich, da 8¢Q e. d. ist:
1D _ oo

=

494D
16

was nur fir D <C31 moglich ist.
Ist aber 1+ D keine Potenz der Zahl 2, so ist 1 4 D= 8¢, also

940 =s(1+ 1) =sa+0),
demnach ist 9 -+ D Potenz der Zahl 2. Nun ist
%+ D—16-494+D =16 (1+29_+§9),
also ist
%2<Q<251—2D7

was nur fir D<C 23 moglich ist.

Aus den Relationen (1) ergibt sich, dag D = —1 (mod 8), also fiir D > 15
sind nur die Zahlen D = 23,31 moglich, und tatsichlich ist ftr die Formen
at 4 23y, x®-+31ly?:3/(1 4 28), B/(4 + 31), also ist entsprechend Q=3
oder @==D5.

Hilfssatz I: ,Ist M = U2 -+ DV* und M, = U} DV, so ist in

oin der Darstellung

MM, = (UT, - eDVV,) 4 (UV, — VU, (=% 1),

,der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen

(UU,+eDVV,, UV, —eVU) e==1)
,Teiler des groften gemeinsamen Teilers der Zahlen (M, M,).
4b
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Bewels. Es ist einleuchtend, daB wir (U, ¥)=(U,, ¥;)=1 annehmen
kinnen. . o

Bezeichnen wir der Kiirze halber

80 ist Ul eDV ¥ =4; UV, —eVU =4, (e=+ 1),
U1=AU——-eDA,V V=E¢A_6[’_
U4 Dv: ? 1 U FDve"

Ha]:en die Za]’nlen 4 und 4, einen gemeinsamen Teiler, welcher in der
éa}lﬁ UU+I€V’ ?wﬁt aufgeht, so wird ein echter Teiler dieser Zahl in den
ablen U,, ¥, aufgehen — entgegen der Annah i i i
Danes Tu Ty geg nnahme, daf sie relativ prim zu-
Aualog'wird ey folgen, daB jeder gemeinsame Teiler der Zahlen 4 und
A, auch Teiler der Zahl 1/, sein wird, — somit ist dieser Hilfssatz bewiesen
Bemerkung: Ist ‘
U,
v, (mod P
M .
‘Prl durch die Form z® 4 Dy* darstellbar.
Es ist einleuchtend, daB die Kongruenz (1) immer besteht, wenn nur P Po-

tenz einer d i ; — ” ]
P ungeraden Primzah] ist. Ist aber P = 2* so ist (wenn nur wieder

(1) %E 4

wo PJ(M, M,) ist, so ist die Zahl

r_.u
77,

MM, .
(—2—,;;;)-2 durch die Form 2? - Dy® darstellbar 3).

(mod 2*%),

und dann ist die Zahl

. . . 3
sfindet man immer eine Zahl /, fiir welche eine Darstellung

- ,Ll= U+ DV gilt, wobei z<2l/§ und (U, V)l ist.

N Beweis. Hs sei I das kleinste Element der Menge aller Zahlen J, mit der
?iugenschaft, dab fur gewisse ganze Zahlen U, V,: Ll = Ul DV? (U, V,)/i
igt, dabei gleichzeitig die Kongruenz R

i+ D=0 (mod L),

gilt. Ersichtlich kann man O<r<l25

Hilfssatz II: ,Fir jeden Teiler L der Form #? + Dy*, wo L > 2 l/E

wo

Vory= U, (mod )
annehmen.

3 vgl. d. Verf.. Beweis und Verallgemeinerung ei i
‘ [ ey g eines Waring-Tegand J
Satzes. Math. Zeitschr. (zurzeit unter der Presse) — Hilfssatz I. ) ° reschen
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Multiplizieren wir die Darstellungen der Zahlen
Li=U*+ DV W=rt+4 D,
(I eine gewisse Zahl), so erhalten wir, gemif der Eulerschen Identitit
Ll = (Ur- DV):+ D(U— V)t

s ist also die Zabl L7’ durch die Form x® + Dy* darstellbar, und dabei
ist infolge des Hilfssatzes I: (Ur -+ DV, U—Vrj/ll' und auch

Ur 4+ DV=(U—Vr)r (mod 27').

Demnach ist entweder L==0 oder ! ein Element der obigen Menge und es
muB 1<V sein: Nun folgt aus der Rleichung (1) im Falle I <<V

P<rt4D<34 D, 1<2V3D.
Ist aber L =1 und L <1, so wird ersiehtlich 0<{r<C$L sein, also analog
L<<2)3D, entgegen der Voraussetzung. w. z b W

und

also

Satz III: ,Damit ein jeder ungerade Teiler I der Form 2Dy
,die Bigenschaft habe, daB entweder L oder :°L, wo a
yJkonstant und a=0,1,2 und fur ungerade D auch a=3
sist, dureh die Form z*+ Dy* eigentlich darstellbar
,sein soll, gentigt es, dab 2°Q e. d. ist .

Beweis. Ist L ein ungerader Teiler der Form a? - Dy%, so folgt aus
dem Hilfssatze II, daB es eine solche (komplementire) Zahl | gibt, fir welche

1L =0t DV? (U, V)/l und 1<C2 V3D ist.

Tir 9°=—4 hat die Form z%- Dy* keine ungeraden Teiler, welche
> 2l/32 wiren, und zwar ergibt sich dies folgendermaben: fir D < 24 ist
dies unmittelbar ersichtlich, also sei D >>24. Da 2°Q e. d., so wire

1D<2V3D,

welches aber fir D3> 24 unmoglich ist. Die Zshl 7 kann also fir 2°=4
nur Potenz der Zahl 2 sein, demnach folgt
fir 2°=2, D — beliebig und fur 2°=2% D — ungerade,

daB entweder I =1 oder I=2%

Ist 2°=4 und D gerade, so ist 4/D, also ist @ durch die Form

23 D e. d, demnach ist es auch jeder beliebige ungerade Teiler dieser
1 J g g

Form. Somit ist auch jeder beliebige ungerade Teiler L der Form 22 -+ Dyt
LI
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entweder selbst oder 4L durch diese Form e. d., und zwar entspricht der
erste Fall einem geraden, der zweite Fall einem ungeraden v der Gleichung

L=u? »?112. Wir betrachten jetzt den letzten Fall, wo gleichzeitig « = 3

und D ungerade ist, daher infolge des Satzes II: D =1, 15, 23, 31.
Dem Satze I gemiB, kann man fiir D = 7, [=1 annehmen, Fiir D= 15, 23,

da <2 g (s. Hilfssatz II), kann es nur /==3 sein, und fur D =31, —
1=="5. Nun ist

24=8.3=38"1156=1-+423; 40 =28.5=238% 31.

Ist 151, so ist also entsprechend /=238 oder I="5. Wir multiplizieren
jetzt die Darstellung der Zahl L mit der Darstellung der Zahl 24 oder 40.
Nach der Eulerschen Identitst und Hilfssatze I (s. anch Bemerkung) erhal-
ten wir, da 8L durch die Form 2% 4 Dy? e. d. ist.

w. z. b. w.

Wir werden jetst die Frage der Moglichkeit der weiteren Verallgemei-
nerung des Eichenbergschen Kriteriums behandeln,
Satz IV: Voraussetzung:
»I8t L ein beliebiger ungerader Teiler der Form 2 - Dy*,
»50 ist entweder L oder 2L, wo 4 konstant und 4>3
pist, durch diese Form eigentlich darstellbar.
Behauptung:
»1) sind alle L eigentlich darstellbar, so ist D=1,2,3,4
qoder 7.
»2) Ist D gerade, so ist hochstens D==24 2%.7, wo b eine
sbeliebige ganze Zahl, welche <C4(4—3) ist. AuBer-
pdem kann fiir gerade 4, — D hochstens D=242.3 fir
pungerade 4, — D =27 sein;
in"allen andern Fillen
»3) kann 4=3 angenommen werden und D hschstens:
‘ D=1, 15, 23, 82
psein.

Bewels. Fiir D = 1,2, 8, 4 oder T ist dieser Satz mit dem Satze III
identisch. Wir werden also D = 1, 2, 8, 4, 7 annehmen.
Nun berticksichtigen wir folgende Fulle :

1. Ist D ungerade, so kann 4 =3 angenommen werden und
D =(1,3,17) 15, 23, 31.
48
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2. Ist D gerade und 24 < 2% == (2°%, D), so ist D eine Potenz
der Zahl 2 und 4 = B.

3. Ist D gerade und 24> 2% = (258, D), s0 ist D =2%.7, wo
b<{4(4—3), wobei fir ungerade 4 htchstens D=2 fir ge-
rade 4, — D=24"2.3 ist.

Wir beweisen zuerst den Fall 1.

Da D = 1,2,3,4,7, so ergibt sich mindestens ein ungerader Teiler der
Form z* - Dy* welcher selbst nicht e. d. ist, also ist 24 L durch diese Form
e. d. Somit ist D= —1 (mod 8) und auch, wenn a das kleinste aller mogli-
chen 4 ist, welche der Voraussetzung des Satzes geniigen, o > 3.

Wir betrachten jetzt die ungeraden Zahlen H,, H,, H,, welche den Glei-
chungen

14D =294H,, 9-+D=9uH, 2+ D =24H,

gentigen, Eine der Zahlen H,, H, ist relativ prim zu D; denn ist (D, H,)==1
und gleichzeitig (D, H;) &= 1, so folgt 15/D, — da aber 2.3 und 24.5 e. d.
sind, so ergibt sich nach der Multiplikation ihrer Darstellungen miteinander
(s. Bemerkung zum Hilfssatze I), daB 3 -5 = 15 e. d. durch die Form 2* - Dy?
ist, also ist D =15. Aber fur dieses D (D==15) ist schon alles durch die
Sutze II und IIT bewiesen, und wir schlieBen diesen Fall aus.
Wir bezeichnen die Zahl Hs oder Hj, fir welche (H,,D)=1, wo g=1
oder =2 ist, mit H'. Es ist also
(H,Dy=1 und 2*H' =9-4D oder =2b- D,

wo o' entweder == a; oder = a, ist. Nun ist eine der Zahlen a,, o’ hiochstens
gleich 3; denn ist a;, > 3, so folgt aus

9+D=8+14+D= 8(1+211{;D); 25+D=8(3+2.1_'1t62),

daB o = 3 sein muf.

Die Zahlen H; und H' sind Primzahlpotenzen; denn ist p, p,/H; oder
p1 ps/H', wo py, p, verschiedene ungerade Primzahlen sind, so sind, da p, << D
und p, << D, gleichzeitig 24p, und 2%p, e. d., also ist infolge des Hiltssat-
zes I auch p, p, e. d. Demnach ist H, oder H’ durch eine Zahl, welche e. d.
ist, teilbar, — dies ist aber unmoglich, denn eine solche ist mindestens gleich
44 D.

Mit H bezeichnen wir die Zahl H, oder H’, wenn nur entsprechend
a, = 3 oder &’ =3 ist. Also ist 8 H e. d. Wir multiplizieren jetzt die Dar-
stellung der Zahl 2°H mit der Darstellung der Zahl 8 H. Vermittels des Hilfs-
satzes I (s. auch Bemerkung) erhalten wir, wenn nur die Zahl a grofer als 3
angenommen wird, daB entweder
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2a+3—2 . 241-)-1 oder 2a—3+2 . 2a-1

e. d. ist. Ist 2°L, wo L ein beliebiger ungerader Teiler der Form «* - Dy?
bedeutet, e. d., so ergibt sich aus der Multiplikation mit der Darstellung der
Zshl 2¢H (wenn nur diese e. d. ist), daB

9atie—ae-1) T, — 987,

e. d. Denselben Schlufl erhalten wir, wenn nicht die Zahl 2*¥~*  sondern

25-%42 ¢, (. ist; denn es folgt analog, daf die Zahl
2a+n—-1-—-ﬂ(a-—2) L p— 25L

e, d. ist. Da der ungerade Teiler L beliebig gewdhlt wird, erhalten wir, daf
a =23 sein mub; also ist 8¢Q durch die Form x*-} Dy?® e. d,, demnach kann
nur, wegen Satz IT, hochstens D ="7, 15, 28, 81 sein.

Beweis des Falles 2.

Der Annahme entgegen, sei die Zahl D,, wo D1=2£B=i: 1, ungerade.

Wegen der Voraussetzung wufl 24D, e d. sein, also 2D, == 2% D,. Da hier
A<C B, so ist dies nur dann moglich, wenn 4 = B ist.

Es sei zuerst die Zahl A4 gerade. Nun folgt aus 24¢Q =4 27D, %
(r,s) =1, daB Q==r} -+ D,s% wo r, _L ; ; also ist die Zahl @ durch
934
die Form 2*-+ D y? e. d. und demnach ist die ungerade Zahl D,, wo D, &1,
gleich: 3 oder 7.
29 == 1 -} 7-2% Da sie prim sind, erhalten wir, daf

2413 = @¥ L o320, 929 —Fp o

ihre einzigen Darstellungen durch die entsprechende Form 2?2 4 Dy? ist. Diese
Darstellungen sind aber nicht eigentlich und es kann also angenommen wer-
den, daB A ungerade, mithin 2 == 7% - 2.D; s? ist. Nun ist die Zahl (14 2.D;)
Teiler der Eorm % - 24D,y denn

@T) 24D, — 211 - 2D,).

Da aber 12D, < 20D, < 2D,, so ist die Zahl (14 2D;) durch die
Form x!- 24D y* nicht darstellbar. Also ist wegen der Voraussetzung
24(1 -+ 2D,) e. d., mithin die Zahl 2(1 +-2.D;) durch die Form z®-2D,y?
e d.. Nun ist aber die Zahl 1 -+ 2D, prim, denu ist ¢ ein echter Teiler der
7Zsh] 14 2.D,, so kann man unter anderm ¢ <_J/T 422, annchmen, was aber
unmdglich ist, denn ¢ > ¢ = D,.

50
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Wir betrachten jetzt die Form z* - 2.D,y* und multiplizieren die Darstel-
lungen der Zahlen 2(1-}-2.D,) und (1 -+ 2.0;) miteinander. Zufolge des Hilfs-
satzes I erhilt man (da 1 4 2D, prim ist), dab die Zahl 2 durch dle Form
2*--2D,y% e. d, also D, =1 ist.

Ist aber D =125 so ist, da 2*Q durch die Form %} 2%y e. d. ist

2B — ZA,

Nun sind aber die Fille 271 =24 oder 2= 24 .unméglich: denn fir
die Form 2?4 2%y% wo A < B, 4 gerade ist, sind die Darstellungen

251 — 94  oder 28% = 24,

21y = (2P o 2tiys 9117 — (gdte oo
wo ¢ eine entsprechende beliebige ganze Zahl z. B. g =3, die einzig mégli-
chen fir die entsprechenden Zahlen, folglich nicht elgeutllch darstellbar.
Beweis des Falles 3:
Wir hetrachten zuerst den Fall, wo D =f=25, ist also

240 =r-2°Ds*  wo  (rs)=1,

so ist 27/r2. Es sei jetzst L ein beliebiger ungerader Teiler der Form
22 28D y% Ist L e d, also ist

L =R 425D,51, (RS =1,

so muf

L =R 4D, (2%88, (B2 8 =1

sein. Ist aber 2/ L — R} 28D, 82 so mub

28], = R}+ D, S*, B, 8 =1, wo B =-—",
23*
gein. Da jeder ungerade Teiler L der Form 22 4 Dy* auch ungerader Teiler
der Form #* - D;y? ist, ergibt sich, daB jeder ungerade Teiler L der Form
z? -+ D,y* entweder selbst oder mit 24~% multipliziert, durch die Form
22 -+ Dyy* e. d. ist. Wir erhalten also, wegen des Falles 1, dafl entweder
A— B=1,2 oder gleichzeitig -4 —B>3 und D=1, 15, 23, 31 ist.
Ist A—FB=1,2, so ist auf Grund des Satzes II, da D, ungerade ist,
140,

Q = 7=t also kann D; keinen echten Teiler haben, denn dann wire

14D,
p)

<VD,, also DI—14D +1<0,

was nur fir D, <C 14 moglich ist, wobei die entsprechenden Zahlen D,, fir
welche 2472 Q == 2¢ oder = 4@ e. d. ist, die Werte 5,11, 13 haben. Demnach
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konnen wir annehmen, da D, prim ist. Wegen der Voraussetzung ist fiir
gewisse Zahlen g und A:

24D, =g* - 25D, 18, (g,h)==1, also 24P D =g 4 DI, (91,h) =1,

und da die Zahl D, prim ist, ergibt sich

24—F = D A+ k2, wo gy= I
Dy
Mithin (wenn nur 4 — B==1,2) folgt, daB entweder D ==2°D, Potenz der
Zahl 2 ist, oder daB gleichzeitiy 4 — B==2 und D, =38. Wir erwlgen jetzt
den letzten Fall 4-— B> 3, also wegen 1 ist hier:

D, =1,15,23, 81.
Der Fall D, =17, ist mit der Behauptung des Satzes im Einklang, da

b=3B<{}(A—3). Wir nehmen also an: D, =15,23,81 und fur diese
D, definieren wir eine Zahl P= P (D) folgendermafen :

P(15) =2} 15 =19; P(@3)= 6%} 23 =59; P(31)=41} 31 = 37.

Nun nehmen wir-an, da das entsprechende D der Voraussetzung des
Satzes gentigt. Dann ist 24P durch die entsprechende Form e. d. und zwar:
MP=g't Dyt =2} 2°D,y%; 24 PP=ua}-| D,y? wo z = —";;.

2

Da die Zahl P prim und selbst durch die Form a2 D,y* e. d. ist, so
folgt aus der Multiplikation der Zahlen P und 24—* P miteinander, dem Hilfs-
satze 1 gemdB (s. auch Bemerkung zu diesemn Hilfss), dal 24~% durch die
Form #* 4D y% e. d. ist.

Wir betrachten jetzt die Zahlen K (D,)= K, welche fir D, = 15,23, 31
entsprechend gleich ist:

K(16)=11, K(23)=3, K(31)=5.

Diese Zahlen sind Primteiler der entsprechenden Form x? - Dy? und zwar
der Zahlen:

@ .3 Loe. 15, (2P 2825 (2B 4om. 51,

sie sind aber durch die (entsprechende) Form «? - 2% D, y* nicht darstellbar.
Es ist demnach fur gewisse ganze Zahlen W und T:

A

gt

Da 2472 e. d. ist, so erhilt man nach der Multiplikation miteinander; dem

VR = Wi 22D, T*; 2PK=Wi+ DT wo W,=

62
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Hilfssatze I gemif (s. auch Bemerkung), daB K durch die Form #* -+ Dy?
e. d. ist, was offenbar nicht stattfindet.

Es blieb noch zu beweisen, da fir D = 2% hichstens B=4 —1 ist
Dies ist aber klar, denn aus

24Q = r* | 2%s?

r

folgt 24 2Q=ri4s% wo n=

igp-
P

Da A—B>0, so ist 17 =st=1 (mod 8), also ist nur A —B=1 moglich
und der Satz ist also vollstindig bewiesen.

Satz V: (Umkehrungssatz):
,Ist L ein beliebiger ungerader Teiler der Form a3~} Dy,
»80 i8t:
,1) fir D =1,2,3,4 und 7: L & d durch die Form x*--Dy;
»2) fur D=2%;
ftir D=2 wenn nur A ungerade ist;
fiir D=242.3, wenn nur A gerade ist;
fiir D==2%.7, wo beine beliebige natiirliche Zahl,
welche <C3(4—3) ist, :
und ,3) fir D=15,23,31
Jfolgt stets, dab entweder 28L oder L e. d durch die
JForm %4 Dy ist.

Beweis. Der ersie Fall ist im Satze I erledigt, der dritte im Satze III, —
wir betrachten also den zweiten Fall. Es sei zuerst D ==2%.7 und 4 eine be-
liebige Zahl, welehe > 2b--3 ist. Nun ist die Zahl 24°%, wo A—20=3
ist, durch die Form z? -+ Ty® e. d., und zwar folgt aus der e. D. der Zahl 27
(n eine beliehige natiirliche Zahl, welche == 4 ist) und 8 =1 4 7, vach ibrer
Maultiplikation (zufolge des Hilfssatzes I, s. auch Bemerkung) daf 27482 = 2ntt
e. d. durch die Form z® -} Dy* ist. Multiplizieren wir mithin die Darstellung
der Zahl I, erhalten wir, daB auch 243 .L e. d. durch die Form 2*--7y*ist:

94-u T, — B2 4 182 (R, 8)==1), also ist 24L == (2R)-4 2%.78%,

wobei (2R, S) =1, denn R und S sind ungerade Zahlen.
Ist D =24, so ergibt sich fir gerades 4 aus L = R*-}- 8%

oL — @Ry 4 orsr, @F R §=1,
wenn nur R gerade ist. Ist 4 ungerade, so folgt aus L == B2-+25 (R, S)=1:
441 441
ML =(22 .84 24Ry, (2® -§R)=1.

Fiir die Form 2!+ 242 3y* folgt dieser Satz unmittelbar, denn der Vor-
58
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aussetzung gemiB ist hier A gerade. Also ist jeder ungerade Teiler durch die
Form 2?4 3y% e. d.: L=R*438% (R, S)=1, somit ist

AL= (R4 8F 4 3(R—Sp, (R4S B—8=1;
9L = @8 (R $)r 4 5. 242(R — S

Dabei sind die Zahlen 23~ (B 8), (BR— S) zueinander relativ prim.
Aus diesen beiden Sitzen folgt unmittelbar :

Satz VI: ,Ist jeder beliebige ungerade Teiler I der Form
2@*+ Dy® entweder selbst oder 2L, wo 4 konstant und
pd =238 ist, e, d, so ist

D=1523,81,2¢, 241, 2423 9%.7 (} = beliehig).

pUnd auch umgekehri: Es existiert fur diese D ein ge-
peignetes 4, wobei A>3 ist.

Somit ist die Frage der Moglichkeit der Verallgemeinerung des Eichen-
bergschen Kriteriums fiir beliebige 4 ginzlich erledigt.

ZWEITER TEIL.
Einfiithrung.

Um die Anwendungen der obigen Sitze hervorzuheben, weisen wir auf
eine andere Bedeutung des kleinsten ungeraden Teilers hin. Es ergibt
sich unmittelbar, daB jede ungerade, durch die beliebige primitive Form
AX?®+ Buy 4 Oy? eigentlich darstellbare Zahl, eine Primzabl ist, wenn nur
diese Zahl (absolut genommen) <C @? ist (@ — der Kkleinste ungerade Teiler
dieser Form ist). Man erhilt also quadratische Formen, welche viele Prim-
zahlen darstellen, wenn nur @ méglich groB sein wird. Nun sind die drei
hchstmoglichen Werte des kleinsten @ der: Form -} Dys:

Q= D, El;g-,i, 1-%2, (E = Entier) 4),
d. h. 2°Q ist eigentlich darstellbar (@ =0, 1,2). Diese Tatsache ist der we-
sentliche Grund dafitr, warum die bekannten Formen, auf welche Euler 5)

4) Es ist einleuchtend, daB um weitere Formen, welche Primzahlen darstellen, zu erhal-
ten, die Formen @?-1- Dy?, fiir welche 8¢ e. d. ist, heachtet werden miissen.. Es soll aber
bewiesen werden (s. Satz II), da8 im allgemeinen diese Formen, von den obigen nicht we-
sentlich verschieden sind. ' .

%) Euler: Memoires de Acad. de Berlin 1772, Histoire p. 36 — extrait d'un lettre
a M. Bernoulli.
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und andere Formen, auf welche Frobenius 6) hinwies, viele Primzahlen dar-
stellen 7). Mithin folgen auch viele verschiedene Verallgemeinerungen eines
Frobeniusschen Satzes®), und zwar gilt unter anderem auch der Sata:

,Damit ein jeder ungerade Teiler L der Form «*-- Dy? die
,Bigenschaft habe, daB entweder L oder 2°L, wo a kon-
,8tant und a=1 fitr D=1,2(mod4) und a=2 fiir D=3 (mod8)
seigentlich darstellbar ist, es notwendig und hinreichend
sist, daB jedes Glied (resp. jedes gerade Glied) der Folge
(1) D, 44D, @AP+D, (Bap4D,..@dr+D

2,wo 4 konstant, wobei

,ftir D=1,2 (mod 4): 4<<)D—2 und n alle natiirlichen Zahlen

. 57} L
ydurchlauft, welehe /&<%|/D (resp. A<l/7 und n<§VD),

— D -
Hfur D=3 (mod 8): 4<<}2(D—6) und n> %—l/? (resp. A<D =1

11/
pund n<gl/ 5/

sentweder prim oder eine 2*-faches einer Primzahl sei

Den Fall, wo 6 =2, A==1 und die geraden Glieder der Folge (1) 4-fa-
che von Primzahlen sind, hat Frobenius ¢ behandelt. Dasselbe gilt fur den
Fall, wo A=a=1 und die Glieder der Folge (1) entweder prim oder
2-fache einer Primzahl sind, aber Frobenius®) hat in diesem Falle voraus-

gesetzt, daB n<|/—13z und hier ist es n <C l/iiZ

% G. Frobenius: Sitzungsb. d. k. preuss. Akad. d. Wissensch. Berlin 1921, 8. 976.

") Frobenius hat die Aquivalenz aller Klassen der entsprechenden Diskriminanten
als ,wesentliche Quelle* (s. 6) S. 966) fiir die Darstellbarkeit vieler Primzahlen angenommen,
aber schon aus Verallgemeinerungsgriinden, und zwar, um noch andere Formen (sogar von
beliebigen Graden), welche viele Primzahlen darstellen, finden zu konnen, sieht man die
Zweckmissigkeit unseres Standpunktes.

8) weun er auch das Problem anders formulierte. Er stellt folgende Fragen:

1) wann wird jeder (ungerade) Teiler der Form #* - @y -+ Dy? durch diese darstellbar.
Dieses Prablem 148t sich auf das obige zuriickfithren, denn 4(* 4~ 2y~ Dy”) = 2(x+y)*+ Dy,
also 26 = 4;

2) wann ist jeder Teiler der Form x?--2py? durch dieselbe oder durch die Form
22+ py* darstellbar; oder wann ist jeder Teiler der Form 2*-I-py! durch dieselbe oder
durch die Form 2°~ 22y} dy* Diese Fille entsprechen, dem Falle 2.

%) 5 § 973—6; vgl. L. Dickson: Theory of Numbers. Washington 1919 B. I Chap.
VIII 8. 4
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Werden wir nur die ungeraden Zablen der Folge
@ D, 1*4D, 2:4-D,...,n* 4D

in Betracht nehmen, so wird sich Schluf des vorigen Satzes unter viel enge-
ren Voraussetznngen ergeben

»damit, daB... (s. oben), daB jedes ungerade Glied der Folge
#2), wo fir D=1,2 (mod 4): a =1 und »<<[§D; fur D=3
a(mod 8): g =2 und "<VT§D prim sei.

Nun wollen wir auf die Moglichkeit der Anwendung obiger Sitze auf
die Theorie des imaginir-quadratischen Kérpers hinweisen. Unter anderem folgt
eine Verallgemeinerung des Rabinowitsch-Nagellschen Kriteriums fir
die eivklassigen imaginir-quadratischen Korper: und zwar entspricht dies dem

Falle A=1, a=2, n<%|/-‘§_

Hilfssatz III: ,Fir eine beliebige bestimmte oder unbe-
»stimmte Form Aa? 4 Bzy - Oy gilt:

»l) Jede ungerade Zahl, welche durch diese Form
»e d. und absolut genommen kleiner als @2 wo @ der
pkleinste ungerade Teiler der Form 2 - (4 40— B)y?
»i8%, ist eine Primzahl

»2) Ist B gerade und AC—(4B)*=1,2356 (mod 8), so
pist jede gerade durch die Form Axﬂ—[—Bwy-FCy” e. d. Zahl,
adie absolut genommen kleiner als 2°Q% wo (L,8) = 29
nein 2-faches einer Primzahl, wenn nur a=1 fur
pAC—$B*=1,2 (mod 4) und u.._2 fir AC—}B2==3 (mod 8).

Beweis I. Ist die ungerade Zahl As* 4 Brs-- CUs? wo (r,s) =1 absolut
genommen kleiner als Q2 so ist sie sicher prim, denn widrigenfalls hitte sie
einen ungeraden Teiler ¢, welcher <CJ47% I Brs 4 Cs?, also t << Q wire —
der Annahme entgegen.

II. Es sei jetat B gerade: B =275, und AC— Bi==
sind also unméglich.

Ist die Zahl L = As* -} 2Brs -+ Cs%, wo (r,s §)==1, gerade, so folgt, da
eine der Zahlen 4, C ungerade ist, — sei es z. B. 4, dab:

1,2,3,5,6 (mod 8)

AL = (Ar—}-Bls)” (AC—B,)st= 0 (mod 27),
wo a==1, fiir AC—Bi=1,2 (mod 4) und ¢ =2 fur AC—B}=3 (mod 8).
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Ist L < 2402, also ét< @2, so folgt, da die Aahl 5 ungerade ist, daf

ie pri i Tei-
sie prim sein muf; denn widrigenfalls wird ¢ kein kleinster ungerader

ler sein. ) )
Es ist einleuchtend, daB der Beweis analog verlaufen wird, wenn wir

annehmen, daf C ungerade ist.

Satz VII: ,Sind die Zahlen (bzw. ungerade, bzw. gerade
yZahlen) der Folge
) D, A% D, (244 D,...(An*+D
yoder der Folge
) 14 D4 1-+DERAR...1+ D4y,

,Wo D=1,2,30,6 (mod 8) ist durch solche ungerade Prim-
,zahlen teilbar, welehe fir D==1,2 (mod4) > /D sind, wobei
an alle natiirlichen Zahlen durehlauft, welche <,5VD

l/—— sind, wobei

, 80 ist fur jeden ungeraden

J(bzw. n<}D)undfir D=3 (mod 8):

n<1z/ bzw n<l/

,Teiler L der Form 22 Dy? entweder L oder 2°L e d,,

a,dabei ist:
fir D=12

D=3

(mod 4),
(mod 8).

a =1
- a=2 fur
Beweis. Wir betrachten die Kongruenz
2+ D=0
mit der kleinsten Losung 2 Also ist z<C @, denn eine der Zahlen
74D, (Q—Zp+D,
wo Z die klei;ls‘ce Lissung der Kongruenz Z2 -+ D=0 (mod Q) ist, d.h. Z<40,

(mod 2°Q)

ie Zt 22+ D s eine unge-
gerade ist. Es bezeichne die Zahl [ den Brach I= g0 also g

rade Zahl Ist J==1 so ist 2°Q e d., somit ist, vermotge des Satzes IIIL
alles bewiesen. Es sei 7> 1, demnach l> . Mithin erhalten wir die Rela-
tionen : ’ ‘

PLD>Z D=0 >200%

D . = . D
also ist Q<I ot Was fir ¢ ==1 ergibt: Q<|/D und fiir e =2, @ << 3


GUEST


18 8. Lubelski

Es ist also die Kongruenz

(3) A2 - D=0 (mod @)
und die Kongruenz
4) 14+ DA*a? = (mod Q)

fir eine Zahl x, wo fir a =1, m<%l/f und fir ¢ =2, x <%l/17;—, 18shar.
Demnach ist eine gewisse Zahl der Folge (1) oder der Folge (2) durch eine
Zahl, welche, fir D==1,2 (mod 4), — <J/D uwnd fir D=3 (mod 8)

<l/§, teilbar.

Beachten wir nur solche Lisungen der Kongruenz (3) oder (4), wo A?z®-+D
oder 1} DA% gerade (bzw. ungerade) sind, so findet man im Falle der
Losbarkeit der obigen Kongruenzen solehe Losungen w, fir welche:

fir D=1,2 (mod 4), — z<)D;
fir D=3 (mod 8), — w<!/§.

Der Satz ist also bewiesen.

Folgerung I: ,Damit ein jeder ungerade Teiler L der Form
#22-Dy* die BEigenschaft habe, daf entweder L oder
»2°Ly, wo a konstant und a=1 fiir D=1,2 (mod 4} und
pa=2 fiir D=3 (mod 8) (dabei nimmt D nur die Werte
»D=1,2 856 (mod 8) an) e d. ist, — ist es notwendig
»und hinreichend, daB jedes Glied (bzw. jedes gerade
2Glied) der Folge

(1) D, A*-4-D, (2424 D, (842 D,

2wo 4 konstant, wobei

n fir D=1,2 (mod 4):' A<JD=F und # naturliche Zah-
» len durchlduft, welche <%—|/f; (bzw. A<l/:'2b: und
n n<VD);

5 fir D=3 (mod 8):A<%V§5~::6_) und n<%—l/%z (bzw.
» A<%V5:——1 und n<l/§),

‘ néntweder prim oder ein 2*-faches einer Primzahl sei.
68
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Beweis. Die Notwendigkit folgt aus dem Hilfssatze II, denn fiir die an-
gegebenen Werte von A und # ist jedes ungerade Glied der Folge (1) kleiner
als § und jedes gerade Glied kleiner als 2% Q% Dabei ist zu beachten, dab

. . . 14D\ (94D
fir a =2 die kleinste ungerade zusammengesetzte Zahl gleich (T) (T)

ist, und allgemein ist vermdge des Hilfssatzes: @ = B 1;:”0

. DaB diese Be-

dingung auch hinreichend ist, folgt unmitielbar aus dem vorigen Satze ).

Folgerung II: ,Damit ein jeder ungerade Teiler L der Form
222 Dy%, wo D=1,2.3,0,6 (mod 8 wobei:

» fir D=12 (mod 4), eo=1

» fir D=3 (mod 8), a=2

0. d. ist, — ist es notwendig und hinreichend, dafl je-
ndes ungerade Glied der Folge

(®) D, 13-+D, 224 D,...,n24D,

,wo fir D=1,2 (mod 4) n alle nattirlichen Zahlen durch-
Jauft, fur welche #» <J§D und fur D=3 (mod 8)
4 <V3ED, prim ist

Beweis. Dab diese Bedingung notwendig ist, folgt aus dem Satze II, wir

werden also beweisen, dab sie anch hinreichend ist.
Wir betrachten zuerst alle Zahlen der Folge (1), wo » alle natirliche

Zahlen durchliuft, fur welche n<%VD—, wenn nur D=1,2 (mod 4) und

n <%l/§7 — ftir D=3 (mod 8). Wire der Satz falsch, so wiire, vermdge

der vorigen Folgerung, da alle ungeraden Zahlen prim sind, eine gerade Zahl
dieser (letaten) Folge kein 2°-faches einer Primzahl. Somit erhalten wir, daB
die Form «? -~ Dy3 fur a =1 einen ungeraden Teiler hat, welcher kleiner

B . i3
als I/%D und fiir ¢ = 2 einen ungeraden Teiler, welcher kleiner als ED

e :l.D D
ist. Denn fiir =1 und n<%VD ist 1—1—%—-<8—D; und fiir ¢ =2,

1}y/p. m4+D 18
n<§l/»g— 18t " w<Zg.

10) Einen analogen Satz kann man auch fiir die Folge
12} D4, 1+ D@4Y,... 14 D(ndy

beweisen.
BY
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Anmerkung. Auf folgende Formen, welche viele Primzahlen darstellen,
hat Euler®) hingewiesen :

w*—az—4p wo p=3551117,41 und
222 4 p, wo p=35,511,29;
demnach folgt fiir die Formen x?® - Dy?, wo
D =11,19, 43, 67, 163; 6, 10, 22, b8,

dab fir jeden ungeraden Teiler L dieser Formen entweder L oder
2L (a==1,2) e. d. ist. Dasselbe gilt auch fur die Formen, wo
D == 5,18, 87, auf welche Frobenius zuerst hinwies ¢).

Nun denten wir auf die moglichen Anwendungen der obigen Sitze auf
die Theorie der quadratischen Kirper an, und zwar verliuft, die Theorie der qua-
dratischen Formen der Theorie des quadratischen Korpers parallel. Jedenfalls
kann man unmittelbar den folgenden (bekanuten) Hilfssalz beweisen :

Hilfssatz IV: ,Ist jede Zahl des imaginidr-quadratischen
,Ldrpers K(w) in ein Produkt von Primzahlen dieses
oKorpers eindeutig (bis auf Einheiten) zerleghar, so
yist jeder Teiler der Form N(u-- vw) (N(u+vw) = Norm
sder Zahl u—ow) durch diese Form eigentlich dax-
pstellbar.

Beweis. Nach Satz III (s. auch Fufinote 8) gentigt es den Beweis nur
fiir Primteiler (sogar nur fir den kleinsten Primteiler) zu fiihren. Es sei

(u,v) =1, Nu—+vw)y=0 (mod p),
wo u, » gewisse ganze Zahlen sind, N(u -+ vw), — die Norm der Zabl u -} v
und p eine natirliche Primzahl. Da (w,v)=1, so kaon N(u--ovw), im
Korper K(w), nur dann eindeutig zerleghar sein, wenn fir gewisse 2 konju-

gierte Primteiler « -+ vw, u + vw der Zahl N(u - »w*) (wenn nur der abso-
lute Wert der Diskriminante >> 4 ist)

. P = (- vw) (4 + vu¥)

sein wird, Es folgt also, daB p==2*-- Dy?, wenn w=}""1), und 4p=n2-Dy?,
wenn w == % (8. 9).

) Zusatz: Diesem Hilfssatze gemil, kénnen wir, die Sitze, ILI, VII und
die Folgerungen des Satzes VII, auf die imaginéir-quadratischen einklassigen
60
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Korper anwenden. Demnach folgt das Rabinowitsch)-Nagelsche ™)

Kriterium, und zwar entspringt dies aus dem Falle A=1, a=2, n<%l/:§
der Folgerung I des Satzes VIL

Streszezenie.

Celem niniejszej rozprawy jest podanie teorji form kwadratowych pray
korzystaniu tylko z jednego pojecia: dzielnika formy a2+ Dy% Moaliwodci
thkwigce w tem ujecin widaé juz w twierdzeniu pomoeniczem II, ktére sta-
nowi uogélnienie twierdzenia o réwnowaznodei kazdej formy z formg zredu-
kowang. Dalej sg te mozliwodci widoezne w uogélnieniu i wyezerpaniu twier-
dzenia Eiehenberga o roli najmniejszego dzielnika nieparzystego formy
% | Dy?, zwlaszeza, 26 koniecznosé uogdlnienia tego twierdzenia wylania sig
% twierdzenia I, ktére wykazuje, 6 samo kryterjum Eichenberga zachodai
prawie ze w prozni.

W Tl-giej czefei pracy, deigki tej metodzie, otrzymuje sig uogélnienie
prac Frobeniusa, Rabinowitscha i Nagella.

1) G, Rabinowitsch: Eindeutigkeit der Zerlegung in Primzahifaktoren in qusdra-
tischen Zahlkorpern, Jour. fiir Math. B. 142, 8. 163—164.

12) T. Nagell: Uber die Klassanzahl imaginir-quadratischer Zahlkorper. Abhandl. aus
dem math. Seminar, Hamburg B. 1, 1922, 8. 145—160.
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