14 Karl Menger: Dimensionelle Feinstrukttr und Produktsats

Eine Menge heift duferst schwach eindimensional, wenn ihr erster Dimen-
sionsteil abzsihlbar ist. Betrachten wir die n-te Potenz eines suferst schwach
eindimensionalen Raumes, so sind die # Z';-Mengen, in welche wir eben den
ersten Dimensionsteil der n-ten Potenz zerlegt haben, offenbar paarweise homéo-
morph und der erste Dimensionsteil kann- dann offenbar in abzihlbarviele
schwach-eindimensionale relativ abgeschlossene Mengen zerlegt werden, von
denen jede mit der (n—1)-ten Potenz der #uBerst schwach eindimensionalen
Menge hom&omorph ist,

Bezeichnen wir den Raum R im Punkte p als hichstens leicht n-dimensional,
wenn p in beliebig kleinen Umgebungen mit hochstens schwach (n—1)-di-
mensionalen Begrenzungen enthalten ist, und nennen wir hichstens leicht n-di-

mensional einen Raum, der in jedem seiner Punkte hschstens leicht #-dimensinnal
ist, so gilt offenbar der

Satz. -Das Produkt von n schwach eindimensionalen Riwmen st hichstens
leicht n-dimensional.

Sei némlich p ein vorgelegter Punkt des Produktes P. Wir stellen das-
selbe nach dem ohigen Verfahren als Summe der n -1 nulldimensionalen
Mengen P, dar. Ist p in P, enthalten, so ist P in p nulldimensional. Ist p
in P; eothalten (i == 0), so liegt, da P, nulldimensional ist, p in beliebig kleinen

Umgebungen, deren Begrenzungen zu P, fremd sind, deren Begrenzungen daher |

in der Summe der n tbrigen Mengen P, enthalten und demnach hochstens
schwach (n—1)-dimensional sind. Also ist P in p hichstens leicht n-dimensional.

Wenn die obere Halfte des Produktsatzes fiir beliebige separable Riume
gelten sollte, dann existieren also fir jedes » sechwach n-dimensionale Réume,
da es nach Sierpifiski einen schwach (und sogar duBerst schwach) eindi-
mensionalen Raum gibt. Dann existieren ferner fur jedes n stark n-dimensio-
nale Riume, welche Summe sind von # schwach #-dimensionalen relativen
Fy-Mengen und daher von abzahlbarvielen schwach n-dimensionalen relativ
abgeschlossenen Mengen, welche zudem als paarweise homdomorph angenom-
men werden konnen (z. B. die erste Dimensionsteil der Potenzen der Sier-
pifiskischen Menge). Unabhingig vom Produktsatz hat Mazurkiewicz fir
jedes n schwach #-dimensionale Riume konstruiert und hat einen stark eindi-
mensionalen Raum konstruiert, weleher Summe sogar von blof zwei relativ
abgeschlossenen schwach eindimensionalen Mengen ist.
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Uber verallgemeinerte projektive Geometrie

(O uogdlnionej geometrji rzutowe;j)
von

Stanistaw Gotab (Krakéw).

Einleitung.

Seitdem F. Klein in seiner Arbeit ,Uber Liniengeometrie und metrische
Geometrie® (1871)1) die Beziehungen zwischen den projektiven und kf)nform(e'n
Eigenschaften in der euklidischen Geometrie klargestellt hatte, bll@en du?
Untersnchungen in der projektiven und in der konformen Geom.etrxe zwei
parallele Reihen, die in ihren wichtigsten Punkten zeitlich nur geringe Diffe-
renzen aufweisen. ]

1918 entdeckte Weyl die sogenannte Konformkriimmungsgréfe einer
Riemannschen Ubertragung und bewies, daB das Verschwinden diese'r Grofie
notwendig dafiir ist, daf eine gegebene Riemannsche Geometrie durch eine k.on—
forme Transformation in eine euklidische iibergefiihrt werden kaun 3). 1921 zeigte
Schouten sodann, dafl das Verchwinden der KonformkriimmungsgroBe auch
eine hinreichende Bedingung darstellt¥). Dieses Resultat veranlafte Weyl zur
Bildung der sogenannten Projekiivkriimmungsgrofe und zum Beweise des Satzes, .
daB das Verschwindeu dieser Girfe notwendig und hinreichend dafiir ist, daB
eine gegebene nichteuklidische .affine Gtemetrie durch eine bahntreue Transfor-
mation in eine euklidische iibergefithrt werden! kann4). In dieser Weylschen
Arbeit findet sich zum ersten Mal der Begriff der bahntreuen oder projektiven
Transformation einer affinen Ubertragung. Sind I'y, die Parameter einen affi-
nen Ubertragung in einer X, so sind die Parameter ‘I'f, jfader ai:’finen Uber-
tragung mit denselben geoddtischen Linien gegeben durch die Gleichung

1) Ty, =T+ A5 p,~+ 43, p;, (43 = Einheitsaffinor)
wo p; ein beliebiges kovariantes Vektorfeld ist. Projektiv heilt nun eine

1) 1871, 1. %1918, 1. . %) 1921, L. % 1921, 2.
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Rigenschaft, wenn sie sowohl bei Transformationen der Urvariablen  als bei
den Transformationen (1) invariant ist. Die projektivé Geometrie wurde in
diesem verallgemeinerten Sinne zuerst (1922) von L. P. Eisenhart und
0. Veblen aufgefasst und weiter entwickelt®). Ihr Ausgangspunkt bildet ein
System von Bahnkurven (paths) in der X,, gegeben durch die Gleichungen:

argr d§ d§“
@ ds® LI Py ds ds

und es handelt sich um die Geometrie dieser Differentialgleichungen (geometry
of paths). Von diesen Autoren wurde kein Versuch gemacht, der neuen Geo-
metrie irgend eine Ubertragung in eineindentiger Weise zuzuordnen. Dieser
Gedanke stammt erst von Cartan ®). Cartan ordnete dazu jedem Punkte der
gegeben Mannigfaltigkeit X, eine lokale ebene Mannigfaltigkeit zu, und bildete
dann die benachbarten lokalen Mannigfaltigkeiten projektiv statt affin aufein-
ander ab. Dieser ‘Gedanke sowie der entsprechende ebentalls von Cartan her-
rithrende fiir die konforme Gteometrie wurde ausgearbeitet von Cartan (1924)7)
und Schouten (1924)8) und fiir den projektiven Fall gelang es beiden unab-
hangig voneinander, jeder bis auf bahntreue Transformationen gegebenen affi-
nen Ubertragung eine solehe projektive Ubertragung in eineindeutiger Weise
zuzuordnen. Die Methode wurde von J. A. Schouten (1926) noch weiter aus-
gearbeitet und in Beziehung gesetzt zvm Erlanger Programm ).

Eine ganz andere Behandlung gab T. Y. Thomas (1925), Es hatte sich
als unmoglich herausgestellt, den Ubertragungen (1) in eineindeutiger Weise
eine affine Ubertragung zuzuordnen, die sowohl bei Transformationen der
Urvariablen als bei (1) invariant wére. T. Y Thomas entdeckte nun *°), daf
die durch die Grlelchungen

(8) I' =TIy, — (A" Ig, 4+ 45Ty

definierten Parameter Flu bei (1) invariant sind, sich aber bei allgemeinen
Transformationen der Urvariablen nicht wie die Pammeter einer affinen Uber-
tragung transformieren. Nur in dem hesonderen Falle wo die Gruppe der
equlmodularen Transformationen der Urvariablen zu Grunde gelegt wird, kbn-

=0

nen die Z’{H als Parameter einer affinen Ubertragung dlenen (pequiprojective

geometry“ von T. Y. Thomas)!). "Ausgehend von den 1’;'” gelang es ihm
sodann ‘den Ubertragungen (1) in ememdeutlger Weise eine (# -+ 1)-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit mit eiver affinen Ubertragung und mit einer besehrink-
ten Transformationsgruppe der Urvariablen zuzuordnen, wobei die (# - 1)-te
adjungierte Urvariable natirlich eine spezielle Rolle spielte. In dieser (n—-1)-

5 1922, 1—5; 1923, 13,
%) 1926, 3. 10) 1925, 1.

% 1922, 6. " 1924, 4.
11) 1925, 1; 1926, b.

% 1924, 5.
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dimensionalen 4,., sind spezielle Vektofen, die ,projektiven¥, ausgezeichnet,
und es gelang Thomas fiir diese projektiven Vektoren eine kovariante ,pro-
jektive Ableitung® zu definieren %) Allerdings entspricht dieser Ableitung lein
kovariantes Differential und es entsteht somit keine projektive Ubertragung,
da eine Ubertragung eben erst zu stande kommt, wenn eine in irgendeinem
Punkte definierte Grofie irgendwelcher Art vermdge der Forderung, daB das
kovariante Differential verschwinden soll, nach einem Nachbarpunkte ver-
pflanzt wird.

Eine dritte Methode der Behandlung gab Veblen (1928)135. Es gelang
ihm mit Hilfe der Transformationsdeterminante die Transformation der Ur-
variablen in der Umgebung von jedem Punkte zu schreiben als Quotient von
zwei Reihenentwicklungen. Den Gliedern unullter und erster Ordnung entnahm
er dann die Koeffizienten die zur Definition der ,projektiven Vektoren“ dienen.
Die Veblenschen ,projektiven Vektoren“ sind nicht identisch mit den Thomas-
schen, sie besitzen aber wie diese eine kovariante Ableitung und kein ko-
variantes Differential.

Die Beziehungen zwischen den Veblenschen und Thomasschen projektiven
Vektoren sowie zwischen den zugehorigen projektiven Ableitungen lieflen sich
in recht durchsichtiger Weise aufstellen4). Die Beziechungen zwischen den
Thomasschen und Veblenschen projektiven Vektoren und Ableitungen zu den
bei Cartan und Schouten auftretenden Punktgréfen und ihren ,projektiven
Ubertragungen® blieben aber noch ungeklirt. Auf das Winschenswerte ihrer
Klarstellung wurde von Veblen in seinem Vortrag auf dem internationalen
mathematischen Kongresse in Bologna 1928 ausdriicklich hingewiesen 4%),

In einer vom Verfasser gemeinschaftlich mit Prof. Schouten geschriebenen
Arbeit, die unter dem Titel ,Uber projektive Ubertragungen und Ableitungen*
in der Mathematischen Zeitschrift (1930) erschienen ist %) wurde nun u. a.
gezeigt, daB bei einer etwas schirferen Fassung der Cartan-Schoutenschen
Methode, die sich besonders dadurch auszeichnet, daB sie eine gewisse Kon-
stante ¢ vorliufig noch unbest‘immt 14Bt, die bei dieser Methode verwendeten

Punkte fir ¢ =1 bzw. — identisch sind mit den projektiven Vektoren

+1
von Veblen bzw. Thomas. Es wurde dabei auch klar, warum diesen Vekto-
ren nur eine kovamaute Ableitung zukommen kann und nur den Vektordichten
vom Gewicht ‘:F? also den Cartan- Schoutenschen Punkten auch ein ko-
variantes Differential und damit eine Ubertragung. Die gewiinschte Klirung
war damit erreicht,

15) 1928, 8, ) 1928, 3, Fubnote &, S. 166.
1) 1930, 1.

12) 1996, 6.
18) 1929, 6, 8. 187.
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Tozwischen hatte Veblen (1929)1%) von einem anderen Standpunkte aus-
gehend den Begriff seiner projektiven Ableitung verallgemeinert. Uber die
Beziehungen zwischen seiner Methode und der von Cartan und Schouten
enthilt diese Arbeit aber nichts.

1929 wurde das Problem angegriffen von Weyl ). In dieser Arbeit wird
im Wesentlichen die Cartansche Idee der projektiven Abbildung benachbarter
lokaler Mpnnigfaltigkeiten entwickelt, aber unter Verwendung nichthomogener,
statt homogener Koordinaten. Durch diese berraschende Wendung gelang es
Weyl in manchen Punkten wesentlich Neues zu erreichen. Was aber den
Uhbergang zu der Thomas-Veblenschen Methode betrifft, begntigte sich Weyl
in dieser hochinteressanten aber leider zu kurz gehaltenen Arbeit nur mit
einigen Audeutungen, ohne zu einer expliziten Darstellung tberzugehen. Eine
ausfihrliche Darstellung der Weylschen Methode und ihre Beziehungen zu
dem Standpunkte unserer oben zitierten Arbeit wird Gegenstand einer noch
nicht erschieneneén Arbeit von denselben Verfassern's), Infolgedessen wird
die Weylsche Arbeit hier auBleracht gelassen. Die vorgenannte Arbeit ist aber
als eine notwendige Ergiinzung der vorliegenden zu betrachten.

Das - hauptsichlichste Ziel der vorliegenden Arbeit ist in systematischer
Weise zu zeigen, wie die einzelnen Theorien spezielle Fille eines Granzen wer-
den, welches vom Cartan-Schoutenschen Ausgangspunkt aus aufgebaut wer-
den Kkann. :

Zur Erleichterung des Lesens geht ein Abschnitt tiber die verwendeten
Bezeichnungen voran, In diesem Abschnitt sind alle die Vereinfachungen und
Verbesserungen der Ricci-Symbolik die von Schouten seit dem Erscheinen
seines Ricci-Kalkiils vorgeschlagen und verwendet sind, und die sich zur Zeit
nur zerstreut in verschiedenen Arbeiten finden, zu einem einheitlichen Gtanzen
vereinigt.

Im Paragraphen 1 und 219 werden sodann die Begriffe der Punktgrds-
sendichten und ihrer Ubertragung fur den aligemeinen Fall eingefuthrt.

Im Par. 3 werden die Punktgrofendichten spezialisiert, wodurch es mog-
lich wird, eine der Hauptfragen zu erledigen, nimlich den durch (1) charakte-
risierten Ubertragungen in eineindeutiger Weise (bis auf eine Konstante ¢,
tber welche erst spiter verfugt wird) eine Ubertragung von Punktgrofen-

dichten vom Gewicht zuzuordnen. Im Wesentlichen wird in diesem Par,

1
n--1
also die Cartan-Schoutensche Methode in schéirferer Iassung und unter Beriick-
sichtigung aller rechnerischen Einzelheiten durchgetiihrt.

16) 1929, b. ) 1929, 4.

) J. A. Schouten und S. Golab, Uber projektive Ubsrtragungen und Ableitungen 11.

1%) Der Inhalt der Paragraphen 1—9 bildet im Wesentlichen den Gegenstand der unter !%)
zitierten Arbeit.
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=

Der Par. 4 bringt den Begriff der projektiven kovarisnten Ableitung fur

. . 1
Punktdichten vom Gewicht i Unter Verwendung eines Gedankens von

n
Veblen gelingt es sodann die projektive Ableitung fir Skalardichten und somit
auch fiir Punktdichten von beliebigem Gewicht und im besonderen auch fitr Punkte
zu definieren (Par. 5). Dabei zeigt sich dann aber, daf es im allgemeinen zu
dieser projektiven Ableitung kein zugehtriges kovariantes Differential gibt.
Im Par. 6 wird eine affine Ubertragung in einem adjungierten (n - 1)-di-
mensionalen Raume eingefiihrt, welche der im Par. 3 abgeleiteten Punktdich-
tentibertragung und somit auch den durch (1) charakterisierten Ubertragungen

in der X, in eineindeutiger Weise zugeordnet ist. Fir ¢ = — 1 bekommen
n

Fi
wir die Parameter der Ubertragung der Thomasschen adjungierten Mannig-
faltigkeit.

Im Par. 7 wird die Frage erdrtert ob die im Par. 3 abgeleitete Abbil-
dung der lokalen projektiven Mannigfaltigkeiten P, auch eine Abbildung der
lokalen affinen Mannigfaltigkeiten E, mit sich bringt. Die Antwort anf diese
Frage fillt negativ aus. Es zeigt sich nimlich, daB fur die Festlegung der
Abbildung der benachbarten E, bei gegebener Abbildung benachbarter P, eine

extra gegebene Punktdichte vom Gewicht

”’?‘ i notwendig ist. Wollen wir
also die Abbildung der E, in einer von. der speziellen Wahl von p; in (1)
unabhiingigen Weise festlegen, so miifte sich aus den Parametern der Punki-
dichtentibertragung eine Punktdichte in invarianter Weise ableiten lassen, was
aber auf Grund des Par. b im Allgemeinen aunsgeschlossen ist.

Der Par. 8 ist der Thomasschen Methode gewidmet. Es stellt sich heraus,

daB durch die Annahme ¢ = — 1% die Punkte des Par. 2 identisch werden

mit den projektiven Vektoren von T.Y. Thomas und die Parameter der pro-
jektiven Ableitung der Punkte mit den Parametern der projektiven Ableitung
der Thomasschen VektorgrsBen.

Tm Par. 9 wird die Veblenschen Methode kurz skizziert. Es zeigt sich,
daB fiir ¢=1 die Punkte des Par. 2 jdentisch werden mit den Veblenschen
projektiven Vektoren. Veblen legt die Parameter seiner projektiven Ableitung
nicht fest und stellt pur einige Fordernngen auf, die aber zur eindeutigen
Bestimmung dieser Parameter nicht hinreichend ‘sind. Die Veblenschen For-
derungen werden in diesem Paragraphen so ergiinat, daB eine eindeutige Be-
stimmung erreicht wird und zwar diejenige, die der unseren fiir ¢ =1 ent-
gpricht. Die geometrische Deutung dieser Forderungen ist ertrtert im Par. 10,
der sich ausfuhrlich mit den geometrischen Figenschaften der (n - 1)-dimen-
sionalen adjungierten Mannigfaltigkeit des Par, 6 beschaftigt.
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Der Par. 10 schliefit mit einem Satz, der die hinreichenden Bedingungen
daftr bringt, daB die Ubertragung in der adjungierten 4., genau dieselben
Parameter bat, die sich im Par. b fir die Parameter der projektiven Ableitung
der Punkte ergaben. e

Im Par. 11 wird der Fall untersucht, wo die Ubertragung in der A,
eine Riemannsche ist KEs wird gezeigt, daf dies eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung daftir darstellt, daB es unter den durch (1) charakterisierten
affinen Ubertragungen eine Einsteinsche Ubertragung gibt.

Im Par, 12 wird der Fall betrachtet, wo die A,y total geoddtische Hy-
perflichen zulaft. Dies erweist sich als notwendig und hinreichend dafiir, dab
es unter den durch (1) charakterisierten Ubertragungen eine Ubertragung von
der Eigenschaft gibt, daB ihr Ricci-Affinor identisch verschwindet.

Der Par. 13 ist dem Falle gewidmet, wo die Ubertragung in der 4,y
eine euklidische ist. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn die durch (1)
charakterisierten Ubertragungen projektiv-euklidisch sind. Es ergibt sich dabei
natiirlich auch ein Beweis fur den bekannten Weylschen Satz.

Es ‘soll bemerkt werden, dal die Methode sich sehr einfach auch fiir
nichtsymmetrische Ubertragungen  verallgemeinern 18t, wodurch man zu einer
projektiven Ubertragung mit' Torsion (im Sinne von Cartan) gelangt??).

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. J. A. Schouten,
der mich auch hei ihrer Ausfuhrung giitigst durch Rat und Tat unterstiitzte.
Ich danke ihm an dieser Stelle herzlichst fiir seine Mitarbeit, die fitr mich von
unschitzbarem Wert war.

Auch Herrn Dr. E. R. van Kampen, der das Manuskript las und auf
dessen Rat bin die Darstellung in manchen Punkten vereinfacht wurde, bin
ich zu Dank verpflichtet.

Bezeichnungen.

Wir werden im folgenden im wesentlichen die Schreibweise verwenden
die in dem Schoutensehen Buch ,Der Ricei-Kalkiil* 21) festgestellt ist. Da aber
der Verfasser dieses Buches in den letzten Jahren diesen Kalkiil in mancher
Hinsicht verbessert und von Inkounsequenzen befreit hat, soll diesen Verbes-
serungen Rechnung getragen werden. Die dadurch entstehenden Abweichungen
sind in diesem ersten Abschnitt zu einem tbersichtlichen Ganzen vereinigt®2).

20) Vgl '8). Nihers Untersuchung wird Gegenstand einer spiteren Arbeit.
) 1924, 1. Im Folgenden wird dieses Buch stets mit R. K. zitiert,
" ) Wir benutzten namentlich die beiden Axbeiten:
J.'A. Schouten: Uber nichtholonome Ubertragungen in einer Ly, Math. Zeitschr.
30 (1929) 149172,
98
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Urvariablen, transformierende Indizes. Unter einer x-dimensionalen
Mannigfaltigkeit X, verstehen wir die Giesamtheit aller Werte, die # Variablen
annehmen konnen. Die Variablen heiflen die Urvariablen und ein bestimmtes
System von Werten heifit Purki. Die Urvariablen sollen mit dem Kernbuchsta-
ben £ bezeichnet, und unterschieden werden durch rechts oben geschriebene In-
dizes £ (a,...,» = 1,...,1).. &,..., 0 heifen laufende Indizes; die Zeichen aus der
cursiv gedruckten Zeichenreihe 1,...,# sind die diesen laufenden Indizes zu-
geordneten jfesten Indizes 23). Im Gegensatz zu spiter einzufithrenden anderen
Indizes sollen die laufenden sowohl als die festen Indizes #ransformierend ge-
nannt werden. Wir legen alle diejenigen Transformationen der Urvariablen zu
Grunde, welehe im betrachteten Gebiete analytisch und regulir sind und
eine nicht verschwindende Determinante besitzen. Beim Ubergang zu einem
neuen Koordinatensystem benutzen wir denselben Kernbuchstaben & und jindern
nur die Indizes, indem wir fir laufende Indizes Buchstaben einer anderen
Buchstabenreihe verwenden und dieser Buchstahenreihe eine andere Reihe von
festen Indizes zuordnen. Fiir diese andere Buchstabenreihe kann z. B. das
grofe griechische Alphabet gewihlt werden und fiir die zugehsrigen festen
Indizes die cursiv gedruckte Zeichenreihe: 7,...,7 Das Koordinatensystem
sei im Text durch einen eingeklammerten Buchstaben der zugehorigen Bueh-
stabenreihe charakterisiert, also (»), (N). Der Ubergang von (#) zu (N) (oder
anders gesagt, die Transformation der Urvariablen) ist gegeben durch Glei-
chungen von der Form:

M f=g (Ej’) ;

4— ,f;-? 0.
Der Ubergang von (N) zu () durch die reziproke Transformation
@ & =& (£Y),

o= |35 0

J. A. Schouten und V. Hlavaty, Zur Theorie der allgemeinen lineaven Uber-
tragung, Math. Zeitschr, 30 (1929) 414—432,
die Schoutenschen Vorlesungen iiber Differentialgeometrie in Leiden in den Jahren
1928 und 1929 und
ein Manuskript einer nock nicht erschienenen Arbeit von den Herren Schouten
und van X ampen iiber die Kriimmungstheorie einer Vi Vi
23) Es tut also nichts zur Sache, daB die Zeichen Z,...,# Zahlen sind, fiu uns kommt
nur in Betracht, daf die # Zeichen verschieden und unterscheidbar sind. Nur aus typogra-
phischen Riicksichten werden Zahlen und nicht z. B. irgendwelche Figuren oder farbige
Punkte verwendet. :

97


GUEST


8 Stanistaw Golgb

Lokale Variablen, lokale Gruppe. Jedem Punkte der X, seien jetat
mehrere zu diesem Punkte gehorige Mannigfaltigkeiten Xy, Xy.,... zugeordnet.
N, N',... brauchen nicht gleich # sein. Fiir die Transformationen der Urva-
riablen in einer Xy, die wir lokale Variablen nennen wollen, werden nur Trans-
formationen aus einer von vornherein festgelegten Gruppe, der zu diesen

Variablen gehdrigen lokalen Grruppe, zugelassen. Im Glegensatz zur Transfor- -

mation der £ nennen wir die Transformation einer lokalen Gruppe eine lokale
Transformation. Bs ist moglich, daf eine Transformation der £ in jedem
Punkte in eindeutiger Weise eine lokale Transformation bestimmt, eine lokale
Transformation kann aber auch vollstindig unabhiingig sein von der Trans-
formation der £

Geometrische Objekte. Im Folgenden treten einem bestimmten Punkte
der X, zugeordnete Systeme von Zablen auf, die in bezug auf ein oder auch
mehrere Systeme von lokalen Variablen gegeben sind und die charakteristische
Rigenschaft haben, daB sie beim Ubergang zu anderen Systemen von lokalen
Variablen tbergehen in ein neues System, dessen Zahlen sich als Funktionen
der Zahlen des alten Systems schreiben lassen; diese Funktionen hingen
von den verwendeten lokalen Transformationen ab. Ein solches System soll ein
ngeomelrisches Objekt* heiben, und die Zahlen " Bestimmungseahlen des Objektes
in bezug auf die gewshlten Systeme von lokalen Variablen. Ist das Objekt
in'einem endlichen Teil der X, definiert, so spricht man von einem JFeld.
Das einfachste Beispiel eines Feldes ist das System der £* selbst, die lokalen

Variablen fallen dabei mit den & zusammen. Fir die Bestimmungszahlen die~

ser geometrischen Objekte wird dasselbe Bezeichnungssystem verwendet, das
oben fir die Urvariablen eingefibrt wurde. Jedes Objekt bekommt einen
Kernbuchstaben, der sich niemals #ndert und einen oder mehrere laufende
Indizes und es werden dabei soviele verschiedene Buchstabenreiben fir die In-
dizes verwendet als es lokale Gruppen gibt, die bei der Transformation der
Bestimmungszablen eine Rolle spielen. Zu jeder Buchstabenreihe gehort eine
bestimmte Reihe von festen Indizes. Werden fir jeden laufenden Index nach-
einander simtliche zu seiner Buchstabenreihe gehorigen festen Indizes einge-
setzt, so entstehen alle Bestimmungszahlen des Objektes. Wird dieses Verfahren
auf sémtliche Terme einer Gleichung angewandt, so entsteht das System von
Gleichungen, das durch die Gleichung mit den laufenden Indizes in abgekiirzter
Weise zum Ausdruck gebracht wird. Die transformierenden Indizes, d. i. lau-
fende und feste Indizes werden, beide mit einer einzigen Ausnahme, stets
rechis oben oder unten vom Kernbuchstaben geschrieben. Die Ausnahme bezieht
sich auf die Objekte, die nur eine einzige Bestimmungszahl besitzen und aus
diesem Grunde keinen Index zur Unterscheidung der verschiedenen Bestim-
mungszahlen brauchen. Ist diese Bestimmungszahl invariant, so heibt das Objekt
ein Skalar und es entsteht keine Schwierigkeit, ist sie aber nicht invariant,
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so mubB dem Kernbuchstaben in irgendeiner Weise ein Zeichen angehiingt wer-
den, das das Bezugssystem angibt. Dies wird erreicht indem wunler dem Kern-
buchstaben ein eingeklammerter Buchstabe aus der zum Bezugssystem gehdrigen
Buchstabenreihe. geschriehen wird. Es bedeutet also z B. ¢ und 4 die Be-

[¢9) ¢
stimmungszahl in bezug auf das Bezugssystem dem die kleinen bzw. grofien
griechischen Buchstaben zugeordnet sind. Wir wollen diese Bezugssysteme in
derselben Weise wie oben in Text mit (#) bzw. (N) bezeichuen. Es ist klar,
daB es bei Indizes dieser Art tberhaupt keinen Sinn hitte, » durch 7,...,7
zu ersetzen,

Wah! der Kernbuchstaben. Es ist tiblich lateinische Kernbuchstaben
susschlieBlich fir die weiter unten zu definferenden besonderen geometrischen
Objekte, die wir Grdfien nennen, zu verwenden. Gothische Buchstaben sollen
im Folgenden nur fir Dichten verwendet werden und grofie griechische Buch-
staben nur zur Bezeichnung solcher Objekte, die eine Ubertragung oder eine
Ableitung darstellen, Der Gebrauch der kleinen griechischen Buchstaben bleibe
vollsttindig frei.

Unterscheidende Indizes. Neben den transformierenden Indizes gibt es
unterscheidende Indizes, die dem Kernbuchstaben angehéingt werden um den-
gelben Kernbuchstaben fir verschiedene Objekte verwenden zu ktnnen. Wir
unterscheiden anch hier laufende Indizes, die einer bestimmten Buchstabenreihe
entnommen sind und feste Indizes, die einer dieser Buchstabenreihe zugeord-
neten' Zeichenreihe entstammen und fir die laufenden Indizes eingesetzt werden
ditrfen. Unterscheidende Indizes sollen niemals an den Stellen der transfor-
mierenden Indizes geschrieben werden, sondern stets iber oder wunter dem
Kernbuchstaben. Aus historischen Griinden  sei eine einzige Ausnahme zuge-
lassen. Das in allen Buchstabenreihen darstellbare Kromeckersche Symbol

(8) 8y, OY, o OF,...
das bekanntlich ein quadratisches Schema von Zahlen darstellt, die 1 oder 0 sind:

. 1, v=1 N 1, N=A
@ 62={ij:{:l’ 6A_{O,N:{=A
A ;5, ..., soll aber seine altherge-

Z

-~ Qo

miBte eigentlich geschrieben werden

brachte Form behalten. .
Verallgemeinerte Kroneckersche Symbole. Es soll auferdem ein Sym-
bol mit Kernbuchstaben ¢ definiert werden fur Indizes, die zu zwei verschiede-
nen Buchstabenreihen gehtren. Wir setzen:
1, A=vw,
®) A
Das Symbol bedeutet also 1 oder 0, je nachdem die fuir die laufenden Indizes
99
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eingesetaten festen Indizes ein jeder in seiner eigenen Zeichenreihe korrespon-
dierende Stellen einnehmen oder nicht. Man iiberzeugt sich leicht, daf folgende
Identitsten gelten:

(6) ooy =103, O)6i=27y.

Definition der (Vektor-) Grioflen, Der einfachste Fall entsteht indem
man, ausgehend von den Gleichungen : k

aE¥=(9,§)dé* *),

a6 = (9,8”) dg*,

als lokale Gruppe die lineare homogene Gruppe der durch 9, £Y vermittelten
linearen homogenen Transformationen withlt, Die lokale Transformation héngt
dann also von der Transformation der Urvariablen ab. Jedem Punkt der X,
wird dadurch eine E, zugeordnet ®). Kontravariante und kovariante Vektoren
werden dann in der iblichen Weise definiert als Systeme von Bestimmungs-
zahlen v* bzw. w, mit der Transformationsformel

{ N =1 9, EY,
—_ 2
w, == 1w, 9, £,

Y

(8)

und (Vektor-) Grofen oder (Vektor-) Affinoren hoheren “Grades als Systeme
von Bestimmungszahlen mit mehreren Indizes, die sich je nach ihrer Stellung
ko- bzw. kontravariant transformieren, z. B.

19) Pxa =1, 3,55 £ 9, 8~
Kine GroBe hoheren Grades lalt sich stets als Summe von Produkten von

Vektoren schreiben. Die schon oben definierten Skalare werden als GriBen
nullten Grades zu den GroBen gerechnet.

Maftvektoren. Die sogenannten MaBvektoren e, ;b definiert durch die
Gleichungen A
(10) e = ";ﬁ, £ 43,

2

bilden das lokale Bezugssystem, das wir also im Text mit (») andeuten. Das
Zeichen £ soll stets angeben, da eine Gleichung nicht kovariant ist, d. h.
dab sie nur fiir das verwendete Bezugssystem gilt und ihre Gultigkeit verliert
bei eiver lokalen Transformation.

Zu den £~ gehtrt ein anderes lokales Bezugssystem (N), das aus den MaB-
vektoren

(1)

N & Ny sy
ineAmdA

) Tm folgenden steht 2, stefs fiir 9/5) £2. Das Summenzeichen wird — wie tiblich —
weggelassen.

%) Unler B, verstehen wir eine X, mit einer euklidisch-affinen Geometrie.
100
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besteht. Die alten MaBvelktoren haben in bezug auf (N) die Bestimmungszahlen
(12) & = ¢ 9, E

2 P! :
Es ist natiirlich nicht notig, daf alle Indizes einer GroBe sich auf dasselbe
lokale Bezugssystem beziehen. Das einfachste Beispiel liefert der Einheitsa/finor:

(13) A=, e» £ 0y

o
mit der charakteristischen Eigenschaft

{14) Ayh =¥, Ajw,=1w,

Geht man némlich nur fir den oberen Index =zu (N) iiher, so entstehen die
Bestimmungszahlen

S N . .
(15) A =g, ¥=¢,¢ 9,5 =23,
[!

I

so daB sich die Definitionsgleichungen (8) jetzt auch schreiben lassen:

(16) W= A, w,=d%w,

und damit bis auf die Wahl der Bezugssysteme gleichbedeutend werden mit (14).
Die nachstehende Tabelle bringt in ubersichtlicher Weise den Unterschied
swischen der Transformationsweise der MaBvektoren, des Einheitsaffinors und

des Kroneckerschen Symbols zum Ausdruck

- i
i Transf. des Transf. des | qr.opeoco
| kontrav. Ind. kov. Ind. | Kombiniert
e & ¢’ &
p 2 2 i
v v v v
(17) e €, L e
43 A 42 43
i é3 d3 o3 i
|

Die Kupplung der lokalen Transformation an der Transformation der Urva-
riablen 148t sich autheben, indem man ein beliehiges lokales Bezugssystem D)
13

cinfihrt, bestehend aus beliebigen linear unabhingigen Vektoren ¢*, ;3

h,...,m=1,...,n und dieses in beliebiger, nicht von der Transformation der
Urvarieblen abhingiger Weise, ersetzt durch ein ebensolches System (K)
’ 101
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X —
bestehend aus Vektoren f”, e; Hy...,M=1,...,i. Fir die Bestimmungs-

zahlen in bezug auf (%) gilt daon

(18)

und fir die Transformation von (%) auf (K)
o= A, wy = Afw,;

19
49 Af = AKAp = ARy ; A} = A} Ay = Aly *9),

Wi
Auch Bestimmungszahlen mit Indizes, die sich zum Teil auf (»), zum Teil
auf (k) beziehen, kénnen vorkommen; die A} bilden ein Beispiel.

Holonomer und nicht holonomer Fall. Bekanntlich sind die Bestimmungs-

zahlen von df in bezug auf (%) dann und nur dann vollstindige Differentiale,
wenn

(20) 8y, 6 = O.

Wir nennen diesen Fall den holomomen. Im nichtholonomen Falle schreiben
wir nicht d£* sonder (d€). Die £ sind dann, was man in der Mechanik nicht-
holonome Parameter nennt, d. h. sie haben fir sich keine Bedeutung und nur
ihren Differentialen kommt eine Bedeutung zu.

Dichten. Unter einer Skalardichte vom Gewicht ¥ wird ein Objekt ver-
standen mit einer einzigen Bestimmungszahl p, die sich folgendermafien trans-
formiert: ®

(21) =p 45
p=pl4l

D-ie Definition der kontra- und kovarianten Vekfordichte vom Gewicht B ist
niedergelegt in den Formeln:
v = v 4} |43,
w; = w, A} |45
(Vektc.)r-) GroBendichten hoheren Grades tragen mehrere Indizes, die sich, je
nach ihrer Stellung, kontra- oder kovariant nach (22) transformieren. Zu jedem
In.dex gehort ein Gewicht und die Summe aller dieser Gewichte ist das Ge-
wicht der (Vektor-) GréBendichte.

Nach Einfihrung der GroBen und der Dichten soll jetzt der Name geo-

metrisches Objekt nur noch verwendet werden fir geometrische Objekte, die
weder Grofien noch Dichten sind.

(22)

%) Im Folgenden schreiben wir den Kernbuchstaben A stets nur einmal, also z. B. 4%
statt 4" A¥. #
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Das Skelett. Betrachtet man eine beliebige kovariante Gleichung 4. B.:
(23) V= u":y Wy
so kann man einen oder mehrere Indizes in beliehiger Weise transformieren, z.B.:

Vg = ,M’fp W0y
(24) 1)1-‘}.% == “’1-’1' V){zn:

Ware = % Wk,
ohne daB sich die geometrische Bedeutung der Gleichung sndert. Diese Be-
deutung ist also vollstandig unabhingig von den Indizes und nur abhingig
von dem Skelett jedes Termes, worunter wir den Inbegriff verstehen von Kern-
buchstaben, Stellung -der Indizes und Stellung der vorgenommenen Uber-
schiebungen. ‘

Lineare Ubertragung. Wird jetzt in der X, eine lineare Ubertragung

festgelegt mit Hilfe der Parameter I, *7):

(25) V;b = ay e + ,11’[4 ‘Dz; Vy Wy = aywﬂ. - I’Zw W, 28),
so bilden die I'j, ein Beispiel eines geometrischen Objektes, das keine Grafle

ist. Beim Ubergang zu den beliebigen lokalen Bezugssystemen (k) sind die
neuen Bestimmungszahlen I%, die nach unserer Verabredung wieder densel-
ben Kernbuchstaben bekommen, gegeben durch die Gleichung

(26) Ty ATy, + 450,47, &= 443,
Die I', = I'7, mit der Transformationsweise
@7 I, = 471", — 9;1og | 43|

bilden ein zweites Beispiel eines geometrischen Objektes, das keine Grile ist.
Eine (leichung von der Form

(28) : I, =0

kaun also keinen Sinn haben, da beide Seiten sich nicht in derselben Weise
transformieren. Dagegen kann die Gleichung

@9) : I,20

bestehen; sie sagt bekanntlich aus, daf die Ubertragung inhaltstreu ist und
gerade das Parallelepiped der Malivektoren des Systems (») in sich tbertuhrt.

*7) Eine X, mit einer solechen Ubertragung heibt IL,; ist I‘;-H] =10, so heibt sle 4,
(affine Ubertragung).
) Eg ist nicht erlaubt eine micht Lkovariante Gleichung kovariant zu diﬁ'erenzie;en.

Wir haben z. B. ¢¥ £, 43 und Ve i” . PE{” Vu Ay =0, wihrend im allgemeinen 17:%’“:’:0,
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Abdrosselung. Aus den Urvariablen £¥ lassen sich » Skalarfelder 5 bil-
den, die den & numerisch gleich sind. Beim Ubergang zu neuen Urvariablen

bleiben die E also als Skalare invariant, wihrend die & in £¥ tbergehen. Wir
bringen dies zum Ausdruck durch die Gleichung

(30) N

Es ist klar, daf die kovarianten MaBvektoren ;;. aus den E entstehen durch
die kovariante Operation der Gradientbildung

v »

(@) 0, =9,

und dal die kontmvirianten MaBvektoren ¢* entstehen, indem der Vektor‘ ag
durch die Skalare d& dividiert wird

® ¢ =

Dividiert man schlieflich die Skalare dfv durch die Skalare dg, so eutstehen
die n* Skalare des Kronecker'schen Symbols:

o =25
2
Die drei Gleichungen (e, §, y) zeigen zusammen mit
y — 98
(0) Ay = 95

den Unterschied zwischen den vier in der Gleichung
(31) o 0, A X6

anftretenden Symbolen, deren Transformationsweise in der Tabelle (17) von
S. 101 tbersichtlich dargestellt wurde.

Den Ubergang von & zu E nenunen wir Abdrosseln des Index ». In der-
.selben Weise nennen wir den Ubergang von einer GroBe oder einem geome-
trischen Objekt mit p Indizes zu den Skalaren, die den Bestimmungszahlen
in bezug auf die zu diesen Indizes gehtrigen Bezugssysteme gleich sind, .Ab-
drosseln der Indizes in besug auf diese Systeme und geben diese Abdrosselung
an durch Uberfihrung der betreffenden Indizes nach den Stellen oben und
unter dem Kernbuchstaben, z. B. :
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&
5]

&
3

(32) EWTS

I
&

6y A Z;V Ao,

2
Es ist klar, daB Abdrosselung der Indizes bei einer Grife erreicht werden
kann dureh Uberschiebung mit allen moglichen Kombinationen von geeignet
gewihlten Mafivektoren, z. B.
(33) b= vt e e o

2 v 8

und riickgiingig gemacht werden kann durch Multiplikation der gewonnenen
Skalare mit geeigneten MaBvektoren und Addition, z. B.

l

S M

vy
(34) 0?8 = v ¢, &7 ¢f.

A v u
Von diesem Umstande kann man Gebrauch machen, um fiir Grifen die Ab-
drosselung eines einzigen oder einiger Indizes zu definieren. Darunter wird
dann verstanden die Uberschiebung jedes abzudrosselnden kontra- bazw. kova-
rianten Index mit den # ko- bzw. kontravarianten MaBvektoren, die den Ur-

variablen des Index angehoren, z. B.

M v M
(85) vy = v;*Ne, ex.
Daraus geht hervor, daB
v v
36 Ay=rg,; Ar=¢".
(36) 2=635 2 f
Auch diese Abdrosselung 4Bt sich rickgingig machen, z. B.
! M
(87 o =05 & K.
I

Es ist klar, dab eine kovariante Gleichung bei Abdrosselung eines oder eini-
ger Indizes, die Eigenschaft des Kovariantseins behilt. )

Verwendete Indizes. Wir geben hier schlieBlich noch eine Ubersicht
tber die verwendeten Buchstabenreihen und Zeichenreihen fur die laufenden
bzw. die ihnen zugehorigen festen Indizes:

laufende Indizes: foste Indizes:
..., @ AN
A...,Q L., @
. hy...ym 1,...,n
#8) - H..,M 1.5
ay.ong 0, 1,...,n3)
4,...,G o, 1,...,1

) Bei den meisten Untersuchungen wird eine X, in einer X, eingebettet. Es emp-
1105
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Theoretisch ist man natiirlich vollstindig frei in der Wahl der laufenden In-
dizes innerhalb der angenommenen Buchstabenreihe. Die Lesbarkeit der For-
meln, und die Wahrscheinlichkeit Fehler nicht zu machen oder doch noch
zeitig zu entdecken, werden aber sebr erhtht, wenn man diese Freiheit,
die fiir besondere Fille natiirlich aufrecht erhalten werden muB, fir sehr oft
vorkommende Fille etwas einschrinkt. Es empfiehlt sich dabei, im griechischen
Alphabet » zu bevorzugen fiir den kontravarianten Index, 4 fiir den kovarian-
ten, u fiir die erste kovariante Differentiation, o fur die zweite, und £ fir
die dritte. Man schreibt also z. B.

(39 Vu?? =23,0" ++ Iy, v
und nicht etwa
(40) Vo= 3,0 I7%, v

_was an sich natiirlich ebenso richtig wire, aber zu vielen Verwirrungen und
Druckfehlern Anlaf geben wiirde. Die entsprechenden Indizes in den anderen
Buchstabenreihen ergeben sich aus folgender Tabelle:

kontr. kov. 1°Diff. 2¢Diff. 3¢Diff.

® w 4 b ® g

Ny N A M Q E

1) & k i J 7 h
() K I J L M

(o) ¢ a b d e

| © ¢ 4 B D E

§ 1. PunktgréBen in einer X,.

In jedem Punkte einer X, legen wir in einer, von der Koordinatenwahl
vollstindig frefen Weise ein System von 2 linear unabhéingigen kontravarian-
am=1,.,n)
und bezeichnen dle Bestlmmungszahlen in bezug auf dieses System mit den
kleinen lateinischen Indizes h,4,...,m. Dieses System sei mit (%) bezeichnet.

K
Beim Ubergang zu einem neuen System ¢*, ¢, bezeichnen wir dieses mit (K);
1
(oo, M =1,...

ten MaBvektoren e" und das zugehdrige reziproke System :ﬁ(h

»1) und die zugehdrigen Bestimmungszahlen mit den groBen

fiehlt sich da a,. -+» 9 die festen Indizes 1,...,m und p,...,w die festen Indizes m--1,..
zuzuordnen. D, wir aber im Folgenden stets mit einer X,. in X,41 arbeiten, ist eine andere
Zuordnung gewihlt worden. :
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lateinischen Indizes. Im allgemeinen ist das System (%) nicht holonom %), d. h.
es gibt kein System von Koordinaten £, zu welchen dieses System gehoren
konnte. Das Kriterium der Holonomitit ist bekanntlich:

k
(42) duen=10.
Es sollen jetzt in der X, neben Vektoren und Affinoren aunch Punkt-
groBen definiert werden. Dazu ordnen wir jedem Punkte P der X, eine P, 1)

zu und betrachten das (n -+ 1)-eder gebildet durch dem Punkt P selbst, den
wir mit u bezeichnen, und durch % in der &rtlichen P, beliebig, aber alige-

o
mein gewihlten Punkten u. Dieses Punktsystem soll mit (¢) angedeutet wer-
i

den. Beim ijergang zu einem neuen Punktsystem (C) nennen wir die neuen
MaBpunkte u, n. Uber die gegenseitige Lage der Vektoren ¢ und der Punkte u

machen Wn_? vorlauﬁg keine Voraussetzungen. Jeder Punkt v in einer orth-
chen P, laBt sich in der bekannten Mobius'schen Weise linear in die Maf-
punkte ausdriieken. Dabei ist es notig, die Bestimmungszahlen selbst, und nicht
nur ihre Verhsltnisse, als wesentlich aufzufassen, und somit jedem Punkte ein
Mohiug’sches Gewicht beiznlegen, da sonst die Addition von Punkten keine
Bedeutung haben wtrde. Andert man das Gewicht eines Punktes durch Mul-
tiplikation mit einer Potenz der Determinante der Transformation, die (%) in
(K) tberfithrt, so entsteht eine Grofe, die wir ,Punktdichte“ nennen kénnen.
Vorlsufig wollen wir alle Punkte, auch die bisher zur Sprache gehrachten,
o Punktdichten® nennen, um die Moglichkeit offen zu behalten, die Transfor-
mation durch Multiplikation mit einer Potenz der erwihnten Determinante zu
vereinfachen und sodann die GroBen, die dieser vereinfachten Transformation
unterliegen, ,, Punkie® zu nennen 3%),

Sind v° die alten, v° die neuen Bestimmungszahlen einer kontravarianten
Punktdichte v, so hat die Transformationsformel die Form

ay...,9 = 0, 1,...,11
LE@=0,1...,1

Die ,kovarianten Punktdichten“ sind geometrisch als Hyperebenen zu den-
ken und ihre Bestimmungszahlen transformieren sich folgendermaBen:

(44) wy = £

Die Definition der zu den Punktdichten gehijrigen kovarianten, kontravarian-

(48) pC = S v ;

) Vergl. J. A. Schouten, 1929, 1.

31y Unter P, verstehen wir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer gewShnli-
chen projektiven Gteometrie.

) Dementsprechend sind die Punkidichten mit gothischen Kernbuchstaben Dezovichnet,
wihrend die spiter auftretenden Punkte lateinische Kernbuchstaben bekommen.
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ten und gemischten PunktgréBendichten htheren Grades unterscheidet sich
nun von der Definition der Affinoren dadurch, da sie die GHleichung (43)
statt der Transformationsformel der kontravarianten Vektoren als Ausgangs-
punkt nimmt, Alle Punktgrofendichten sollen mit einem gothischen Kernbuch-
staben angegeben werden. Auch fiir Vektor- und Affinordichten verwenden wir,
wie tiblich gothische Kernbuchstaben. Die GrofBe zweiten Grades $£¢ ist die
zu den in (43) und (44) definierten Punktdichten zugehirige Finheitsgrfe.
Sie spielt dieselbe Rolle wie der Rinheitsaffinor 4y fir VektorgroBen und
geniigt offenbar den Gleichungen:

s,tcr——ﬁfv[:,g:j
45) ’
‘ l 5&;=Lﬁ—{éziz
Infolge unserer Voraussetzung beztiglich u und g ist
o]
(46) EEE 0, EKEQ
aber im allgemeinen )
@ £90, £, — 189 40,

Einfachheitshalber sei auferdem Unimodularitit der Transformation angenom-
men:

(48) JES| = 1.

Die Wahl der Lage dor neven Grundpunktdichten wird dadurch offenbar nicht
eingeschrinkt. . :

§ 2. Punktdichteniibertragungen.

Eine lineare Punktdichtentibertragung ist gegoben durch Gleichungen von
der Form
J 0v* = dv° + A;, v dE

49
“9) l dw= dw,— A, w,dx.

D}e griechischen Indizes beziehen sich auf das Koordinatensystem (v) in X,
dl_e lateinischen dagegen anf das System (6) der Grundpunktdichten. Geome-
trisch bedeutet dies, da die lokale P, in irgendeinem Punkte P der X, sich

projektiv auf die lokale P, in jedem Nachbarpunkte @ abbildet. Diese Idee
geht auf Cartan zurtick %),

#) B. Cartan, 1922, 6; vgl 1924, 4, S. 214,
108 .
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Beim Ubergang zu dem neuen System von MaBvektoren (N) in der X, und
festgehaltenen Grundpunktdichten in den lokalen P, transformieren sich die
Az, folgendermafen
(50) .
wihrend beim Ubergang zu dem neuen System (C) und festgehaltenen MaB-
vektoren in den lokalen Z, folgende Transformationsformel gilt

(61) A5, = S Az, 4 BED, Y 9, = 9/9kw

c
a4y

Ay =4

oder ausgeschrieben unter Beriicksichtigung von (46):

(@) Af, =] A}, B A;, + £, 8]

B A%, =EG A,

() AL, = P A3, 88/ A, + B2 0, 8] | 1£2 5, £ - £ A3,
(6) AZ,=EZH A}, +ERA;, + £59,£5.

©2)

Man bekommt die Transformationsformeln der A;” in der iblichen Weise
(wie fur die Parameter einer linearen Vektortihertragung) indem man von
der Tatsache ausgeht, dall die Abbildung der P, in P auf die P, in @ vom
Koordinatensystem unabhingig ist. Aus (52,f8) geht hervor, dab sich die 43,

linear homogen transformieren. Da das System von Vektoren e:‘ bisjetzt noch
nicht festgelegt ist, kann es, vorausgesetst, dab die Determinante von A}, nicht
verschwindet, festgelegt werden durch die Forderung

:2 = lA"

' o Do

(63)

wo ¢ eine (von Null verschiedene) Konstante ist, tiber welche erst spiter ver~
fugt werden wird. Aus (52, 8) folgt dann die Gleichung:

(54) K = AKX,

Man kann nun die Frage stellen, wann zwei verschiedene Punktdichtentiber-
tragungen mit Parametern A7, und ‘A7, (die auf dieselben Grundpunktdichten
bezogen sind) dieselbe Abbildung der P, aufeinander erzeugen, wenn es sich
nur um die Lage der abgebildeten Punkte handelt und von den Gewichten
abgesehen wird. Offenbar ist dies dann und nur dann der Fall, wenn die

(65) P°— ’Af,M v dgm
proportional zn den
(56) v — A;, v dge

sind fir jede beliebige Punktdichte v* und jeden beliehigen Vektor dg». Dies
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ist aber dann und nur dann der Fall, wenn es einen Skalar ¢ gibt, soda
7 (Ai,—AZ,) dgr=Eq

¢ mub sich linear homogen durch d&# ausdricken lassen q=w, d&*, und
als notwendige und hinreichende Bedingung ergibt sich also, dal es einen ko-
varianten Veltor w, geben muB, so da

(58) A, — Ag, = $E .
Die Gleichung
(59) A, = Ay, 5w,

mit beliebigem Vektor w, liefert uns also die allgemeine Formel fiir alle
TUbertragungen "4, die — abgesehen von den Gewichten — dieselbe Punkt-
bertragung erzeugen wie die AZ,. Da wir im Folgenden als wesentlich verschie-
den nur zwei solche Punktdichteniibertragungen betrachten werden, bei welchen
nicht nur die Gewichte sondern auch die Lage der tbertragenen Punktdich-
ten verschieden ist, so kénnen wir Vereinfachungen herbeifithren, indem wir
eine gegebene Ubertragung durch eine der durch (59) gegebenen Ubertragun-
gen ersetzen. Wir nutzen diese Moglichkeit aus, indem wir, ausgehend von
einer beliebigen gegebenen Punktdichtentibertragung mit.den Parametern ‘A
diese ersetzen durch eine neue mit den Parametern A;,, die auler der For-
mel (59) noch folgender Gleichung gentigen

(60) Az, =0

Der Vektor w, ist durch diese Forderungen eindeutig bestimmt:

(61)

Aus (51) und (48) folgt
62) Gu =45, 4 85 0,8 — A2, — 5, log | £6] = A

Daraus geht hervor, daf} die Forderung (80) einen invarianten Charakter hat,
und daB es also belanglos ist, welches System von Grundpunktdichten wir bel

der Berechnung der bevorzugten Ubertragung mit Hilfe von (59) zugrunde
gelegt haben,

Nun versuchen wir noch die Grundpunktdichten u so- zu wihlen, dad

auch 43, verschwindet. Aus der Transformationsformel“(52, d8) folgt, daB es
stets moglich ist, die Grundpunktdichten (C) se zu wihlen, daB die Gleichung

(63) 43, =
erhalten bleibt. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB

(64) ER AL, 4199, sam==0
110
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ist, oder infolge (53):

(65) P A +-1£D 9, log £, 20,
Schreiben wir jetat

(66) 4=45,

so ergibt sich aus (54):

(67) A= 5] = (o) [#£5],

woraus unter Beriicksichtigung von (46), (47) und (48) des Par, 1 folgt
(68) £ = AU,

Aus (65) lassen sich jetzt die #P berechnen und aus (5%) die X Schrei~

ben wir jetzt kurz n= n_{l_ 7> 80 1aft sich das Resultat samt Umkehrung in
folgender Tabelle zusammenfassen
52 05 £ 2 5
E£p 2 A £y 2 A"

;g,@_i._ﬁa—"ailogA Y ACY:

(69)

K 2.0 £ .20
K 2 An 4K £ 2 An 43
1
=y A= A9, 8= Aps,, A=|4f

Die Transformation der Grundpunktdichten in P, ist jetzt mit der Trans-
formation (k)—>(K) der Bezugssysteme in der X, fest gekuppelt, d. h. jedem
System von ¢ in X, entspricht ein bestimmtes System von Grundpunktdich-
ten in P,. "

Hier ist nun der Ort, wo die oben offengehaltene Moglichkeit der Verem-
fachung der Transformationsformeln zur Verwendung gelangt. Als kontra- bzw.
kavariante Punkte wollen wir Grofien definieren mit der Transformationsformel

(70) o€ = ESv*
bzw.
(1) 0, = B w, |
wo )
ES=ESA"  Ef == 5 4™,

oder ausgeschrieben

KEL]
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A1 By 21
0oz Mo 0 215 1og 4
@2 B E 5 d;log A B el og
EXEQ Ey 20
EX A AKX B 2 AL

R
Dagegen verstehen wir unter einer kontravarianten Punktdichte v vom Ge-

—k
wicht n ¥ bzw. einer kovarianten Punktdichte w, vom Gewicht —n —#%
Groben, die der Transformatioasformel

® B
¢ = A"F Ef p°

(18)

bzw.
(14)

gentigen, £ ist die zu den PunktgréBen zugehdrige Einheitsgrofle, die sich in
bezug auf ¢ bzw. a wie ein kontra- bzw. kovarianter Punkt transformiert,
Dagegen transformiert sich die GroBe £: in bezng auf ¢ bzw. o wie eine
kontra- bzw. kovariante Punktdichte von Gewicht n bzw. —n, und es ist
also sowohl Ef 2 g2, E§ 2. 45 als 2 2 ¢, S X 4G, Schreiben wir fur die

Mabpunkte o° und fiur die reziproken - kovarianten MaBpunkte coz,,, so ist

—~& ik ~k
w, = 4" E$ w,

b &
B = a, a5 £, =u, v’
b &
Aus (72) folgt fir die Transformation der kontra- und kovarianten Punkte:
oK = Ay w =%w., 9,log A+ Ak,
(19)

n
v@_—.v"——?v’ailogd We ==y,

aus welchen Formeln wir folgende Eigenschaften ablesen:

1. Jedem Punkt +* ist in eindeutiger Weise ein kontravarianter Vektor
mit den Bestimmungszahlen ¢* zugeordnet, jeder Punktdichte vom Gewicht £
also eine kontravariante Vektordichte vom Gewicht £ Jeder von P ausgehen-
den Richtung in der &rtlichen P, entspricht in: eineindeutiger Weise eine von
P ausgehende Richtung in der ortlichen E,.

2. Jedem Skalar p ist in umkehrbar eindentiger Weise der O-Punkt mit
der Bestimmungszahl p zugeordnet.

3, Jedem kovarianten Punkt (Hyperebene) w, ist in eindeutiger Weisé

ein Skalar mit der Bestimmungszahl w, zugeordnet.
4. Jedem kovarianten Vektor w; ist in umkehrbar eindeutiger Weise
ein kovarianter Punkt w, mit den Bestimmungszahlen 1, w, = O zugeordnet,

13
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jeder kovarianten Vektordichte vom Gewicht ¥ also eine kovariante Pupkt-
dichte vom Gewicht £ ] :
Wir lassen die in dieser Weise eingefithrten einfacheren Punktgrsfien
vorliufig auler Spiel und fahren fort mit der Behandlung der Ubertragung,
der durch (43) und (44) definierten PunktgroBendichten vom Gewicht n bzw.
— n. Einfachheitshalber schreiben wir kontravariante Punktdichten vom Ge-
wicht n bzw. kovariante Punktdichten vom Gewicht — n kurz v° bzw. w

a

statt v° bzw. w,.

Wird jetzt anch das Linienelement d£ in Bezug auf das System (%) an-
gegeben, so tritt an Stelle von (49)

0y =dv° -} A5 v (dE)

(16) b0, = dw, — A w,(agy W =4 il
wo
It Agy == A7, Ay
und statt (50, 51) kommt
(9) S = 185 4) Az, + 15 5,125
oder ausgeschrieben, unter Beriicksichtigung von (69):
9 g =o,
(80)  AK — oo, cAX,
(81) Al 2 AR Ay + AKX 9, A+ n (459, log A 4 A 3, 1og 4),
{82) Af 2 A Ay — n AY A9, logA 13,9, log 4 — n(9,logd)d 4} —

— n*(9,log 4) 9,1og 4.
Es verdient Beachtung, daB ¢ weder in (81) noch in (82) auftritt.

§ 3. Spezialisierung der Punktdichteniibertragungen und verallgemei-
nerte projektive Geometrie.

Es sei jetat in der X, eine affine (d. h. symmetrische lineare) Ubertragung
bis auf bahntrene Transformationen gegeben, Wire die Ubertragung projektiv-
euklidisch 34), so lige der Fall der gewthnlichen n-dimensionalen projektiven
Geometrie vor. Wir haben also mit einer verallgemeinerten projektiven Dif-
ferentialgeometrie zu tun. Analytisch bedeutet die aufgestelltefiForderung, dal
in der Gleichung

(83) 0o = dv* - I}, v* a8

3) D. i. durch bahntreue Transformation in eine euklidische iiberfiihrbar.
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die I"j{l‘ nur bis auf Transformationen der Form
(84) ‘T4, = T4, + 43p, + 492,

wo p, ein beliebiges Vektorfeld ist, festliegen. Man kann dieselbe Ubertra-
gung in bezug anf das System (k) geben; (83) ist dann gleichwertig mit

(85) o= dv* - T H(dE/,
wo
(86) = A Iy, + 459, 4F,

woraus hervorgeht, daB (84) gleichwerng ist mit

Th= I+ Aip+ 4 p:

Bekanntlich ist I'; dann und nur dann symmetrisch in 4, j, wenn das System
(k) holonom ist.
Das Kriterium daftir, dab die Ubertragung mit den Parametern ‘I' in-
haltstreu ist %) und gerade. das Parallelepiped der Mafvektoren e in sich iiber-
i

fihrt, ist, daB ' 7 verschwindet 3¢). Aus (87) folgt also, da es unter allen
Ubertragungen, die aus (85) durch babntreue Transformation entstehen kdnnen,
eine einzige gibt, die gerade diese Eigenschaft besitzt und daB diese Ubertra~
gung in bezug auf eben diese MaBivektoren die bei bahntreuen Transformatio-
nen invarianten Parameter '

(87

*
(88) Tj=T)—n 4L+ 4F), I=Tj

hat, die wir nach ihrem Entdecker Thomassche Parameter nenunen $7). Es soll

nachdriicklich betont werden, daf die Parameter 1#,", nicht invariant bei den
Transformationen des Systems (%) sind, und sich auch nicht wie die Parameter
einer linearen Ubertragung transformieren. Letzteres rithrt daher, daB die I,
keinen Vektor darstellen. In der Tat gilt die Transformationsformel

(89) 1’,, = 1’,‘} AL+ AKX A+ n (459, log A AKX 3, 1og A)

aus welcher u. a. zu ersehen ist, daf die las’,j sich nur bei der (in unserer
Arbeit tbrigens nicht zur Sprache kommenden) beschritnkten Transformations-

gruppe mit konstuntem A wie die Parameter einer hnearen Ubertragung trang~
formieren.

¥ R. K. S. 89. o
1) J. A. Schouten, 1926, 3, 5. 147.
) T. Y. Thomas, 1925, 1.
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Es soll nun geszeigt werden, daB durch eine solche bis auf hahntreue
Transformationen gegebene affine Ubertragung eine Punktdichteniibertragung
in eineindeutiger Weise bestimmt ist. Eine Punktdichtentibertragung erzeugt
selbst geodatische Linien in der X,. Dies liegt an der im Par. 2 erwihnten
eineindentigen Korrespondenz zwischen Richtungen durch P in der orilichen
P, und in der ortlichen E,. Man erhilt eine solche Linie, indem man die zur
Punktdichte v* (vom Gewicht n) der lokalen P, von P gehtrige Punktdichte
v der lokalen P, im benachbarten Punkte ¢ konstruiert, wo @ so gewihlt
ist, dab die Richtung von P nach @ mit der Richtung der v zugeordneten
Vektordichte v* iibereinstimmt. Von ¢ aus geht man weiter in der Richtung
der Vektordichte, die der ubertragenen Punktdichte zugeordnet ist, u. s. w.
Ist also v° die allgemeine Punktdichte einer' geoditischen Linie und somit v*
die tangierende Vektordichte vom Gewicht n, so ist fir eine geodatische Linie
analytisch zu fordern, daf die zur Punktdichte

90) v vt = v/ 3 v° |+ AL v* v/
gehorige’ Vektordichte
{91) v/ 3;v* -+ Ajv'v/ 4 co® v

dieselbe Richtung hat als v* Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn
die v/ 3;v* + A}v'v/ den v* proportional sind.
Kehren wir jetzt zu der bis auf bahntreue Transformationen gegebenen affi-

nen Ubertragung zurtick. Aus den I'} leiten sich die Parameter I'ij fiir kontrava~
riante Vektordichten vom Gewicht n bekanntlich ab vermoge der Formel:

(92) Ty =Ty —n 41, %).

Eine geodatische Linie dieser Ubertragnng ist also dadurch charakterisiert,
da die v/ 9;v* 4 1"’1*, v'v’/ den v* proportional sind.
Stellen wir also die erste invariante Forderung suf, daB die geodstischen

Linien der beiden Ubertragungen zusammenfallen, so ergibt sich, daB die A}
(leichungen von der Form

n
{93) Ay = I'¢y+ dioy

erfillen mtissen, wo die o, sich infolge (81), (26, 27) und (69) folgendermafBen
transformieren

(94) o, = At w, - nd, log A

Nun verschwindet I'%;, wenn das System (k) holonom gewéhlt wird. In der-

#) 0. Veblen md T. Y. Thomas, 1924, 2. Vergl. J. A. Schouten und Hlavat,
1929, 2.
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selben Weise wollen wir eine Punktdichtentibertragung mit den Parametern
A:; symmetrisch nennen, wenn A}, verschwindet, sobald das System (%) holo-
nom gewihlt wird. Infolge (81) ist diese Eigenschaft invariant, d. h. sie gilt
fiir jedes holonome System (X)), wenn sie fiir ein solches System gilt, da infolge
der vorausgesetzten Holonomitét 9, 4} == 0 wird.

Stellen wir also die zweite invariante Forderung auf, daff die Punktdich-
tenitbertragung symmetrisch. sei:

(95) Aty =0,  wenn (%) holonom ist,
so ergibt sich daraus, daf ’
(96) Ay=Ty+ 4ty —n 4, T)
ist, woraus unter Beriicksichtigung von (60) und (63) folgt
®7) @=—nT,
soda schlieBlich
Lo
(98) Aly=Th—n (4t I+ 4 T) =T} (vgl. (88)).

Die I'j; sind also jetzt unabhéingig von der Wahl von p; in (07) festgelegt,
Die KrummungsgrsBe einer symmetrischen Punktdichtentibertragung wird,
wie tiblich, definiert mittels der Gleichung:

(99) 2me V,u] = — pn}i;ﬁ‘ v’ ’
woraus sich ergibt
(100) Popa® =20y, Al + 245, Iy
Nun ist
(101) P =P, "+ PP " = Al P, it B P, e

Aus (100) folgt aber

Papo® =28, Ay + 2 A5, Ay ) £ 2¢ 9, 4%+
+ 20T}, Ay —2no [ ALL —2no Fy Af Y =
= 2CV[[4A:)] = 07

(102)

Aus (101) und (102) folgt, daB die P ,;* Bestimmungszahlen eines Affinors.
vierten (rades sind, den wir mit P bezeichnen wollen:

(108) VIR L

Wir stellen jetzt die dritte und lefzte invariante Forderung auf, dah diese Grobe
bei einmaliger Faltung tber % und o verschwindet:

(104) Pik=0.

Aus (100) ergibt sich dann
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(105) Al? {a[yAﬁ'ltn] + Ak[,u A{;Im] + Ag[y A?Il m]} = 0:
sodaB infolge (53)
(106) eln—1) A}, =242 {8, A -+ Ay, M}
oder
2
(107) VS =1 {— 0 Al Afy Ay + Af, 3 43)-

Nennen wir jetzt 1% diejenige affine Ubertragung, deren Parameter im System

(%) gleich 1'% sind:

— *
(108) 5 £ I ).
Dann ist anch
(109) 4 T

Unter Berticksichtigung der Identitit

(110)
nimmt also (107) die folgende Form an:

Ay £ Ap Th, +0)

2 = - - —
(111) Ay & on—1) 8uTha + Thy Ly + T Dl
Nun sind
(112) Riji*=—28, T, —al%, Ty, — 2Tk, Iy,

die Bestimmungszahlen der Kriimmungsgrsfe 41) der Ubertragung mit den Pa-
rametern 1'% in bezug auf das im allgemeinen nicht holonome System (k) und
es ist also

(113) TS m_lrl_)ﬂ,;;ﬁ.

Dab Ejj;* symmetrisch ist, folgt, wie bekannt, aus der Inhaltstreue dieser
Ubertragung 42). Es ist bemerkenswert, daB die A% in jedem (auch nicht holono-
men) System (k) symmetriseh in 4, j sind, wihrend die A% nur in den holono-
men Systemen symmetrisch sind. In dieser Weise sind jetzt alle Parameter
der Punktdichtentibertragung A5, durch die drei aunfgestellten Forderungen
eindeutig bestimmt und auferdem hingen sie nicht von der speziellen Wahl
von p; in (87) ab.

) Die Gleichung ohne Stern wire falsch, da sich die ;’;} nicht wie Parameter einer
linearen Ubertragung transformieren.

“) J. A. Schouten, 1929, 1, Gleichung (16). S;;* verschwindet hier identisch.

4) J. A. Schouten, 1929, 1, Gleichung (29). ‘

#) R. K. 8. 90.
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Zusammenfassend gilt also der Satz 43):

Jeder bis auf bahntreue Transformationen gegebonen affinen Ubertragung in X,
ist in eineindeutiger Weise eine Ubertragung der kontra- bew. kovarianten Punkt-
dichten vom Gewicht n bzw, — n zugeordnet. Diese ist durch folgende dres inva-
riante Forderungen fesigelegt : 1. Ubereinstimmung der geoddtischen Linien, 2. Sym-
metrie, 3. Verschwinden der durch einmalige Faltung enistehenden Grifle Pjj:*

Die Parameter dieser Ubertragung A¢; seien hier zusammengestellt :

*
k% /3
A4, £ 452 T,

0j b 06,?1
(114)

2 Tz o £ %
Ay x =D {a[jpl’;lk] + I8 T + T T} -

Fir die Bestimmungszahlen P;;;° der Krtimmungsgrifie dieser Punktdichten-
tibertragung findet man leicht:

- 2 -
Piji* £ Pji* £ Bjji* — —— A By,
Piji* £ 2y By,
Pijs® 0.
Da aber die Uhertragung mit den Parametern I'% inhaltstren ist, so folgt die
Identitit

(116)

— P _
(116) Bijit — —— Al Byi= Byji* +

24 | — — 245 — —

+ e _il (n Byp - Byyp) — ng_[ll (n By + Byyp)
und Pj;;* ist also identisch geworden mit der ProjektivkrimmungsgroBe 44),
die simtlichen Ubertragungen mit Parametern von der Form (87) gemein-

schaftlich ist.

Bemerkung. Die dritte invariante Forderung kann unter Umstinden
tiberfiissig werden. Da die ahzuleitende Punktdichtentibertragung in einer vom
Bezugssystem unabhiingigen Weise mit der bis auf bahntrene Transformatio-
nen gegebenen affinen Ubertragung zusammenhingen soll, muB die in (103)
auftretende Grofe Pjj;* eine bei bahntreuen Transformationen unverinderliche
Komitsnte des Systems der I'h sein. Dasselbe gilt also auch fir, Py:*
P;;;* konnte also irgendeiner Komitante zwelten Grades dieses Systems gleich-
gesetzt werden und es liefen sich dann die AY berechnen. Nun gibt es sicher

“) E. Cartan, 1924, 4, J. A. Schouten, 1924, b.
“) H. Weyl, 1921, 2, vergl. R. K. S. 131,
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Tille, wo eine solche Komitante zweiten Grades nicht existiert, z. B. der Fall
der gewohnlichen projektiven Geometrie. In einem solchen Falle muf also
P;;;* verschwinden, die dritte Forderung wird damit uberfliissig und es blei-
ben nur die zwei Forderungen: 1) Ubereinstimmung der geodétischen Linien,
2) Symmetrie. Da die Gleichung P;;;* =0 zur Ableitung der Af, geniigt, ist
es notig, daB jetzt P;;;* von selbst eine Komitante wird, da sonst unsere
Forderungen zu einem Widerspruch fithren wiirden. Dies ist aber in der Tat
der Fall, da, wie wir schon oben bemerkten, P;;;* identisch ist mit der Pro-
jektivkrimmungsgrofle.

§ 4. Projektive Ableitung von Punktgrifendichten.

In diesem und den folgenden Par. ist angenommen, daB das System ()
stets holonom gewshlt isi. Es existieren dann Koordinaten £ in der X,. Da-
gegen wird tber die Punktdichteniibertragung A¢; vorlsufig nicht vorausgesetzt,
daB sie die spezielle durch (114) bestimmte Grestalt hat. Die zn (49) gehorigen
kovarianten Ableitungen :
a1 { pivi=;v°} A;iv"

¥y, = 9w, — Az,

sind keine Punktgrofendichten, da sie sich, was den Index j betrifft, wie
kovariante Vektoren transformieren. Aus dem letzten der im Par. 2 aufge-
zithlten Zuordnungsstzen (S. 2:) folgt aber, daB diesen Groflen in umkehrbar
eindeutiger Weise zwei PunktgroBendichten

(118)

c

Vs ¥

(die erste vom Gewicht n in bezug auf den Index ¢, die zweite vom Ge-
wicht —n in bezug auf den Index a) zugeordnet sind, deren Bestimmungs-
zahlen y;v° und p;w, dureh (117) gegeben sind, wihrend p,v° und p,w,
verschwinden :

(119)

bzw. Vs,

Vov* =0
Vo, = 0.

Diese Punktgrofendichten wollen wir im Gegensatz zu den kovarianten Ab-
leitungen (117) die projektiven Ableitungen der Felder v* wnd w, nennen.
Einerseits um zu einer formal einfacheren Schreibweise zu gelangen, ander-
seits um eine Deutung in X, anzubahnen, schreiben wir

(120) Ppo° =0, P, =10
und .
Vo ¥ == 9y v° |- Ao v*

(121) . Vo W, = 9y w0, — A W,
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woraus folgt, daB auch A%, = 0 zu setzen ist. Dies hat vorliufig nur formale
Bedeutung.

§ 5. Projektive Ableitung von Skalaren und Punktgrofen.

Ist eine gewohnliche lineare Ubertragung festgelegt, so lautet die Formel
fiir die kovariante Differentiation einer Skalardichte p vom Gewicht £ be-

kanntlich 43)
(122)

w=yp=p—tLp, I;=TI}

und w; ist eine kovariante Vektordichte vom Gewicht £ - Diese Formel wird
in unserem Falle unbrauchbar, da I'% nur bis auf die bahntreuen Transfor-

mationen (87) gegeben ist. Betrachten wir aber, einen Gedanken von Veblen -

folgend 4%), die Grdfie o, mit den Bestimmungszahlen

w, = &p
(123) wo= — Lo — —c(n 4 Dtp,
so lehrt Vergleichung mit (71) und (72), daf
(124) wy = AL 1, = A B w,

und daf also vo, eine Punktdichte vom Gewicht ¥ ist. Diese GriBe wollen
wir die projektive kovariante Ableitung des Feldes p nennen und schreiben

7P =3p
125 =
() Ll PN

Es soll nun bewiesen werden, daf es im allgemeinen kein eugehiriges
profektives Dijferential geben kann.

Es ist klar, dal dp = d&’9,p nicht invariant ist. Aber die Bestimmungs-
zahlen d &* lassen sich auch nicht durch Hinzuftigung eines, in einer gegeniiber
bahntrenen Transformationen invarianten Weise definierten, d£9 so erglinzen,
dab die Bestimmungszahlen eines Punktes entstinden. Dazu wiire doch laut
(15) folgende Transformation von d&° erforderlich:

(126) dE° = ag& — % dE 9,log A

und d£* mibte sich also in der Form
(127 afr=dé&'g,
schreiben lassen, wo die g, # Zahlen wiiren, die nur der Forderung zu geniigen

4 L o ®). “} 0. Veblen, 1928, 3.
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batten, daf sie sich folgendermafien transformieren

(128) gr=4} g — 7 9 log 4.
Die ¢, sind infolge (75) Bestimmungszahlen eines kovarianten Punktes mit
¢o = —1. Der Beweisgang erfordert also den Nachweis, dal sich aus den
¢, kein kovarianter Punkt in invarianter Weise ableiten lassen kann, wenn
wirklich die affine Ubertragung nur bis auf bahntreue Transformationen gege-
ben ist, wie es vorausgesetzt wurde, und nicht, entgegen dieser Voraussetzung,
irgendein bestimmtes System der I'; ausgezeichnet ist. Ist nun I'% ein belie-
biges und somit I'% -+ 4% p; - 4% p, das allgemeine System, so ist

(129) T4 (o4 1) py= 4] I; 4 A1 8 A+ (0 +1) 47

=4/ (I;+ (n+1) p) — 9 log 4.
Wiire also ein Punkt g, gegeben, so kinnte man die p, festlegen durch die
invariante Forderung :

(130) ¢ == % i+ @+1)m)

und damit wire ein bestimmtes System der I'% ausgezeichnet.
Mit Hilfe der projektiven Ableitung der Skalardichten (125) sind wir
jetzt in der Lage die kovariaute Ableitung einer kontravarianten Punktdichte

) 3
vom Gewicht n + ¥ zu bestimmen: Dazu wird die Punktdichte v° als Produkt

der Punktdichte v° vom Gewicht n mit der Dichte p vom Gewicht # geschrie-
ben. Anwendung der formalen Differentiationsregeln ergibt dann:

)3
7o =prp v =(9p)v° -+ p v + p Az,

k k
(131) = 9;v° -} A;;v%,

B c c. 8
VoV =V pr = —;ﬁpv‘ = —Efv‘.

In derselben Weise gilt fir die Ableitung einer kovarianten Punktdichte vom
Gewicht —n —%:

—R —~R -~k

V) W, = 9,10, — A5 10,

(132) -
Vo0, = tw,.

Zu diesen Ableitungen existiert ebenfalls kein Differential. Die projektiven
Ableitungen der Punktdichten hoheren Grades werden in der tblichen Weise
abgeleitet. Zusammenfassend kénnen wir also den Satz aussprechen:
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Kontra- baw. kovarionte Punkidichien vom Gewicht n baw. —n besitzen eine
kovariante Ableitung und eine projektive kovariante Ableitung; die erste ist in
bezug auf den Differentiationsindex ein Vektor, in bezug auf den anderen Index
eine Punktdichte; die aweite ist in bezug awf beide Indizes ecine Punlkidichte.
Zu, beiden gehirt dasselbe Tovariante Differential. Punktgrilen, Skalardichten und
Punktgrifiendichien, die sich nicht als Swmme von kontravarianten Punlkidichten
vom Gewicht n und kovarionten vom Gewicht —n schreiben lassen, besiteen nur
eine projektive kovarionte Ableitung, diec in dem erste Falle eine Punktgrifie und
in den beiden letzten Fillen eine Punkigrifendichte ist, und zu der kein kova-
riantes Differential existiert.

Aus (181) und (132) folgt fir die Parameter der projektiven Ableitung
der kontra- baw. kovarianten Punktdichten vom Gewicht n £ bzw. —n —¥f:

k
Az, 2 e

(138) 4

* ¢

c

20 — ___fd;.
n

Wir setzen nun voraus, dab die AZ; die speziellon Werte (114), S. 28 besitzen,
und setzen diese Werte in (133) ein. In diesem Falle nehmen die Formeln
(133) folgende Glestalt an:

& k

Af = A £ T — p (44T, 4 45T) = T,
3

AJ”D=}; 66;7

(134) B o
Ji=

b3
fog= Aoy — 2o o2 24
n n

Eine .in dieser Weise mit einer Punktdichtenableitung ausgestattete X, soll
P.,l heifen. Aus der Zusammenstellung (184) folgt, daB die kontra~ bzw. liova-
rianten Punkte (n4-£=0), die sich infolge ihrer Definition (70, 71) schon der
besonders einfachen Transformation (72) erfreuen, auch noch d’ie Eigenschaft
haben, daB die Parameter ihrer projektiven kovarianten Ableitung symmetrisch
werden. Fir diese Parameter II¢, schreibend, erhalten wir nimlich

b = I £ T%—n (451, 45T,
I, = ITt, £ ¢,

1
I =1, 2 m(ﬂ?—@z* I IIEY.

(135)

Es ist interessant zu bemerken, daB, wie aus (100) folgt, der Unterschied
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zwischen A und A keinen Finflub hat anf die KriimmungsgroBe. Die Kriim-
mungsgroBen fir Punkte sowie fir Punktdichten jedes Gewichts haben also
alle dieselben Bestimmungszahlen, die durch die Formeln (115) gegeben sind.

§ 6. Beziehungen der P, zur 4,4-

Aus (135) folgt, unabhingig von der Wahl von ¢, fiir die Transformation
der I1Z,: :

(136) G = ESih 105+ B 9, B,

wenn wir stets fir die Ableitungen 3,, 9, Null schreiben. (136) ist aber die
Transformation der Parameter einer affinen Ubertragung in einer A,y Un-
serer P, ist also jetzt fiir jede Wahl von ¢ in eineindeutiger Weise eine 4,
zugeordnet. Den kontra- bzw. kovarianten Punkten der P, entsprechen die
kontra- bzw. kovarianten Vektoren der A4,, den Punktdichten ebenso Vektor-
dichten. Die II¢, sind die Parameter der Ubertragung der Vektorgrofen in
der 4,3 sie sind Funktionen der £,..., ", nicht aber der (n-{-1)-ten Koor-
dinate £. Aus (72) folgt, daB diese Koordinaten sich so transformieren, dab
die £X beliebige Funktionen von £,...,E" sind, wihrend

(137) ‘3=§°-——%10g4.

Die Geometrie in dieser 4, griindet sich also avf einer beschrinkten Trans-
formationsgruppe. Es zeigt sich, daf die Kriimmungsgrofe R;;,° der Ubertra-
gung mit den Parametern IT7,

(138 a) Rjjst = 29[& -II]:a|d] =+ 2H:Ib IIﬁud]
folgende Form hat '
(138D) Biji¢ 2 Py%  Ripa = Bigi® 20,

Nihere Eigenschaften der Mannigfaltigkeit 4,,; werden in den Par, 10—13
erdrtert.

§ 7. Die Beziehungen der ortlichen P, zur ortlichen E,.

Wir haben bisher die ortliche P, in keiner Weise festgelegt in bezug
auf die ortliche E,. Nur hat sich im Par. 2 herausgestellt, daf eine einein-
deutige Korrespondenz besteht zwischen den von P ausgehenden Richtungen
in den heiden zu P gehorigen Mannigfaltigkeiten. Es soll nun versucht wer-
den die P, auf die E, abzubilden. Dazu sei auch in der E, ein (n—-1)-eder
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betrachtet, bestehend aus dem Punkte ¢ in P und den als Punkte im Unendli-
0
chen aufgefafiten kontravarianten Vektoren e47). e-pe bedeute wie iiblich
i 0 :
den Endpunkt des Radiusvektors pe. Beim Ubergang zum System (K) trans-
i

formieren sich diese Punkte folgendermaBen :

k k
(139) =¢; e=Ade; A X AL
0 1 Ik 1
Da die Korrespondenz der Richtungen bei der Abbildung berticksichtigt wer-
den muf, kommt u in der Geraden des Radiusvektors e. Die Abbildungsglei-

¢hungen bekommen also die Form:

B=pze
0 []

(140) e \
p=RGotad | y=Aeeetan.

Hier ist p eine Dichte vom Gewicht —n, die wir einfachheitshalber (um Spi-
ter mit Punkten statt mit Punktdichten arbeiten zu kénnen) schon als Faktor
geschrieben haben, und die = und « sind Koeffizienten, deren Transformations-

weise zu bestimmen ist. Aus der aus (48) folgenden Transformationsformel
der u:

a

(141) b=y .2 e
ergibt sich leicht: e
(142) e=DBe;  BEE
A A.c A
und
(143) o= & a.
I k

Aus der letzten Gleichung folgt aber mit Hilfe der Transformationen, die aus
der Vertauschung zweier Koordinaten bestehen, daB die « nicht nur konstant,
i

sondern auch alle untereinander gleich sind. Man kann also diese Koeffizien-:
ten in den Faktor p hineinnehmen, wodurch sie aus der Formel verschwinden.
Aus (142) folgt, daB die » Bestimmungszahlen eines kovarianten Punktes 2 sind.

. F‘.js stellt sich somit herans, daB die Abbildung der P, auf die X, noch
in weitesten Grenzen frei wihlbar ist, und daB zu ihver Festlegung gerade
eine kovariante Punktdichte pz vom Gewicht —n notig ist. Die Hyperebene

dieser Punktdichte hat- eine einfache geometrische Bedeutung. Lst man ndm-

*7) Bei- der hier folgenden Punktrechnung werden einfachheitshalber die oberen Indizes
fortgelassen.
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lich ¢ aus den Gleichungen (140), so ergibt sich

1 2
e=—(q—~;u)
2 P\ on

und daraus geht erstens hervor, daB ¢ nur von der Lage dieser Hyperehene
abhingt, nicht von dem Gewicht vou p z, zweitens aber wegen

1 z 1 2
PR P DUNE B DU SN R
49 Hle=te)=gl-1s) o
0 0
daf der Punkt ¢ in dieser Hyperebene liegt. z ist also nichts anderes als die
Z

Hyperebene der P,, die sich im ,Unendlichfernen® der %, abbildet.

Die Punktdichtentibertragung, die in der X, durch eine bis auf bahntreue
Transformationen gegebene affine Ubertragung festgelegt ist, ist also eine
Ubertragung, die sich ausschlieflich auf benachbarte trtliche P, bezieht und
keineswegs eine Ubertragung der Punkte benachbarter ortlicher X, mit sich
bringt. Letztere entsteht vielmehr dann und nur dann, wenn eine kovariante
Punktdichte vom Gewicht — n sich in invarianter Weise aus den Ag; ableiten
1aBt, oder sonst aus irgendeinem Grund vorliegt. Sogar induziert die Punkt-
dichtentibertragung der P, in den Z, nicht einmal eine Richtungstibertragung,
da ja bei der Punktdichtentibertragung von P nach einem benachbarten Punkte
@ der Punkt P selbst nach einem Punkte der P, von ¢ tihertragen wird,
der im allgemeinen nicht mit ¢ zusammenfills.

(144)

§ 8. Die Methode von T. Y. Thomas,

Ausgangspunkt der Methode von T. Y. Thomas 48) ist die gewthnliche
Transformationsgleichung der Koordinaten einer X, in Verbindung mit der

. . 1
Gleichung (137) fitr ¢== e

(146) o =£04 log A

Die durch diese Transformation erzeugte Gruppe in einer X, liegt seiner
Definition von projektiven Grofen zu Grunde. Daraus folgt der Satz:

Wird die Konstante ¢ in (53) gleich —

1 . R
AFI gewdihlt, so sind die im Par.2
eimgefithrten kontra- baw. kovarianten Punkie identisch mit den kontra- baw.
kovarianten projektiven Vektoren von T. Y. Thomas.

) 1936, 6
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Thomas erginzt nun die von ihm schon frither eingefithrten Parameter

i3
I’,, 5o, daf ein System von Parametern II;, entsteht, die sich so transformie-
ren wie die Parameter einer affinen Ubertragung in einer 4,,. Dleses System
ist aber identisch mit dem System der II:, aus (135) fiir ¢ = — —+—1— Uber
die Ableitung dieses Systems gibt Thomas keine nihere Auskunft+9), Es lift
gich aber zeigen %), daB das System das einzige ist, das folgenden vier For-
derungen gentigt:

3
1. Transformation der IIZ, nach (136) mit ¢= —;z—%_—l-, =0,
3 *
2-, lTikj == I’lfzh
(147) . ;
3. ﬂ;b= ﬂb”a)
£ 3 t 3
4. By =20q Iy g + 2105, I s = 0.
§ 9. Die Methode von Veblen.
Geht man aus von der Transformationsgleichung
(148) 87— £M= (96" (¢ -+ !(akajgl()o F—8)(E—8H+...
0 0

80 gibt der erste Term rechts die Transformationskoeffizienten, die der Defi-
nition der kontravarianten Vektoren zugrunde liegen. Veblen geht nun aus %)

von der Reihenentwicklung von (§¥ —EE‘K) (ﬁ‘:}m und erhilt in dieser Weise
die Reihenentwicklung:

g @8 E—E)+ ..

s 143 logd™), (EF— §f) +..

die ihm die Transformationskoeffizienten liefert, die er der Definition seiner
projektiven Vektoren zugrunde legt. Jeder Transformation (148) ordnet er dazu
in eindeutiger Weise die folgende linear gebrochene:

@ &% E—¢)
14 (m 3;log 4), (E’ &)

zu. s stellt sich heraus, daf die Glieder zweiter und htherer Ordnung in

(149) £—

(150) g — gr—

) Dasselbe gilt fiir die Untersuchung von Herrn V. Hlavaty, 1928, b.
5%) Siehe den Satz am Ende des Par. 10. 1) 1928, 3.
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(149) verschwinden fir den Fall, daf die £¥ lineare gebrochene Funktionen
der £* sind, sofern man

(161) m=—n=—

1

n-41

wihlt. Dieser Fall, der sich alsa durch besondere Einfachheit auszeichnet,
wird von Veblen zugrunde gelegt®?). In diesem Falle kann man die Trans-
formation (150) mit Hilfe der Koeffizienten E:‘f, die aus den Ef aus (72) ent-
stehen fiir ¢ =1, folgendermafen schreiben:

(162) EX L EK = é‘fc + 5’"?)
S Bo 4 (B (F E’)

Ausgehend von dieser Transformation definiert Veblen einen kontravarianten
projektiven Vektor als ein System von n-+1 Bestimmungszahlen v*(¢==0, 1,...,n),
die sich folgendermafBen transformieren:

(153) o€ = ES o,
Die Transformationsformel der entsprechenden kovarianten projektiven Vekto-
ren lautet dann folgendermaBen:

(154) w0, = E w0,

Daraus folgt aber, dag die Definition der Veblenschen kontra- und kovarianten
projektiven Vektoren sich mit der Definition (70, 71) fir ¢=1 der im Par. 2
eingefithrten kontravarianten und kovarianten Punkten deckt, und es besteht
also der Satz:

Wird die Konstante ¢ in (53) gleich 1 gewihit, so sind die im Par. 2 einge-
fiihrten kontra- bew. kovarianten Punkte identisch mit den kontra- baw. kova-
rianten projektiven Vekioren von Veblen.

Fir die Parameter ﬁ;,, der zu diesen GroBen gehérigen Ableitung stellt
Veblen folgende Forderungen auf:

1. Transformation nach (136) mit ¢==1; 9, =0.

2. IVI,f,, == ﬁf,,,
(155) N
8. IT;y £ 67 %9),

4 ITi =0.

%) Vergl. auch H. P. Robertson, 1928, 2.
%) Die Forderung 3. kann — wie wir im nichsten Par. zeigen — ersetzt werden durch
die schwiichere 3':II% =0, denn aus dieser Forderung und 1, 2, 4, 1Bt sich 3. ableiten.
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Er legt die fT;,, nicht fest und begniigt sich damit, folgende zwei Sttze zu
beweisen:

19 Jeder projektiven Ableitung mit den Parametern ﬁ;b, die den Bedin-
gungen 1, 2, 8 aus (155) gentigen, kann in eindeutiger Weise ein System von
Parametern ’ﬁ;,, zugeordnet werden, die sich in derselben Weise wie die Iif,,
transformieren und der Bedingung 4 gentigen. Veblen gibt hierfir die
Gleichung:
(1686) TS, Bl -+
bemerkt aber nicht ausdruicklich, daB die neuen Parameter der Bedingung 3
nicht mehr geniigen, wie die aus (156) folgende (leichung

v
e
ae— N ( i EI{Z):

v
I, =

(157 ’
lehrt.

° "“——ﬂﬂz/

2%) Jeder projektiven Ableitung mit den Parametern ﬁ;b, die den Bedin-
gungen 1--4 geniigen, kann in eindeutiger Weise ein System von Parametern

"1I¢, wugeordnet werden, die sich in derselben Weise wie die II7, transfor-
mieren und; auBer den aufgezihlten, auch der Bedingung

(168) "Byy=0

gentigen. Veblen gibt hierftr die Gleichung:
opre — pre _ BiBus

(159) -IIaﬁ - Hub n— 1'

Diese beiden Sutze ktnnen aber nicht zusammen dazu bentitzt werden um,

ausgehend von einer projektiven Ableitung mit den Parametern ﬁ,f,,, die nur
den Bedingungen 1-—3 gentigen, eine neue Ableitung zu konstruieren, die
auBerdem den Bedingungen (165,4) und (158) gentigt, da man sich leicht
davon tiherzeugt, dafl die Bedingung (165, s) die nach Anwendung des ersten
Satzes nicht mehr erfullt ist, fir die Giltigkeit des zweiten Satzes wesentlich ist.

Durch die Forderungen (155) und (158) sind die neuwen ’I"I;,, noch nicht
vollstéindig bestimmt. Sie ktnnen bestimmt werden durch Hinzufugung einer
sechsten Forderung:

(160) " T+ A g+ 4 g,

wo die ; beliebig sind. Die letate Forderung ist verkniipft mit der Frage

Iz
i ==

nach den Beziehungen zwischen den Parametern II¢, der projektiven Ablei-
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tung und den Parametern I'% der affinen bis auf bahntreue Transformafionen
gegebenen Ubertagung. Diese Frage kommt aber bei Veblen tberhaupt
nicht zur Sprache.

§ 10. Geometrische Deutung der Gleichungen fiir die II7,
in der adjungierten A,.,.

Es hat sich im Par. 6 herausgestellt, daB jeder affinen bis auf bahntreue
Transformationen gegebenen Ubertragung in X, in eindeutiger Weise eine
affine Ubertragung mit den Parametern IIZ, in einer adjungierten 4, zuge-
ordnet ist. Die Urvariablen der 4,y sind der beschrankten Transformations-
gruppe (137) unterworfen und die Bestimmungszahlen Ef und Ef des Ein-
heitsaffinors sind in ihrer Abhdngigkeit von der Transformation der & gegeben
durch die Gleichungen (72), die wir hier wiederholen:

EY X1 B E1

B2 —"9,l0g4 B 22014
(161) [ = s 1 10g iy : 7 1og

EX £0 B 20

EX £ 4K Bt 2 Ak

Die Parameter IIZ, sind gegeben durch die Formeln (135), die wir hier in
folgender Form ausschreiben :

o) I, = II,

b) I, 2 ck;

by II}; £ 0 (folgt aus b))
(162) o) IIj £ I'j—n(4;l' + 4*T))
¢) IIf, =0 (folgt aus c))

§ Iy = ﬁ{ﬂﬁﬂ@%ﬂ;}-
(1629 Ity =0 (folgt ans 162 a) b) ¢) d)).
Ihre Transformationsweise ist gegeben durch die Formel (136):
(163) G = BSE I, + Ef 9 B

und fir die KrimmungsgroBe der 4,,, gilt die Gleichung:

(164) - Bi= Ryt =0,
woraus folgt: .
(164) Boo = Bye = 0.
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(164") ist gleichbedeutend damit, daB die R, sich wie die Bestimmungszahlen
einer Grofie der -X, transformieren 54), (162 d)) ist gleichwertig damit, daf die
R,; verschwinden.

Ist die A,,; mit der beschrinkten Transformationsgruppe der Urvariablen
gegeben, so kann man zur X, zurickkehren, indem man einfach die Urva-
riablen £ ftir sich betrachtet. Gieometrisch bedcutet dies, daf die 4,,, nach
& zusammengelegt* wird, d. h. daBl alle Punkte identifiziert werden, die sich
nur durch verschiedene Werte von £° unterscheiden.

Die Gleichungen (162—164) sind keineswegs unabhingig. Es gelten ntim-
lich folgende Stze :

Satz 1. Aus (161), (162 a, b, ¢"), (162") und (163) folgen (162b) und (164").

Bewels. Schreibt man einerseits Af IIf; aus mit Hilfe von (163), so er-
gibt sich infolge (162 c¢’):

2
(165) 0==—29,log A+ IT¢, %(leogd) 9,log A Hg,% d,log A 4 IT%, % 9,logA.
Da aber A ganz beliebig wihlbar ist (vgl. Fulinote 5%)), folgen daraus und aus
(162a) die Gleichungen:
(166) IIf,==0, II},==II},==c (vicht summieren), II},==1II}% =0, % EIA
die somit eine Folge von (161), (162 a), (162 ¢') und (163) sind.

Schreibt man anderseits Af JI§, ans mit Hilfe von (163), so ergibt sich
infolge (162 b") und (162 ¢'):

(167) 0= —28logA+ 11:,,% 9,log 4,

worsus. unter Beriicksichtigung von (166) folgt
(168) IR, = e.

(166) und (168) ergeben aber (zusammen mit dé?r vorausgesetzten (162 b’)—
(162 b).

Werden nun R,, und R, ausgeschrieben mit Hilfs von (138 a) und be-
riicksichtigh man dabei (162 a), (162 b), (162 ¢’), (162), so folgt (164).

Satz 2. dus (161), (162 a), (162¢’), (162'), (168) und (164) folgt (162 D).
Beweis. Wird R, ausgeschrieben mit Hilfe von (138a), so ergibt sich
unter Berticksichtigung der schon aus (161), (1622), (162 ¢) und (163) fol-

#) Die letztgenannte Forderung fiihrt nlimlich zu den Gleichungen:
2
g(R,,, 9log 4 - RBy;9,log 4) + % Ry ,Jog A9, log A = 0

und daraus 18t sich (164') leicht ableiten.
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genden Gleichungen (166):

(169) Iy =e.
In derselben Weise ergibt sich
(170) Y =1, =0

beim Ausschreiben von Ry, == R,, = 0. (166), (170) und (169) ergeben aber
zugammen (162 b).

Wir setzen im Folgenden voraus, daB die Gleichungen (161) und (163)
bestehen und daf die Parameter II7, den Gleichungen (162 a) und (162") ge-
niigen. Es sollen dann die geometrischen Rigenschaften der 4,,, untersucht
werden, die mit diesen Gleichungen, eventuell unter Hinzunahme weiterer
Gleichungen des Systems (162), korrespondieren. Aus (161) d. h. aus der
Transformationsgruppe der Utrvariablen £ in 4, :

£ = §X(&")

(11) go — §°—%logA

folgt, dall die Parameterlinien von £° in A4,,; eine Kongruenz bilden, die un-
abhiingig von dem Koordinatensystem (¢) ist, und daB jede X, allgemeiner
Lage, d. h. jede X,, deren n-Richtung nirgends die Richtung der Parameter-
linien von £° enthilt, durch geeignete Wahl der Transformation (171) zur
Parameterhyperfliche von £® gemacht werden kann 5%). Mittels der erwihnten
Kongruenz sind je zwei X, allgemeiner Lage in eineindentiger Weise auf-
einander abgebildet. Jede Hyperfliche allgemeiner Lage kann mit Hilfe der
Richtung der Parameterlinien von £ eingespannt werden. Infolge dieser Ein-
spannung wird dann in jeder solchen Hyperfliche eine affine Ubertragung
induziert, deren Parameter I'f folgender Gleichung gentigen:

172) I £ 11§,
wo das System (k) so gewshlt werden soll, daB die Hyperfliche die Para-
meterhyperfliche von £° wird. Die X, wird. dadurch zur 4,. Im Folgenden
setzen wir voraus, daB simtliche Hyperflichen allgemeiner Lage mit Hilfe
der Richtung der Parameterlinien von £° eingespannt sind.

Aus der Gleichung '

(173) L, ig

dem.... et = g, ., gl
0 n [ n

folgt, daB die Gleichung

174 o =0

5) Letzteres liegt daran, daB es stets moglich ist eine Transformation (k - K) mit vor-
gegebenem 4 auszufithren.
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die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ‘ist, daf der (» - 1)-Vektor
der MaBvektoren bei pseudoparalleler Verschisbung in der Parameterhyper-
fliche von £ in sich tibergefithrt wird.

In derselben Weise ergibt sich, daB die Gleichung

(175) H;/ =0

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB der n-Vektor der
MaBvektoren LY bei der zur Ubertragung in dieser Parameterhyperfliche

gehorigen pseudoparallelen Verschiebung in sich ubergefithrt wird.

Fir die Gleichung (176) gibt es noch eine zweite geometrische Deutung.
Es gilt n#mlich folgender Satz:

Satz 3. Die Gleichung (175) ist notwendig und hinreichend dafir, daf es

in d‘er X,, die aus der A,y durch Zusaommenlegung nach £° entsteht, ein ein-
deutig bestimmies, zu einem System von affinen Ubertragungen gehiriges Bahn-

kurvensystem gibt von der Eigenschafft, dafi seine Thomasschen Parameter *{j stets,
unabhingig von der Wahl der Urvariablen &, den IIf gleich sind.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist unmittelbar zu ersehen,

kd
da die Gleichung I'y=0 in jedem Koordinatensystem gilt, Setzen wir nun
voraus, daf die Gleichung (175) besteht. Wie sich beim Beweis des Satzes 1
herausgestellt hat, folgt ans (175) unter Bertichsichtigung von (161), (162 4a)
und (163) die ‘Gleichung:

(176) II*, % o B,
Wirt:i aber diese Gleichung in der Transformationsformel (163) beruicksichtigt,
so nimmt letztere fir C=K, A==1 B =J folgende Gestalt an: '

(T7) I = Ay I+ AK 8, 44 n (459, log A+ 45 9, log 4)

und die I} transformieren sich also wie die Thomasschen Paramieter 1455 einer
affinen Ubertragung (Vergl. (89), S. 24). Es ist also nur noch zu beweisen,
daf sich aus den Gleichungen

(178) Tj—n(4s T4 4 T) X IT5
die I'} bis auf bahntreue Transformationen (d. h. also Transformationen der
Eorm (87), 8. 24) bestimmen lassen und, daB sich die so bestimmten I'% wie
die Parameter einer affinen Ubertragung transformieren.

Fir k:i:z und k==j ergibt sich sofort

(179) S /)
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Fir k=14 ergibt sich
{ I, —2n I, 2 1T},
Iy—nI, £ 10, ij

Fiir fest gewihltes j sind dies » lineare Gleichungen fiir die #» Unbekannten
I (i=1,...,n; nicht summieren), deren Matrix den Rang »—1 hat und von
denen die erste infolge (175) linear abhiingig von den n-— 1 letsten ist. Das
System hat also unendlich viele Liosungen. Wihlen wir zu dem Bezugssystem
(k) irgendeine Losung und werden die also erhaltenen I'; transformiert wie
die Parameter einer affinen Ubertragung, so transformieren sich die zugehori-

gen Thomasschen Parameter Ias,"; wie die IIj und die Gleichung (178) gilt also
auch fur das neue Bezugssystem. Die Bahnkurven in X, sind also unabhingig
vom Bezugssystem festgelegt, womit auch der zweite Teil des Satzes bewiesen
ist. Bs ist bemerkenswert, daB die Lage der Bahnkurven auch unabhingig
von der Wahl der Konstante ¢ sowie von den Werten der ITj) ist.

Man kann noch in einer anderen Weise zu denselben Bahnkurven gelan-
gen. Bei Beriicksichtigung der Formel

nicht summieren !

(180)

(181) ES = A"gS,  Ej = A"
ergibt sich nimlich, daB die Gleichungen (162b) d. h.
(182) i WS

notwendig und hinreichend sind dafiir, daB sich die II;; wie die Parameter
einer Punktdichtenitbertragung transformieren:

(188) 0§, = IIg, 55 Af + £ 9, 5.

Setzen wir nun die Gleichung (175) voraus, so folgen darauns die Gleichungen
(182) noch nicht. Fiigen wir aber zu der Gleichung (175) noch die Voraus-
setzung (162 b?) zu, so folgen — wie der Satz 1 lehrt — daraus die Gleichun-
gen (182) und das zu der Punktdichtenithertragung mit den Parametern g
gehorige System von geodatischen Linien in X, (siehe § 3, 8. 25) wird iden-
tisch mit dem soeben abgeleiteten. ;

Ist die Gleichung (176) exfullt, so gibt es in der X, eine (bis auf baha-
treue Transformationen definierte) affine Ubertragung, derart, da} die in jeder
Hyperfliche der 4,,, allgemeiner Lage induzierte Ubertragung bahntreu mit
ihr verwandt ist. Das Umgekehrte gilt nicht. Ist in der X, eine affine
Ubertragung gegeben und wird die Forderung gestellt, dafl die in jeder Hy-
perfliche allgemeiner Lage induzierte Ubertragung bahntreu mit ihr verwandt
gein soll, so folgt daraus nur die Gleichung

(184) Il = I+ At g, + 4f o,
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wo @, ein beliebiges geometrisches Objekt ist, dessen Bestimmungszahlen sich
folgendermafien transformieren:

s 2
(185) @, == A} {(p,~%§ & (9 log 4) 8, logA—Jr——n? [1T¢; 9, 1og A - IT%, 3, 1og A]}.

Tritt noch die Forderung (175) hinzu, so werden die I7% mit den Ii,j‘ iden-

*
tisch, wo die I'fj die Thomasschen Parameter sind, die zu der gegeben Uber-
tragung mit den Parametern I7% gehoren.
Bekanntlich ist

(186) 9[1; IIfc: q == 0

die m_)twendige und hinreicheude Bedingung dafiir, da die Ubertragung in der
4,4, inhaltstreu ist. Infolge (162') ist (186) aber gleichbedeutend mit

(187) 3, Il = 0, Ay Il = 0.
Man beweist leicht, daB die umfassendere Forderung:
(188) | §Ip=0, Iy=0

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daf der Zuwachs des
(n--1)-Vektors gf”i ..... el bei der pseudoparallelen Verschiebung von einem

Punkte P der Hyperfliche £ = (, nach einem Punkte @ der Hyperfliche
£ = C, nur von den Werten ), C, abhiingt.
Aus den Gleichungen
a) ey, e L IIf
o 0
b) ¢, e, £ IIY,
0

e) Oe” ys & £ I
‘

(189)
O et I
lesen wir ferner unmittelbar folgende Sitze ab:
Satz 4. Aus a): Die Gleichung
I =0

ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die Parameterlinien
von £ geodiitisch sind.

Satz 5. Aus b): Die Gleichung
(192) II% = 0

o ) o %
ist die notwendige und kinreichende Bedingung dafiir, daft die n-Richtung der
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(190)

Uber verallgemeinerte projektive Geometrie 45

Parameterhyperflichen der £° bei pseudoparalleler Verschiebung lings einer Pa-
rameterlinie der E° in sich tibergeht.

Satz 6. Adus c) und d): Die Gleichungen (190) wnd (191) eusammen bil-
den die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daff jede in den
Parameterhyperflichen von & liegende Grifie ) bei pseudoparalleler Verschicbung
lings einer Parameterlinie von E° in' Parameterhyperyliche bleibt.

Satz 7. Aus ¢) und d): Die Gleichungen

*
(192 &) E st gEey, IR =0
baw.
*
(192 b) I :: Bf I, =0

bilden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir, dafl ein in einer
Parameterhyperfliche von & liegender kontra- baw. kovarianter Vektor bei pseu-
daparalleler Verschiebung lings einer Parameterlinie von &° seine Bestimmungs-
zahlen nur proportional dndert 5).

Betrachten wir nun zwei beliebige, allgemein gewthlte Hyperflichen allge-
meiner Lage, so lassen sich £ und £° stets so wilhlen, daB diese Hyperfls-
chen durch folgende Gleichungen dargestellt werden

a) §0=0 59)
b) £°=0.

In beiden Hyperflichen sind durch die Einspannung affine Ubertragungen
induziert worden, deren Parameter den I} bzw. II gleich sind. Wie wir
schon oben erwihnt haben, besteht zwischen den Punkten P der beiden Hy-
perflichen eine eineindeutige Korrespondenz, wobei korrespondierende Punkte
auf derselben Parameterlinien von £° liegen und sich also nur in der Koordi-
nate £° unterscheiden, wikrend die & und natirlich auch die £% der zageordne-

(193)

s6) Ein kontravarianter Vektor einer X4z liegt in einer X,, wenn seine Richtung in
der n-Rich- tung der X, enthalten ist; ein kovarianter Vektor dagegen, wenn die X, ein-
gespaunt ist, und seine n-Richtung die Richtung der Einspannung enthilt (Vergl. R. K. 8.
185). Die notwendige und hinroichende Bedingung dafiir, daB ein Velktor o° bzw. 14 in ciner
Parameterhyperfliche von £ liegt, ist also hier gegeben durch die Gleichung v*=0 bzw. wy=0.

57) Das Symbol :: bezeichnet ,proportional zu®, der Stern gibt an, dal die Proportio-
nalitit nur in dem verwendeten Bezugssytem existiert.

) Ist der Proportionalititsfaktor in den beiden Gleichungen (192 a) und (1921) der-
selbe, so #ndern sich die Bestimmungszahlen einer gemischten Grsze mit einer gleichen
Anzah] von kovarianten und kontravarianten Indizes bei der erwihnten Verschisbung nicht.
(Vgl. H. Weyl L c. 17), 8. 723). .

59) Dor triviale Fall, daB die beiden Hyperflichen durch §°=0, £ = C darstellbar
wiiren, ist durch die Forderung der Allgemeinheit ausgeschlossen.
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ten Punkte gleich sind. Daraus geht hervor, daB die Ubertragung in der
zweiten Hyperfliche mit den Parametern IIff in der ersten Hyperfliche kor-
respondiert mit einer Ubertragung, deren Parameter £7; im Koordinatensysteme
(E) den ITff gleich sind, also im Koordinatensystem (k) folgende Werte haben:
(194)

Nun ist aber:

2
TTj§ = Af) ITf = A 9, 4175 IT% 45 (3, log 4) 8 log A

" = A I+ 439, 4]

(195)
n
-+ (11 45 9 log A I}, A1 9, log 4]

und dies ergibt bei Einsetzung in (194):
g n'
(196) I}~ 5 25 178 2rlog 4) 8, log 4 + (17 &, log 4 + 7 3,1og 4]

Damit diese Gleichung eine bahntreue Transformation der Ubertragung darstelit
miissen erstens die IIf, verschwinden und zweitens die IT% bis auf einen skalaren’
Faktor gleich den Ef sein und diese Bedingungen sind auch hinreichend, sodaf
wir den Satz bewiesen haben: ’

Satz 8. Die Qleichungen:

*
(197) I :: Ef, =0

bilden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen daffiir, daf} fir je ewei

beliebige Hyperylichen allgemeiner Lage die entsprechenden inducierten Ubertra-
gungen bahntrew miteinander verwandt sind,

Mit Hilfe der Parameterlinien von £° werden also (unter ' den Voraus-
setzun'gen (197)) die geoditischen Linien einer Hyperfliche allgemeiner Lage
auf ‘dxe geodatischen Linien jeder anderen Hyperfliche allgemeiner Lage ab-
g?]).lldet. Daraus folgt, dab die X,, die gebildet wird. durch eine bestimmie geo-
ddtische Linic in einer solchen Hyperfliche und die diese Linie schueidenden
Parameterlinien von £ unabhiingig von dem Koordinatensystem in A,y st
Durch jede Parameterkurve von £ gibt es oo™ solcher X, die wir dio X
von &% nennen wollen. Eine jede von diesen X, ist durch eine in irgenndi
einem Punkte der betreffenden Parameterkurve gegebene (nicht mit der tan-
genhale.n zusammenfallende) Richtung gegeben und schneidet jede Hyperfliche
allgeme{ner Lage lungs einer geoditischen Linie dieser Hyperfliche 60),

. Sefzen wir die Gleichungen (197) vorans und gehen wir von einer geo-
dutischen Linie der Ay4a aus; die durch den eben erwihnten Punkt geht und

o e . -,
i :). Die geodétiachie Linie dor Hyperfliche braucht natinlich nicht geoditische Linie der
a1 8eln.
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die dort gegebene Richtung enthalt, so lit sich das Koordinatensystem stets
so wehlen, daf die Hyperfliche £ == 0 diese geodstische Linie enthlt, letztere
also auch geodutische Linie der Hyperfliche ist und infolgedessen in der X,
liegt. Daraus geht aber hervor, daf jede geoditische Linie der 4,4, die ein
Linienelement mit der X, gemeinschaftlich hat, ganz in der X, liegt, d. h.
dab die X, geoditisch ist. Umgekehrt, setzen wir voraus, daB jede X, von §°
geodiitisch ist. Nehmen wir den Schnitt einer beliebigen X, mit einer belie-
bigen Hyperfliche allgemeiner Lage und in irgendeinem Punkte dieses Schnit-
tes einen tangentialen Vektor % Verschieben wir sodaun diesen Vektor in
4, psoudoparallel nach dem Nachbarpunkte des Schnittes, so bleibt er in
der X, Da aber die Hyperfliche mit Hilfe der Parameterlinien von §° ein-
gespannt ist, aus welchen Linien sich die X, aufbaut, so ist die Projektion
des verschobenen Vektors in der Richtung der Einspannung auf die Hyper-
flache tangential zu dem erwihnten Schnitte und das besagt eben, daB dieser
Schnitt eine geodatische Linie der betrachteten Hyperfliche ist, woraus infolge
des Satzes 8 die Gleichungen (197) folgen. Zusammenfassend konnen wir also
den Satz 61) formulieren:

Satz 9. Die Gleichungen (197) sind notwendig und hinreichend dafilr, daf}
die X, von £ total geoddtisch in A,y sind.

Aus diesem Satze folgt, daB jede der X, von £° (unter den Voraussetzun-
gen (197)) aus sich selbst und unabhéngig von irgendwelcher Einspannung
eine affine Uhertragung triigt, nimlich die, welche entsteht, wenn man direks
die pseudoparallele Verschiebung der in A, herrschenden Ubertragung tiber-
nimmt. Wir beweisen nun den Satz:

Satz 10. Ist
(198) 1%, £ o E;,
wo ¢ Constans, aber wicht notwendig = ¢ ist, so sind die in den Xy von &
indugierten Ubertragungen euklidisch-affin.

Bozeichnen wir die KriimmungsgréBe der in der X, induzierten Uber-
tragung mit R’ so geht die GauBsche Gleichung infolge der Tatsache,
dafl die X, total geodstisch in A, ist, tiber in

(199) Ryt = BHE Byi* ™),
wo B: den Finheitsaffinor der X, darstellt, Infolge der Definition der X; und

#1) Der urspriingliche rechnerische Beweis dieses Satzes wurde ersetzt durch den oben
angegebenen, den ich Herrn Dr. E. R. v. Kampen verdanke.

67) Vergl. R. K. 8. 160, Gleichung (212). Der Kriimmungsaffinor H;;¢ ist in unserem
Talle identisch Null. Der laufende Index @ goll in dieser Formel die Zeichenreibe 0, 1,...,n
durchlaufen.
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der Gleichungen (171) ist es moglich das Koordinatensystem (¢) so zu wahlen
dab £%...,8" in X, konstante Werte haben. Die X, sei dann mit Hilfe d ’
(n—1)-Richtung der Parameterlinien von &,...,£" eingespannt. Werden er
& und & als Parameterlinien in der X, gewuhlt, so verschn;inden 11 “Z‘i
auber B) und B}, Die Gleichung (199) geht also t’tber in e

(200) B'335° == Bgi;" BEL (BY, — Bl
Nun ist aber infolge (198) und (162"):
(201) RyiF =0,
sodaB F'j;;° verschwindet, was zu beweisen war.
. Un(; auch_ der'G-Ielchung (164) eine geometrische Interpretation zu geben
; rwenden wir eine von Bompiani®s) herrthrende Deutung des Ricci-,
ensors in einer V,, die zuniichst fir eine A4, verallgemeinert werden soll

In irgendeinem Punkte eine i i
G r A, seien » -1 infinitesimale I i
gige kontravariante Velctoren newr bl

(202) 1:‘, a,c=0,1,...,1,
angenommen. Zu diesen gehtrt das reziproke System der kovarianten Vektoren
(203) U
die eindentig durch die Gleichungen
(204) ot = A
b

bestimmt sind. Wir wihlen einen der Vektoren (202) z. B. #* (2 bezeichnet

also ‘in Folgendem ein festes Zeichen aus der Zeiehenreihe:xo,l ...yn) und
definieren die # -} 1 Parallelogramme der Bivektoren: T

(205) w4

i (e=0,1,...,n),

Zon denen einer degeneriert ist. Jeder der n -1 Vektoren u wird jetzt langs
es Randes des Parallelogramms von o« im Sinne des Umlaufes diesia

Parallelogramm: ofth y

bekanmﬁih s pseudoparallel herumgefithrt. Der Zuwachs Du hetrigt dabei

206) Du,= — Ry, v y
(206) Du,=— R;;;°u, i:."’ 1;‘#‘3 = — Rj;;*u,u’u® (nicht summieren tiher ¢!).
Die Summe dieser Zuwiichse fir ¢=0,1,...,n ist infolge (204):

(207) 3 D y
U= — X R::-¢ b,d . ,d
@ a © dba uzzf 7;‘ “"Z’ Rda- ¢
88’ E. . - )
Ricci_'p)ensorf;;mvp.l?:gi’ ‘1922,. 7. Unter den verschiedenen geometrischen Deutungen des
non. W eina,-"v nsxch d'xa von Bompiani wohl am einfachsten fiir 4, verallgemei-
shom, Wegen oine ora g.amamerung fiir L, vergleiche meine Note Sopra le connessioni
ete.%, die in , Annali di Matematica® erscheinen wird. " -
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Dieser Ausdruck hingt, wie ersichtlich, ausschlieflich von dem gewihlten
Vektor # ab. Wird nun die Forderung gestellt, daB das oben angegebene

Verfahren von jedem Vektor u’ ausgehend zur NullgroBe fihren soll, so ist

dazu notwendig und hinreichend, daB die GroBe R,, verschwindet. Damit ist
also eine geometrische Deutung der Gleichung (164) gewonnen.

In den Paragraphen 3 und 6 sind wir, ausgehend von einer bis auf bahn-
treue Transformationen gegebenen affinen Ubertragung mit den Parametern
% in einer X,, mit Hilfe einer durch gewisse invariante Forderungen ein-
deutig bestimmten Punktdichtenitbertragung mit den Parametern AZ;, zu einer
eindeutig bestimmten affinen Ubertragung mit den Parametern II7, in einer
Apy gelangt, Fur die Parameter II¢, ergaben sich dabei die Gleichungen
(162 a,b, ¢, d). Nun hat sich in diesem § gezeigt, daB man zu denselben Glei-
chungen fur die II;, gelangt, indem man, von der erwithnten bis auf bahntreue
Transformationen gegeben Ubertragung ausgehend, fir eine 4, folgende in-
variante Eigenschaften fordert:

1) Die Tramsformationen der Roordinaten () sind der beschrinkten Transfor-
mationsgruppe (L71) unterworfen. ‘

11) Die Parameter I, sind Funktionen nur der Variablen E* %),

ITL) Dic in einer beliebigen Hyperfliche allgemeiner Lage mit Hilfe der Para-
meterlinien von E° induzierte Ubertragung ist mit der bis auf bahntreus
Transformationen gegebenen bahnirew verwandt.

IV) In jeder Parameterhyperfliche von g sind die Mafi-n-Vekioren auf Grund
der dort herrschenden induzierten Ubertragung konstant.

V) Der Ricci-Affinor der Ania verschwindet.

§ 11. Die geometrische Deutung des Falles, wo die {bertragung in der
4,4, eine Riemannsche ist.

Wir setzen zundchst voraus, daB die IIz, die durch (135) bestimmte Form
haben und auBerdem, daf die Ubertragung in der A4 eine Riemannsche ist.
Es gibt dann einen Fundamentaltensor G, vom Rang 71 und es gilt:

8, Gpp = II¢, Gy 4 1L Ge

(208)
Fir ¢c=0 ergibt dies
(209) 9y Goy=2¢ Gy,
woraus folgt
(210) G,y = 68 @, (),
#4) Diese Forderung kann durch eine schwichere ersetzt werden, nimlich: 9o I3, = 0.
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wo die ®,, nur Funktionen der & sind und von der Variablen &% nicht ab-
héingen. Aus (210) folgt, daB &,, eine Tensordichte vom Gewicht — 25 und
vom Range n--1 ist. Schreiben wir @ fiir die Determinante | G, | und @
fiir die Determinante | &,; |: '

(211) G =6, G =1|6,,/,
so folgt ans der Gleichung (210), aus der Transformationsformel

(©@12) £ = g0 — %Iog A

und aus der Tatsache, daB @& eine Skalardichte vom Gewichte 2 ist daB G
ein Skalar ist. '
Aus {210) folgt ferner

(213) Gub — 2080 @j"b ,

wo die @** durch @G dividierte den @,, zugeordnete Minoren bezeichnen.
Einfachheitshalber schreiben wir

(214) Gu(®) = 8 Goo(E) = 2 (59,
)
Aus der Transformation der G,, folgé die Transformationsweise von s:

(215)

6 = Amﬁ,

®) ®

was besagt, dal s eine Skalardichte vom Gewicht — 2 ist. Fiir e= Jy a=b==0
folgt aus (208): ,

(216) %Gy =2¢G,
oder infolge (210):

)
(217) @50] = —21;6.

Fur c=j, a==0, b=1 folgt aus (208):

(218) 9,0y, = o8 (c ®, - IIYs - IL’;%)

und aus (210) und (217):

219) Gy = oo 2,

sodaB ) ’

(220) ®, =22 L e L
1= g B —‘gc‘,mjakﬁ—zﬂuﬁ-

Dara.us folgt, daB s nicht Null sein kann, da sonst G,, verschwinden wiirde.
G.p ist also ganzlich durch s bestimmt.
Unter Berticksichtigung der Gleichungen
(221) II; =0, IIg = e(n 1)
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folgt aus der bekannten Formel

(222) 9,log @ = 21II;,
die Idenditit

(223) @ = gt g

und auflerdem

(224) G = Constans.

Aus (208) und (220) labt sich folgendes System von Differentialgleichungen
dritter Ordniing fiir s ableiten:

[ 918 — [IT5 8, 8+ 11} 9, 8 -+ 1T, 9y, 8]
— &8[9 I, — L3, IT — 03, 11]
—c[2II8% %8+ 1T} 3, 84 11} 9, 8]
— 2089, I — I IT); — I} 1T} = 0.
Wird die Formel (125) des § 5 fiir die projektive kovariante Ableitung einer

Skalardichte anf s angewandt und werden ferner die Formeln (132) bertick-
sichtigt, so folgt, dab (225) gleichbedeutend ist mit

(226) Viv:v:s = 0.
Da aber aus derselben Formel folgt, daf

(225)

(227) VoVsVa® = ViFoVe® = V;7:Y08 = O,
so ist (226) gleichbedeutend mit der Glleichung:

(228) VaVsVas = 0.

Aus (228) folgt

(229) VuVaVas =0

oder

(230) Riiify.8 = 0. -

Da aber Ry;.° = Rij;°= Rijs°==0, so ist die letste (leichung gleichbedeu-
tend mit
(231)

was noch folgendermaBen geschrieben werden kann:

Byji‘y.s =0,

(232) Pyji* 9,8 + 2¢8¥P;° = 0.
Man kann das System (%) stets so withlen, daf
(233) 9,5 £ 0
®
wird. In diesem Koordinatensystem verschwindet &, infolge (217) und also in-
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folge (210) auch G, Der Vektor e‘ istalso senkrecht zu den Vektoren e” und die Para-

meterlinien von §° sind also V,, normal und senkrecht zu den Parameterhy-
perflichen von £°, die zu der durch (238) charakterisierten Wahl des Systems
(k) gehoren. Bei dieser orthogonalen Einspannung wird in den Parameterhy-
perflichen von £ eine Riemannsche Ubertragung induziert mit dem Funda-
mentaltensor

(234) 9y =2 Gy = &8,

Infolge (233) reduziert sich aber @, in diesem Koordinatensysteme zu den

C
»-—H,,, wo C-£ 5 ist und wir haben also
@

(235)

C
9 £ — " e 11,

Aber auch bei allgemeiner Wahl des Systems (%) 148t sich uber die Lage
der Parameterlinien und Parameterhyperfiichen von £° etwas aussagen. Fir
den Winkel ¢, zwischen ¢ und ¢ gilt nsmlich:

0 i

Y
VG, &

G0

236
(256) Vs O

cos ; =

und dieser Winkel ist also lings der Parameterlinien von £° konstant. Der
Winkel ¢ zwischen den Parameterlinien und den Parameterhyperflichen von
& mub also auch konstant sein. Der Inhalt des Parallelepipeds von e”,...,e”

ist bekanntlich gleich J&, und des Inhalt des Parallelepipeds von e”

gleich J[G,], wihrend die Lange des Vektors e‘ gleich V@, ist. Fur ¢ gllt
also

cos @ _l/ —-G-——.
G le‘jl 816,

Aus (235) und (118), § 8 geht hervor, dab sich im Falle, wo die Uber-
tragung in der 4,,, eine Riemannsche ist, die Parameterhyperfiichen von &
80 legen lassen, daf

(238)

(287)

C

R s R

wo Ej; der Ricei-Affinor der Ubertragung I'j% ist, wo I'#.£ IT%. Die Uber-
tragung mit den Parametern I'# ist aber bekanntlich bahntreu m1t der Uber-
tragung mit den Parametern I'% verwandt und die Gleichung (238) bedeutet
also, daB sich die Ubertragung der 4, durch eine bahntrene Transformation
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auf eine Einsteinsche mit konstanter Krtimmung zuriickftihren 14Bt. Aber auch
die Umkehrung gilt, sodaB wir den Satz aussprechen kénnen:

Satz. Hine affine Ubertragung in einer A, Uit sich danm und nur dann
durch eine bahntreue Transformation in eine Einsteinsche mit konstanter Krim-
mung %) iiberfithren, wenn die Ubertragung in der zugehbrigen A,y eine Rie-
mannsche ist.

Zum Beweise des noch unbewiesenen Teiles dieses Satzes gehen wir aus
von der durch eine bahntreue Transformation entstandenen REinsteinschen
Ubertragung mit den Parametern I';¥ in der 4,. Da sie eine inhaltstrene
Ubertragung ist, so gibt es ein Koordinatensystem (&), sodaB

(239) Ij20
und folglich

Iij = ﬂ}'};
V) Bix 2= c(n — 1){9, 1 —

Ry X c(n—1) 1],

(240) 1, 14 — I, 103},

Bezeichne nun C eine beliebige, von Null verschiedene Konstante und setzen wir

(241) Gp 200, Gy 0, ,,jg_%'gacgvmj,
so tiberzeugt man sich leicht, daB
(242) Vo Gas £ Vi Gy £ Vi G -2 0.
Ferner ist anf Grand von (225) und (241)
C .
(243) Vi Gin —me"?vf 7 %5

v, Bix verschwindet aber, da die Ubertragung mit den Parametern I7j eine
Einsteinsche mit konstauter Krimmung ist und folglich der durch (241) de-
finierte Tensor G,, die Gleichung

(244) VaGer =0
erfiillt. Nun ist

. . Ot e
(5] § = |Gue] = 0492 [ 2 O8] 2 (1) G By

tnd @& kann also nicht verschwinden. Die Existenz eines Fundamentaltensors
in der 4, ist also dargetan

Der Fall wo die Ubertragung in der Ay eine Weylsche ist, 148t sich
unmittelbar auf den Fall einer Riemannschen Ubertragung zuriickfithren. Denn

s5) Eino Einsteinsche Ubertragung hat fiir # =3 stets konstante Krtmmung. Siehe z. B.
L. P. Eisenhart, Riemannian Geometry, S. 92
852) Das Symbol 7 bezieht sich auf die Ubertragung in der Any1, das Symbol y’ auf
die Ubertragung in der 4.
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die T'J"bertr&gung ist jedenfalls inhaltstreu (vgl. (186)) und eine inhaltstreue
Weylsche Ubertragung ist stets Riemannsch 69).

§ 12. Geometrische Deutung des Falles, wo die 4,,, total geodiitische
Hyperfilichen enthiilt.

Bs gilt folgender

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf} die T bahn-
treu in irgendwelche "I} mit der Bigenschaft: 'Ry = 'R;;i*=0 dberfihrbar
seien, ist, dafi in der A,y eine total geoddtische X, allgemeiner Lage existiert.

Beweis, Wir setzen voraus, daf es eine total geodstische X, allgemeiner

Lage gibt. Infolge der anf 8. 41 gemachten Bemerkung gibt es ein Koordi-
natensystem (c), sodafl diese X, gerade durch die Gleichung

(246) " —0

da.rgestellt ist. Der Ricci-Affinor 'Ry, der in der X, induzierter Ubertragung
mit den Parametern 'I'} ist infolge der Gleichung 'I':-% IT: gegeben durch
die Formel (vgl. (240)) )

247 ‘R E c(n—1)1I%.
Berechnen wir nun den ersten Kriimmungsaffinor 87) H,;° der Hyperfliche
(246). Er ist gegeben durch die Gleichung

(248) H;;*= Biiy. B ™).

D'a die Hyperfliche (246) mit Hilfe der Richtung der Parameterlinien von £0
eingespannt ist, gelten die Gleichungen:

k¥ Sk
(249) B =
B £ BY £ 0.

Setzt man dies in (248) ein, so folgt:

H;;¢ 2 Hyr 20
it =0

Hy;o 2107

(250)

Da die X, total ge.odiitisch in der 4,,, ist, verschwindet ihr erster Kritm-
mungsaffinor H,;¢ identisch und daraus und aus der dritten von den Glei-

*) R K. S. 219. *) R. K. §. 159,
%) R. K. 8. 158, die erste von den GHeichungen (197). B ist der Einheitsaffinor der
Parameterhyperfidche (vgl. R. K. 8. 135, Par. b).
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chungen (260) folgt, daB

(©51) 9 £ 0.
(247) und (261) geben zusammen 'R, £ 0 also
(252) ‘By =0,

und da die "I'5 mit den I'# bahntreu verwandt sind, ist somit der eine Teil
des Satzes bewiesen.

Umgekehrt, setzen wir voraus, dab die
fithrbar sind, und daB

(253)

ist. Aus (258) folgt dann, daB die Ubertragung der ‘T inhaltstren ist und
daraus, dab es ein Koordinatensystem (K) gibt, fur welches

% bahntreu in die ‘I'5 tber-

"By =0

(254) TE 20
In diesem Koordinatensystem ist
(255) T & I

und folglich hesteht die Gleichung
(266) ‘Ryy E c(n—1)1173.

Aus (256) und (253) ergibt sich II-£.0 und laut (250) sind also die Para-
meterhyperflichen von §° in 4, total geoditisch, Bemerken wir noch, daf,
falls die Hyperfliche (246) total geoditisch in A, ist, dasselbe von jeder
Hyperfliche der Sehar
(257)
gilt. Bs zeigt sich ferner, dafl, wenn die Parameterhyperflichen von £° total
geoditisch sind und der Ubergang vou (k) zu (K) sich mittels linear gebro-
chener Funktionen vollzieht, die Parameterhyperflichen von £° auch total
geoditisch in der 4, sind 69), -

Wir bemerken hierzu noch Folgendes. Ist die Ubertragung II7, eine Rie-

£9 = Const

%) Dio notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die bahntreus Uiberfiihrbarkeit
der I’,.’; in ’f’i‘; mit verschwindenden 'R, gind gegeben durch J. A. Schoutfen {On the
conditions of integrability of covariant differential equations, 1925, 9) in der Form einer
unendlichen Reihe von algebraischen Gleichungen, die als Integrabilititshedingungen auf-
troten. Dioe erste (lineare) Gleichung dieser Reihe lautet:

Piji* pe==2Vu Pnis

(257 a)

nk;;+ By
1—n2 |’

et

wo p; ein gesuchtes Vektorfeld ist-
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mannsche und gibt es ein Koordinatensystem (¢) in welchem die Gleichungen:
(288) IL; £ 0

gelten, so sind die in den Parameterhyperflichen von £° bei Einspannung mit
Hilfe der Parameterlinien von £ induzierten Ubertragungen ebenfalls Rie-
mannsch. Auf Grund des obigen Satzes sind niimlich die erwahnten Hyper-
flachen total geodé‘:pisch in 4,;;. Infolgedessen ist die induzierte ﬁbertragung
identiseh mit der Ubertragung die bei orthogonaler Einspannung induziert wird
also mit einer Riemannschen Ubertragung. ’

§ 13. Geometrische Deutung des Falles, wo die Ubertragung in der 4

eine euklidische ist. "

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die Ubertra-
gung wit den Parametern I'f projeltiveuklidisch ™) sei, ist, dafl die Ubertragung
in der A,y eine euklidische ist

Beweis. Wir setzen voraus, daf die Ubertragung der I'5 projektiv-eu-
klidisch ist. Sie ist also bahntreu in eine euklidische mit den Parametern ‘I'%
iiberfihrbar. Es existiert daun bekanntlich %) ein (Kartesisches) Koordinaten-
system (k) in welchem

(259) TH 0.

Berechnen wir in diesem Koordinatensystem die entsprechenden Parameter
IIz,, so ergibt sich, daB

(260) 20, I3%0, I 2 cE.

Die direkte Berechnung zeigt dann, daB alle Bestimmungszahlen der Kriim-
mungsgréfe der Ubertragung der I77, verschwinden und diese Ubertragung
also eine euklidische ist. Umgekehrt setzen wir voraus, daB die IIf, Parame-
ter einer euklidischaffinen Ubertragung sind und gehen von irgendwelchem
Koordinatensystem (c) aus. Durch einen beliehigen Punkt P legen wir eine
Hyperebene, die nur der Bedingung gentige, daf sie durch jede Parameterkurve
von §° in einem einzigen Punkte getroffen wird. Auf Grund der Bemerkung
auf S. 41 gibt es dann ein Koordinatensystem (C) in welchem diese Hyper-
ebene durch eine Gleichung von der Form:

(261) £° = Const

dargestellt werden kanu. Die Hyperebene ist total geoditisch in der eukli-

™). Vergl. R. K., S. 130 und 131.
M) Vergl z. B. R. K., 8. 115.
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dischen 4, und trigt demnach von selbst eine euklidische Ubertragung, die
von der Einspannung nicht abhingig ist, aber mit der (durch die Einspannung
mit Hilfe der Parameterlinien von £°) in ibr induzierten Ubertragung mit den
Parametern 'I'5.£ ITX zusammenfallt. Letatere ist also eine euklidische Uber-
tragung. Anderseits sind die ‘I mit den urspringlichen I'} babntreu verwands
und die Ubertragung der I'f ist also projektiveuklidisch.

Aus obigem Satze folgen unmittelbar die bekannten Weylschen notwen-
digen und hinreichenden Bedingungen ™) dafiir, dafl die Ubertragung mit den
Parametern '/ projektiveuklidisch sei. Um das zu zeigen wenden wir uns zu
den Formeln (138D) auf S. 33:

Rj;i* & Pyi*  (Weylsche Projektivkriimmungsgrofe)

Ryi® & 20(n—1) {3 I, + Ik, 114}

Rijit 2 Bioa® £ Byyp® = 0.

Ist die Ubertragung der I'fi projektiveuklidiseh, so ist die der 1T, euklidisch,
folglich verschwindet R;;;° identisch und daraus folgen die Gleichungen:

(263) Byji»=0.

Umgekehrt, sind diese Gleichungen erfullt, so verschwindet Rj;;,5 die Uber-
tragung der I ist eine euklidische und die TUbertragung der I' ist projektiv-
euklidisch. Die Gleichungen (263) sind eben die Weylschen Gleichungen. Man
zeigt niher, daB im Falle n>>3 die zweite Gleichung von (268) eine Folge
der ersten ist; im Falle n =2 dagegen die erste stets erftillt ist 72).

Ist die Ubertragung in der 4,,, euklidisch, so gibt es ein Koordinaten-
system (¢), fur welches die Gleichungen (260) gelten und umgekehrt. Ein sol-
ches System wollen wir ,spezial® nennen. Es ist aber unmoglich durch eine
Transformation der zugelassenen Gruppe dieses System in ein Kartesisches

(262)

Pyt =0,

" tberfithren, weil bei jeder Transformation der Urvariablen aus der zugelasse-

nen Gruppe die Gleichung I7¢, % ¢ in I, 2 c B} tibergeht. Die ,spezia-
len® Koordinatensysteme haben die Eigenschaft, daf in den Parameterhyper-
fischen von £ die induzierte Ubertragung eine euklidischaffine ist und auferdem
diese Hyperflichen total geoditisch in der A, sind. )
Lassen wir nun vorliufig die Gruppe aller analytischen Transformationen
der Urvariablen in der A4,., zu und bezeichnen mit (C) ein Kartesisches
Koordinatensystem; (¢) sei wie friher ein ,speziales” Koordinatensystem. Wir

1) L. ¢. unter ).

™) §iche z. B. R. K., S. 180, 131, Dis Gleichung P;I:;” =0 hat einen invarianten Cha-
rakter, weil Pwk sine Grofe ist. R;; ;0 dagegen ist keine Grobe; die Gleichung Rm” 0
ist jedoch fiir # =2 eine invariante Gleichung, fiir #>>3 ist sie invariant, sobald P'lj'ék =0.
Die Gleichung R;:; 0= 0 ist dann equivalent mit der Gleichung p;; (nRy; + By = 0, deren
linke Seite eine Grofe ist.
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behaupten nun, daf die Transformation (C)—>(c) stets eine singulire Hyper-
fliche besitzt.
Tn der Tat, folgt aus der Transformationsgleichung

(264) I§p = Ef 9 B} + 115, BEfE
unter Berticksichtigung von

(265) Ifs 20

das System von partiellen Differentialgleichungen
(266) 9 B = — II;, B,

das sich fir ¢=0 baw. ¢=1F% auf

(267) p By = —cEYE}

bzw.

(268) 8 Bt = — o(B4 B} + B4 EY)

reduziert. Bei Faltung tther C und 4 in (264) ergibt sich bei Berticksichtigung
von (260) und (265):

(269) 0= —dlog D II;, B}y D = |ES|
oder infolge der Gleichungen

(270) g =0, Iy =c¢(n+4+1)

auch

(271) 0 =23 logD4c(n-|1)E;.

Fir A= @, B= O ergibt sich aus (267) bei Integration

1
(272) By = O

wo £ eine Funktion der Variablen £X ist.
Aus (271) und (272) folgt nun, daf die Punkte der Hyperfliche

(218) £+ Q(EX) =0

singulire Punkte der Transformation (C)—>(c) bilden, Es laBt sich noch zei-
gen, da die Parameterkurven von §° bei der Transformation (¢)—>(C) in
eine Kurvenschar iibergehen, die im Endlichen einen gemeinschaftlichen Punkt
haben. Die zu (264) reziproke Transformation:

(274) I, = Efa, BZ + HE B&Ls
geht infolge (265) tber in

(275) 8BS = I, EC.
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Tur b =j, a==1 ergibt sich aus (275) unter Beriicksichtigung der Gleichun-
gen (260):

(276) 8ES =0,
woraus folgt
(27) g = a0 £+ (&),

cc
wo a, Funktionen nur der Variablen &¢ sind. Fir b==0, a=1 entsteht

aus (275)
(218) 8 Ef == cEY,
woraus unter Berticksichtigung von
(@19) B — a (@)
1

folgt

c c
(290) a(§) =y,

c
wo y konstanie Zahlen sind.
i

Setzt man weiter in (270) a==0, b=0 und herticksichtigt man die
Gleichungen (260), so folgt

(281)

was zusammen mit (277) und (28@) zu

9, BES = ¢ E§,

@ df
(282) = 2L

fithrt. Integration von (282) ergibt
[ c C
fley = dee 4,

c c
wo 6 und & wieder konstante Zahlen sind. Die Gleichungen (277) nehmen also
folgende Gestalt an:

(284)

(283)

c c ¢
© = P {yE 4 )+
i
und darans ist es zu ersehen, daf die Parameterkurven von £° im Kartesischen

Koordinatensysteme (C) alle durch den Punkt é‘cég durchgehen. Es ist klar,
daf der letztgenannte Punkt auf der Hyperfliche (273) liegt.

In dem zur Sprache kommenden Falle, wo die Ubertragung in der 4,
eine euklidische ist, kann in irgendeinem Punkte der 4, ein beliebiger
Tengor vom (1 4 1)-ten Rang gegeben werden, Verschieht man dann diesen
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Tensor pseudoparallel nach allen anderen Punkten, so entsteht ein Fundamen-
taltensor @, der Ubertragung der I;,. Wegen der beschrinkten Transfor-
mationsgrappe in der 4,,, kann man nun alle so entstehenden moglichen
Fundamentaltensoren in eine einfache Grestalt bringen. Wir gehen nimlich von
dem ,spezialen Koordinatensysteme (¢) aus, in welchem die Gleichungen (260)
bestehen und verwenden die Gleichungen des Paragraphen 11. Infolge (260)
nehmen die Gleichungen (225) des Par. 11 folgende Form an:

(285) s 20,
woraus folgt, daf
(286) s X a,88+20,8-+ b, (a0 = ;)

Wo 4, by, by konstante Zahlen sind. Infolge (260), (286) und der Gleichungen
(210), (217), (220) des Par. 11 hat der Fundamentaltensor ,, folgende Grestalt

G 2 €% (ay & §* 4 25,8+ by)

(287) Gor e 87 (0 8 4 1)

1
G, X e"é"-é; ay.

Die Konstanten ¢ und b sollen nur der Bedingung geniigen, dal der Funda-
mentaltensor @,, von dem (n-}-1)-ten Rang sei. Berechnet man nun die De-
terminante |G,,|, so ergibt sich nach einer Umformung, daf

bD: bh"‘; bn

(n41)
eﬂcn ¢ bl; au’-'-v“.ln

(288) =

|Gas] 2

bay Gn1yee-y Onn
Die Konstanten @, b missen also der Ungleichung

By by vy B

byy Gyayeeny Gan

bm OnyyeesyGon

+0
(289)

gentigen, Aus dem schon oben angefiihrten Girunde folgt, dab es keine Trans-
formation der Urvariablen in der 4,,; der zugelassenen Gruppe gibt, wobei
sich @,; in die Form G4y -*. 05 bringen lift.

Wird das System (C) so gewshl, da G, 2.0, so sind die Parameter-
hyperflichen von £° anf Grund des Par. 11 orthogonal zu den Parameterli-
nien von £°. Infolge des Satzes auf S. 53 ist die in diesen Hyperflichen
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induzierte Ubertragung eine Einsteinsche, Aufierdem gehen die geoditischen
Linien (die Parameterlinien von £°) die diese Hyperflichen orthogonal treffen,
alle durch einen Punkt. Die Hyperflichen bilden also eine Kugelschar. Der
Mittelpunkt dieser Kugeln liegt aber bei den zugelassenen Koordinatensystemén
im ,unendlichen®.

Tst (¢) ein ,speziales* Koordinatensystem, so sind die Parameterhyperfli-
chen von £° total geodutisch in A4,,,, sie bilden also eine Schar von Hyper-
ebenen, Es ist aber unméglich durch irgendeinen Punkt der Mannigfaltigkeit
4,4, eine Hyperebene dieser Schar zu legen, die dort eine beliehig gegebene
n-Richtung enthalt; insbesondere ist es unmoglich eine solche Hyperebene
orthogonal zu den Parameterlinien von £° zu legen. Wire dies mdglich, so
hatten wir G,,=£0, also (vgl (287)) a;;=0, b,= 0, was (289) widerspricht.
Dies liegt daran, daB hei den zugelassenen Transformationen keine Kartesische
Koordinatensysteme in der 4,;, existieren,

Delft, im Januar 1930.
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