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VOJTECH JARNIK.

Zur metrischen Theorie der diophantischen
Approximationen.
Przyczynek do metrycznej teorji przyblizen diofantowych.

Es sei 0 =0 = 1; dann besitzt bekanntlich die Ungleichung

- 1<z
unendlich viele Lésungen in ganzen Zahlen g, b. In dieser Ungleichung
darf die Zahl /5 durch keine gréssere Zahl ersetzt werden'); anderer-
seits gibt es irrationale Zahlen ©, die sich ,beliebig gut® durch rationale
Zahlen approximieren lassen ?). Dieser Umstand fithrt zu folgender Fra-
gestellung.

Es sei f(x) eine fiir x >0 stetige und positive Funktion; x? f (x)
sei fir x>0 abnehmend. Wir wollen sagen, dass eine Zahl @ mit
0=0=1 ,die Approximation f(x) gestattet® (oder auch, dass die Ap-
proximation f (x) durch die Zahl O realisiert wird), wenn die Ungleichung

|®——jj—1<f(b)

unendlich viele L3sungen in ganzen Zahlen g, b besitzt. Wir fragen nun:
wie gross ist das Lebesguesche Mass der Menge derjenigen Zahlen ©
(0=0=1), welche die Approximation f (x) gestatten? Diese Frage

) Wegen der Satze iiber Kettenbriiche, die im folgenden angewandt werden,
vgl. z. B. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen (Leipzig und Berlin, 1913),
insbes. S. 37 — 55.

?) Man denke nur an eine Irrationalzahl, in deren Denmalentwrckelung »sehr
lange* Reihen von Nullen vorkommen. .
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wurde vom Herrn Khintchine folgendermassen beantwortet !): Dieses
R

Mass ist gleich 0, wenn (xf(x) d x konvergiert und dieses Mass ist
e
gleich 1, wenn fxf(x) d x divergiert.

Es werde nun fiir « > 2 mit Pa die Menge derjenigen Zahlen © mit
0 = ® =1 bezeichnet, welche die Approximation —%——gestatten; nach dem
X

Satze des Herrn Khintchine ist das Mass von Pa gleich 0. Trotzdem
kann man die Mengen Pu, die zu verschiedenen Werten von « gehdren,
in bezug auf ihre ,Ausdehnung® untereinander unterscheiden, wenn man
statt des Lebesgueschen Masses den Hausdorffschen Mass—und Dimen-
sionsbegriff einfiihrt 2).

Diese Hausdorffsche Dimension kann fo]gendermassen eingefiihrt
werden:

Es sei eine reelle Zahl s gegeben; es sei E eine Menge von reel-
len Zahlen; wir iiberdecken E mit hdchstens abzéhlbar vielen Intervallen,
deren Langen mit I, [, ... bezeichnet werden mdgen und bilden die

Summeles (diese Summe mége -+ oo bedeuten, wenn Z I diver-
n -

giert). Wenn p>0, so sei Lsp (E) die untere Grenze aller solchen

Summen 2 [;, gebildet fiir alle solchen (Iberdeckungen der Menge E,

fiir welche l1 =0 bL=p L=p, .... Wenn p abnimmt, so nimmt Ls, (E)
offenbar nicht ab, also ex1$t|ert der Grenzwert

lim Log (E) = gw)w<uwr<+@
p=

(Fir s =1 ist L;p (E) offenbar von p unabhéngig und gleich dem &usse-
ren Lebesgueschen Mass von E.) Fir s <s' ist Ly, (E) = ¢ Lsp (E);
aus L; (E) <+ oo folgt also Ly (E)=0. Weiter ist offenbar Ls (E) =0
fir §>1 (man denke sich z. B. die ganze reelle Zahlenachse durch

abzihlbar viele. Intervalle iiberdeckt, deren Léngen I, L, ... durch i =—~

gegeben sind); fiir s <0 ist offenbar L; (E) = - co, wenn E nicht leer ist.

1) Einige Sétze tiber Kettenbriiche usw., Mathem. Rnnalen 92 (1924), S. 115—125.

?) F.Hausdorff, Dimension und usseres Mass, Mathematische Rnnalen 79
(1919), S, 157 —179. Der Leser braucht von der Hausdorffschen Theorie nichts zu
kennen,
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Riso gibt es — falls E nicht leer ist — eine Zahl s, so dass 0 =0 =1,
Ls (E) =0 fiir s >0, Ls (E) = oo fiir s <s. Diese Zahl ¢ heisse die Haus-
dorffsche Dimension der Menge E, in Zeichen

dim E =o.

Nach dem Gesagten ist folgendes klar:

1. Bei der Definition von Lsp (E), Ls (E), dim E ist es gleichgiiltig,
ob wir bei der Uberdeckung von E nur offene oder nur abgeschlossene
Intervalle oder beides zugleich zulassen.

2. Rus E( E' folgt dim E = dim E".

3. Wenn D eine hdchstens abzdhlbare Menge von reellen Zahlen
ist, so ist

dim (E+ D) = dim E

(wenn wir, wie immer, E als nichtleer voraussetzen).
Nach diesen Vorbereitungen ist schon dem Leser der Sinn des fol-
genden Satzes klar: Fir &> 2 ist )

dimPa=£-
o

Bei diesem Satz handelte es sich um die Approximation —lw(a>2),
X

welche nur auf einer Menge vom Lebesgueschen Mass Null realisiert
wird; wir wollen uns nun solchen Approximationen f (x) zuwenden, die
im Gegenteil fir alle 8 (0=6=1) mit Ausnahme einer Menge vom
Lebesgueschen Mass Null realisiert werden; dies ist z. B. fiir die Funktion

fx) = !

x? max (1, loge x)
(0<a=1) der Fall (denn das Integral
+ oo

fxﬂmﬁ

divergiert fir 0<<a=1; fiir «>1 konvergiert aber schon das Integral).
Hier hat freilich die Menge der Zahlen 8 (0 = 8 = 1), welche die Appro-
ximation f(x) gestatten, das Lebesguesche Mass 1, also umsomehr die
Dimension 1. Man muss hier also die Menge Qu derjenigen Zahlen -8
(0=6=1) untersuchen, welche die Approximation

') - Dieser Satz wird in meiner Abhandlung ,Diophantische Approximationen und
Hausdorffsches Mass® (im Druck in Recueil mathématique de la Société mathémati-
que de Moscou) bewiesen.
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7 ::Tcémax (1,109“)5 O<e=1

nicht gestatten; die Dimension von Qu ist aber keine wachsende Funktion
von ¢, wie man vielleicht vermuten kdnnte, sondern es gilt der

Satz 1. dim Qu =1 flir 0<a 1.

Diesen Satz und noch viel mehr wollen wir in dieser Note beweisen.
Es sei M.. die Menge derjenigen Zahlen 0 mit 0 = 0 = 1, welche folgende
Eigenschaft haben: zu 0 gibt es eine nur von 0 abhéngige positive Zahl
c (8), so dass fir alle ganzen p, ¢ mit ¢ > 0 die Ungleichung

'
9

q q

gilt. Offenbar ist M. (C Qu fiir 0<<a =1; der Satz 1. wird also be-
wiesen sein, wenn wir folgenden Satz beweisen:

Satz 2. dim M.=1.

Wir wollen aber noch mehr beweisen. Bekanntlich lassen sich alle
Irrationalzahlen § mit 0<<0 <1 und alle Folgen a, @, a;, ... (a: ganz
und positiv fiir {=1,2, ...) eineindeutig so zuordnen, dass fir die

Zahl 0 und die ihr zugeordnete Folge ay, a,, 4y, ... die Beziehung

1
0 = 1
(1) a, + i

5

1

ay 4.

gilt. 4, heisse der n—te Teilnenner von 8; wenn

1 - Pn,
qn

T 1

an
wo =1, 4,> 0, (pn, gs) =1, so heisse p, der n—te Naherungszahler,
g der n—te Naherungsnenner von 9; um grossere Gleichférmigkeit zu
erreichen, erweitern wir diese Rusdrucksweise auch auf die Falle n=—1
und 7 =0, indem wir p_1=1,g.4=0, p, =0, ¢, = 1 setzen.

Wenn n ganze positive Zahlen a,, @, ..., an gegeben sind, so ha-
ben alle Irrationalzahlen 8 (0 <6< 1), deren reguldrer Kettenbruch mit

94

icm

Zur metrischen Theorie der diophantischen RApproximationen. 5
! 1
-+
a+, 1
. +__
Qn

anfangt, dieselben Nherungszihler p; und dieselben Néaherungsnenner ¢; -

fir —1=/=n wir wollen diese Zahlen als die i—ten zu den Teilnen-

nem 4, a,, ..., @&, gehdrigen Naherungszéhler und Naherungsnenner

bezeichnen; und wir benutzen diese Rusdrucksweise auch fiir n=01%,
Aus (1) folgt bekanntlich

( Pri1 = Qnis Pn+ Pnyt

) \ (n=0),
gni1 = Aniyi gn + gn—1

(3) Pa+1 Gn — pPn f]n+1 = (— 1)" (/'Z z\: — 1),
<= Ly
qn (q”f 1+ qﬂ) In qn quyt

also

(4) - [o— 2oy 1

(an—l—l + 2) IInZ QJz an+1 q:;‘)

Ausserdem ist bekannt: aus

r ganz, § ganz

folgt L_ P fiir ein geeignetes n,
S ga

Man sieht also, dass die regulére Kettenbruchentwickelung einer
Irrationalzahl 8 einen sehr guten Aufschluss gibt tiber die Anndherungs-
moglichkeiten der Zahl 6 durch rationale Zahlen. Insbesondere ist M..
genau die Menge aller Irrationalzahlen 6 mit 0 <6 < 1 und mit be-~
schréankten Teilnennern.

Wir wollen ausser M.. noch folgende Mengen untersuchen: wenn o
danz, @ =2, so sei Mz die Menge aller Irrationalzahlen § (mit0<o<C1),
deren Teilnenner samtlich hdchstens gleich @ sind (die analoge Menge M,
wiére trivial, sie wiirde aus einer einzigen Zahl

} Im folgenden werden wir, wenn y @ ..., a, gegeben sind, mit p, q;
(— 1 =i < n) stets die zu den Zahlen 4y, ay ..., a, gehdrigen i-ten N&herungszah-

ler und Naherungsnenner bezeichnen, ohne es ausdriicklich zu erwéhnen, wenn keine
Verwirrung zu befiirchten ist.
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Y5 —1 1
—— =
S e
1+,
bestehen).

Die Bedeutung von M. fiir unsere Approximationsprobleme ist
nach (4) klar. Und wir werden zeigen: schon die Menge M, hat eine
positive Dimension; die Dimension von M. ist aber stets kleiner als 1,
erst ihre Vereinigungsmenge

MN=M2+M3+M4+---

hat die Dimension 1. Und noch schérfer werden wir die beiden folgen-
den Sétze beweisen (aus welchen Satz 1. und Satz 2. unmittelbar folgen):

Satz 3. dim M2>vi~-
Satz 4. Fiir ganzes a > 8 ist
1——4  <dmMe=1-— 1 .
a . log 2 8 a log a

§ 2. Beweis der S&tze 3. und 4.

1. In diesem ganzen Paragraphen sei ein festes ganzes ¢ =2
vorgegeben.

Im folgenden werden wir mit.(a, ) das abgeschlossene Intervall
bezeichnen, dessen Endpunkte @ und & sind (¢ <& oder a > b).

Es seien nun 7 ganze positive Zahlen a;,a,, ..., @ gegeben, wo
n=0, ;=0 fir {=1,2, ..., n Diejenigen Irrationalzahlen § mit
0<8 <1, deren i-ter Teilnenner fur i=1,2, ..., n gleich a; ist,
sind genau alle Zahlen

0 = Epa + pn—l
€qn+ Gna ’

wo €21, ¢ irrational. Diese Zahlen 6 sind also genau alle Irrational-

zahlen eines bestimmten abgeschlossenen Intervalls, welches mit /# und,
wenn nétig, auch ausfithrlicher mit 17 4, bezeichnet werden mdge.

Wir wollen jedes /* ein ,langes Intervall n-ter Ordnung® nennen.

Es ist
n i (& Drn+ Pr—y )
R N y ——
gn ot qna

ey
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Rnalog: Es seien 7z ganze positive Zahlen ay, a,, ..., a, gegeben,
wo n=0, a;=a fiir i=1,2, ..., n; diejenigen Irrationalzahlen 6 mit
0<8<1, deren i—ter Teilnenner fir i=1,2, ..., # gleich a; ist und
deren (24 1) —ter Teilnenner héchstens gleich « ist, sind genau alle
Zahlen

g = € Pn P ,
€ qn +qn—1

wo ¢ irrational, 1 <e<a -+ 1. Diese Zahlen 8 sind also genau alle Irra-
tionalzahlen eines bestimmten abgeschlossenen Intervalls, welches mit
K" und, wenn notig, auch ausfiihrlicher mit K” ” bezeichnet wer-

gy Byyeney @

den mdge. Wir wollen jedes K” ein ,kurzes Intervall # —ter Ordnung
nennen. Es ist
Kn — ((“+])Pn+Pn~1 s Pa +pn—1 ).
Gor a2 -0 i (1'{‘ 1) Qn+qn—1 qn +qn—1
Jedes K , ., entsteht offenbar dadurch, dass man von dem

entsprechenden 17, 4, ....q, €in Stiick abschneidet, welches nach (3) fiir

gerades 7 am linken, fiir ungerades # am rechten Ende von I3, 4, ..., ay
liegt. Da zwei lange Intervalle /* derselben Ordnung, die nicht zu dem-
selben System aj, a,, ..., a. gehoren, offenbar héchstens einen Punkt
gemeinsam haben, haben die beiden zugehérigen kurzen Intervalle K7
tiberhaupt keinen gemeinsamen Punkt.

Es gibt genau " lange und ebensoviel kurze Intervalle # - ter Ord
nung; offenbar ist

n-+1 i3
Ia}, By oo B Ial, @y a,
Kn—]-l Kn
(5) gy gy s By Gpry C Gy e

n--1 n
Ia,,a,,.,.,tz @, CKa,,a,,...,a

n' nt no.
Die Lénge eines Intervalls I bezeichnen wir allgemein mit | /|; also ist

" 1
8y, 8y .., @

n = Gn (@ + gn)

24

n
] Ka‘, a, .

e )=

n (=4 1) gn + gn—1) (@n + gn—1) .
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2. Es sei nun V, fiir ein gegebenes ganzes n =0 die Vereini-
gungsmenge aller langen Intervalle # -ter Ordnung, W, die Vereinigungs-
menge allef kurzen Intervalle #-ter Ordnung, also

i o
Vo=1% Wy= Ko, Vi DI

ay 8y ..., 4y,
2
W, = n
7 Z Kﬂu Gy vy ap

a;=1

a;=1

fir n> 0.

Es ist nach ®)Y
VioOWe DOViDOW, DOV, O W, D ...,
also ist die abgeschlossene, nur von « abhéngige Menge
N,=V, V V, ...

nichtleer und mit W, W, W, ... identisch. N, ist sogar perfekt; denn

die Lénge eines K" ist fir n>> 0 kleiner als J;)— (wegen ¢, =n) und
)

jedes K" enthalt mindestens zwei (n#mlich genau o) Intervalle K+, die
paarweise fremd sind und von welchen jedes mindestens einen Punkt
“von N, enthdlt. Die in N, enthaltenen Irrationalzahlen sind offenbar
genau alle Zahlen aus M,; daher ist N, = M, + D, wo D aus lauter
rationalen Zahlen besteht, also héchstens abzahlbar ist; also ist nach § 1

dim No=dim M, .

3. Wir fragen also nach der Dimension von N,. Im Rest dieses
Paragraphen sei eine Zahl s fest gewahlt, 0<Cs <1. Wenn W ein
System von hochstens abzéhlbar vielen Intervallen ist, deren Langen
I, 1, b, ... heissen, so setzen wir

A=

Unsere Aufgabe besteht im folgenden: wenn ein p >0 gegeben ist,
so soll die untere Grenze von A; (W) fiir alle Systeme W abgeschitzt

| ') Oder direkt nach der Definition von /7 und K=z, die sogar Wn = Vap1
iefert,
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werden, welche die Menge N, iiberdecken und den Ungleichungen
L=<p (=12 ...) geniigen. Offenbar ist es gleichgiiltig, ob wir in
den Systemen M nur abgeschlossene oder nur offene Intervalle oder
beides zugleich zulassen. ‘

Es sei also W ein (berdeckungssystem von N,, welches aus héch-
stens abz#hlbar . vielen offenen Intervallen besteht, deren Léngen eine
gegebene positive Zahl p nicht iiberschreiten. " Nach dem Borelschen
Satz kdnnen wir aus diesen Intervallen endlich viele herausgreifen, wel-
che auch die (abgeschlossene, beschrénkie) Menge N, liberdecken; von
diesen Intervallen lassen wir noch diejenigen weg, die keinen Punkt
von N, enthalten. Jedes iibriggebliebene Intervall G des Systems 1l
enthdlt im Inneren mindestens einen Punkt von N,, also (da N, per-
fekt ist) unendlich viele Punkte von MN,. Es sei a die untere, b die
obere Grenze des Durchschnittes G. N, (a, b sind entweder Punkte von G
oder Endpunkte von G, sie gehéren aber sicher zu N, da N, abge-
schlossen ist); wir ersetzen G durch das- abgeschlossene Intervall (g, b).
Wenn wir im System U diese Anderungen durchfithren, so wird dadurch
die Zahl A (M) nicht vergrdssert und das modifizierte System tberdeckt
wieder die Menge N, .

4. Wir betrachten daher nur (berdeckungssysteme ¥ folgender
Art: ¥ ist ein System von endlich vielen abgeschlossenen Intervallen,
welche die Menge N, iiberdecken. Jedes Intervall des Systems B hat
zu Endpunkten Punkte von A, und enthdlt unendlich viele Punkte
von N, {(die Einschrankung /; = p lassen wir fallen). Dann ist nach 3.
fiir jedes p >0 die untere -Grenze der Zahlen A; () fiir alle solchen W
sicher nicht grésser als Ls, (&), also auch sicher nicht grésser als
lim L, , (Vo) = Ls (N,)-
=0

5. Es sei also ein solches System B vorgelegt; es sei G ein abge-
schlossenes Intervall des Systems . Da N, (C K" so ist auch G C K"
Da jeder Punkt von N, fiir jedes ganze 7 =0 in einem kurzen Intervall

7 - ter Ordnung K liegt, da weiter | K*| < L‘ fiir #> 0 gilt, und da end-
nt

lich G unendlich viele Punkte von N, enthilt, so gibt es auch ein 7, so
dass G Punkte von mehr als einem ‘kurzen Intervall #-ter Ordnung
enthalt. -

Wegen G (C K° gibt es also eine ganze Zahl m =0 mit folgender
Eigenschaft: es gibt m ganze positive Zahlen. ay, a,, ..., an mit 6; ==
(i=1,2,...,m), so dass

GC K oo

2 am
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es gibt aber zwei Intervalle

Km-H

Qy, Qgye ., Ak ?

Kett L (ISkSe, 1SI=a, k-l),

@y, g

von welchen jedes mindestens einen Punkt von G enthilt,
Nach 1. ist (mit Benutzung von (2))

Kmt p= ((d—}—l) (kpm +Pm—1)+pm , kpm +pm-—1+pm
© frfuee e o e+ (egn+gna)+gn  Eqn+ gma +1]m) l
6
Km+1 . — ( (CI—'—]) (lpm +Pm—1)+Pm s lpm +pm-1 +pm .
e B e+ Ugn+ guas)+qn  Lgm+gms+ qm>

Wegen (3) ist fiir gerades m.in (6) rechts der links geschriebene
Endpunkt beidemal grésser als der entsprechende rechts geschriebene
Endpunkt; umgekebrt flir ungerades m. Bei geeigneter Bezeichnung ist
also der Abstand der beiden Intervalle in (6) gleich (man benutze (3))

(a4+1) (kpm +Pma1) *Pm P+ Prnstpm
(a+1) (kg + gnas)+ Gm Lgm+ gmes + Gm
@) (=141
@+ 1) B gm + gma) +gm) ((+1) gn + gm—1)
1
403 gn (@ + Gm—1)

=

v

(denn e =2, k=S, =0 [(@+ 1) (B~ 1~1)+ 1] ist gleich 1 fiir
k—[—1=0, sonst mindestens gleich «>>1),
Die Lénge von G ist also mindestens

1 .
493 g (gn+ gnt)
die Lange von I7 = o, it gleich
1

am ((Im + qm——l) ’

Wenn wir also im  System B jedes Intervall G durch das entspre-
chende Intervall 172 = a,, ersetzen, bekommen wir ein System
von abgeschlossenen Intervallen, welches die Menge N, iiberdeckt und

die - Ungleichung erfiiilt
As (W) X 450 A, (B).
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Wenn nun im System B zwei Intervalle ™, /* mit m>n vorkom-
men, so das I (C I*, so wird As (¥B) verkleinert, wenn wir Im aus BB weg-
lassen. Wenn wir dies Verfahren wiederholen, kommen wir zu einem
(Iberdeckungssystem X, welches aus endlich vielen langen Intervallen
n-ter Ordnung (7 kann freilich von einem Intervall zum anderen variie-
ren) besteht, von welchen keines Teilmenge eines anderen ist; dabei ist

As (B) = 4° 05 A, (B).

6. Wir wollen uns daher auf Systeme ¥ folgender Art beschrénken:
¥ sei ein System von endlich vielen langen Intervallen 7-ter
Ordnung (wobei 7 von einem Intervall zum anderen variieren kann),
welche die Menge N, iiberdecken und von welchen keines Teilmenge
eines anderen ist.
Nach 4. und 5. ist Ls (N,) sicher nicht kleiner als die untere
Grenze der Zahlen
1

45 o3

A, (%)

fiir alle solchen Systeme ¥. Wenn wir also. fiir irgend ein s und irgend
ein o zeigen kdnnen, dass A (¥) =1 fiir alle solchen Systeme ¥, dann
ist Ls (N,) >0, also dim N, =s.

7. Wir beweisen nun folgenden

Hilfssatz 1.  Voraussetzung.

s und o seien fest gegeben; 0<<s <1, o ganz, « =2. Fiir jedes ganze
n>0 und jedes System wvon ganzen Zahlen a,, a, ..., 0 (1=Sa =0
firi=1,2,...,n—1) sei

o
) o SN L S VAP
k=1
Behauptung. dim N, =s.

Beweis. FEs sei ¥ ein (berdeckungssystem von N, von der in 6.
geschilderten HArt. Diejenigen /*, die in ¥ vorkommen, k&nnen von
verschiedener Ordnung 7 sein; die héchste auftretende Ordnung sei
1 (I =0), sie mdge ,,Ordnung des Systems X*“ heissen. Wenn [> 0, so

kommt in X ein Intervall I-ter Ordnung I} d_y.a; YOI, aber kein In-

tervall hoherer als [-ter Ordnung und kein Intervall /7 mit n <[, flir
welches £, , .., o (/" wiére. Da jedes lange Intervall {-ter Ord-

101


GUEST


12 Vojtech Jarnfk.

nung unendlich viele Punkte von N, enthélt, miissen also in ¥ alle
Intervalle i

(8) 151,. [ ay_q,k (l k

IA

A

%)

(da sie zu je zwel hdchstens einen gemeinsamen Punkt haben) vorkom-
men. Wenn wir diese Intervalle (8) aus ¥ weglassen und durch das

Intervall Ial:},: ..... - ersetzen, bekommen wir wieder ein Uberdek-
kungssystem ' von der in 6. geschilderten Art. Nach (7) ist

As (F) < A, (X).

Indem wir dieses Verfahren fiir die vielleicht noch existierenden
Intervalle -ter Ordnung aus X' wiederholen, kommen wir endlich zu
einem System ({/— 1) -ter Ordnung ¥; mit A (¥,) = A, (¥) und durch
weitere Wiederholung bekommen wir endlich ein System nullter Ord-
nung Y mit As (Y) = A; (X). Da aber Y die Menge N, iiberdeckt und
von nullter Ordnung ist, besteht ¥ genau aus einem Intervall (0,1), also
ist A: (Y)=1"=1, A;(¥)=1, womit nach 6. die Behauptung bewie-
sen ist.

8. Wir beweisen nun den Satz 3:
. 1
dim M, > —-

4

Wir sollen also zeigen, dass fiir @ =2 und ein geeignetes

S>-}1— die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1. erfiillt sind. Die Unglei-
chung (7) lautet jetzt

1 ) - 1
@n—1 (fIn—1 + Qn—-'.!)? - (QM—I -+ qn—-2)s (2 In—1 + (],1_3) s

+ 1
(2gn—t + gn2)®* (3 gn—1+ gu)®
oder .
1S+ L 5 N
2+ ;) [+ f’—:) (3 e Ty
qn— gn—1 g n—1+ gns
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Wegen 0= ¢n—s = ¢»—1 ist diese Ungleichung sicher erfiillt, wenn

1
% + % = 1; diese Ungleichung ist aber filr ein geeignetes 5> ) er-
& S
. 1 1 2 2
fullt, denn '*3—,E + ﬂ > ——QTI: > ]61/4 =1

9. Wir beweisen nun die erste Hilfte des Satzes 4., namlich die
Behauptung: fiir ganzes «>8 ist

4 -
2 log 2

dmN, =1 —

Wir setzen also s =1 — 4~,é, wo a > 8, « ganz und haben zu zeigen,

a log
dass die Voraussetzung des Hilfssatzes 1. erfillt ist.
Ungleichung (7) lautet

Die zu beweisende

-3

1 1
|8 — = _ .
G n—1 (n—1 + Gua)* ?—: (B Gus + qu—s)®* (B + 1) Gricr + gu2) ®
Nach (3) ist

C 1
; (k gn—s + gn—2) (£ + 1) gt + o)

- kprl—l +pn—2 (k + 1) pn—l +pr1—'.' \
— (= ‘l n—1 _— A
=1 Z (an—1 +gns  (B41) guat Gu )

k=1

- (= 1)t (Pn—x +Pns  Pra )
qn—l + Qn—:’. f}'n—l

gn—1 (‘1 -+ 1) g1+ Gn—2

1
Gt (¢ 4 1) Gat + Grs)

+ (= 1)t ( Pt (2+1) pus +pn;2)
1

qn—l (qn—l + qn——'z)

e b9
gn-1 (qn—l + l]n—z) @
wo .t noch von verschiedenen Argumenten abhéngt, sicher aber

<2
ist.
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o
Der Ausdruck Z L
o (k Grn—1 qn—Z)s ((k + 1) gn—1 + l]n~2)°'

entsteht aus 1
S (kg1 + Gua) (B + 1) guos + gns)

wenn man darin den k-ten Summanden mit dem Rusdruck

9) (% qa—1 + gua)— (& + 1) gnt + gus)t—*

;nilt;p))liziert. Der Ausdruck (9) ist aber mindestens gleich (man setze
(%1—1 -+ l]n—z)l“‘r (2 Qn—1 -+ QH-—2)1_S =

ko ist (2Gn—1 (grm1 + gn-2))t—;

1
; (R qns + Guns)s ((B+1) gns + ¢u- 2)$

= -—?__%l‘m_ o Qs 1— _2_ .
g1 {Gn1 + Gus)*

o
Die Ungleichung (8) ist also richtig, wenn 21— (1 ~—2—-) =1d h
N o - ’ ’ ’
wenn (1 —5) log 2 = — log (1 — i). und dies ist wegen (1 — s) log 2=
o
_4 2 2 2\?
= log (1 ~:) == 4 %(——) + ... <—4—der Fall. Damit ist die
o o [

Behauptung bewiesen,

o 10. Hilfssatz 2. Voraussetzung. s und o selen fest gegeben;
<$§<1, o ganz, « = 2. Fir jedes ganze n>0 und fiir jedes System
von ganzen Zahlen ay, ay, ..., gy (1 S @S o fir i=1,2, ce, n—1) sei

'10 n—1
(10) R AN L1 D E S I £
k=1
Behauptung. dim NV, = s.

Beweis. HRus (10) folgt

T=|lPlrz3 |1 =2 =

eaay
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wo die Summe X|/7|s iiber alle langen Intervalle n-ter Ordnung er-
streckt wird. Es sei nun ein p>>0 gegeben; wir wéhlen ein festes n so
gross, dass alle langen Intervalle 7-ter Ordnung kiirzer als p sind (das

ist méglich, da |17 < %2- fir 7> 0).

Alle langen Intervalle n-ter Ordnung iiberdecken die Menge No;
also ist Ls,, (N) S X |1"|* = [I0]5 =1, also Ls (N,) = lim L, (M) = 1,
p=0
also dim N, = s, wie behauptet.

11. Wir beweisen nun die zweite Hilfte des Satzes 4, d. h. die
Behauptung: fiir ganzes «>8 ist

1

dmN,=1——+——-
8 aloga

S
8 a log o
zu zeigen, dass die Voraussetzung des Hilfssatzes 2. erfiillt ist, Die zu

beweisende Ungleichung (10) lautet

Wir setzen also s=1-— » wo a>8, o ganz und haben

ey = S e |
qn—1 (qn-l + Qn-—z)s — (k In Qrz—z)s ((k + 1) gna + qn—Q)S

11)

Nun haben wir in 9. gezeigt, dass
1

< 1 20
12 R S
(12) ; (% gt + gn—2) (B +1) go—s + gn—) Gt (Gns + Gru—s)

Der Ausdruck rechts in (11) entsteht aus dem Ausdruck links
in (12), wenn dort das k-te Glied mit dem Ausdruck

(% gt + qns)— (B + 1) gnos + gna)t—=

multipliziert wird. Dieser Ausdruck ist aber héchstens gleich (man
setze k= a)

(@ gn—s + gaa)™ (2 + 1) Got + Gus)—*
= (24 D7 gt 7 (Gnes + gra)t—
< (&) 175 (gr1 + gns)—.
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Vojtech Jarnik.

Also ist

o
— 1

£ (knt+ qus) (B+1) Gut + Gus)’

(

zu zeigen; dies ist aber wegen

(1 - E]Z) (2a)22s

;]f:‘l (C]n—l + f]:—}

IIA

und wir haben nur

1— L

2 _2~'Q‘Y§;1
Za)( 2 =

1
log2 o< —
g 2

o

@2—25)log 2 = —!
4aloga
a
n

[

in der Tat der Fall, womit die Behauptung bewiesen ist.

1

20

1— L

2

<

n=1

o,

Praha, den 2. Dezember 1929,
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ARNOLD WALFISZ. 1)

Ueber einige neuere Ergebnisse
der Gitterpunktlehre.

O niektérych nowszych wynikach nauki o punktach siatkowych.

Ich werde mir im folgenden erlauben, iiber die wichtigsten Fortschritte
zu berichten, die die Gitterpunktlehre seit urgeféhr Jahresfrist zu ver-
zeichnen hat. Hierbei ist es jedoch geboten, auch iiber die fritheren
Forschungen auf diesem Gebiete einiges zu sagen, damit die jiingst
erzielten Fortschritte im richtigen Lichte erscheinen.

Gitterpunkte sind Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in einem
2,3 oder mehrdimensionalen Cartesischen Raume. Es wird in einem sol-
chen Raume ein endlicher abgeschlossener Bereich B (x) vorgegeben,
der von einér positiven Variabeln x abhéngt, und es handelt sich im
wesentlichen darum, die Anzahl G (x) der Gitterpunkte in B (x) mit wach-
sendem x nach oben und unten abzuschétzen (O — und @ - Probleme).
Die Bereiche B(x) miissen hierbei »anstdndig“ sein, um eine Behand-
lungsweise in diesen Richtungen zuzulassen; was aber sanstéandig® heisst,
darf ich iibergehen, da im folgenden nur Gitterpunktprobleme ganz spe-
zieller Art besprochen werden sollen, bei denen der Bereich B (x) expli-
zit aufgeschrieben wird. Bei diesen Problemen—wie auch bei den wichtig-
sten Fragestelluingen des Gebietes iiberhaupt — bildet der geometrische
Ursprung von G (x) nur eine bequeme Einkleidung rein arithmetischer
Kerne. Es' darf daher nicht wundernehmen, dass die Gitterpunktiehre
als ein Zweig der Zahlentheorie anzusehen ist.

Obwohl die klassischen Problemstellungen der Gitterpunktlehre recht
weit zuriickliegen, hat eine systematische Forschung nach modernen
Grundsitzen erst seit einem Vierteljahrhundert eingesetzt. Das einzige

1) Erweiterte Fassung eines Vortrages, den ich wahrend der Slavischen Mathe-
matikertagung in Warschau am 26, September 1929 gehalten habe.
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