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W. SLEBODZINSKI.

Sur les mouvements rigides dans une
variété V, .
O ruchach sztywnych w rozmaitosci V;.

L’article présent a pour objet le probléme suivant: étant donné
I'élément linéaire d'une variété riemannienne V,, reconnaitre au moyen
des différentiations et des opérations algébriques, si celle - ci admet un
mouvement rigide continu. On sait que les groupes de mouvements
dans une V; ont été étudiés dans un important Mémoire de G. Ricci,
inséré aux Memorie della Soc, ltal. d. Sc. (Vol. XII. 1899). Bien que les
théorémes de Ricci nous permettent de reconnaitre I'existence d'un
groupe de nouvements dans plusieurs cas importants, ils ne nous don-
nent pas cependant de critéres qui satisferaient dans tous les cas a la
condition précisée plus haut. Or, nous nous proposons de compléter
les recherches de Ricci, en nous servant des méthodes de Calcul de
congruences. Dans le n° 1 nous déduirons, sous une forme intrinséque,
les équations de Killing et les conditions d'intégrabilité de celles- ci.
Les n® 2 et 3 sont consacrés aux variétés & courbures différentes, le
n° 4 a pour objet une variété & deux courbures égales. Le dernier n°
contient quelques remarques concernant les trajectoires d’un groupe
de mouvements & un paramétre,

1. Considérons dans une variété Vy un systéme rectangulaire (S)
formé de trois congruences [1], [2], [3]. Soit (T) le triedre composé de
vecteurs unitaires tangents aux courbes des congruences [i] (i = 1,2, 3)
passant par un point quelconque M (x%, X%, x%) de la V,. Désignons par
Yre les rotations du trigdre (7) et par; - la dérivée par rapport & I'arc

5;

de la courbe appartenant & la congruence [{] et passant par le point M.

) Un résumé de cet articte a été objet d’une Communication faite au Congreés
des Math. des Pays Slaves qui s’est tenu & Varsovie du 23 au 27 septembre 1929.
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Soit .
of
Df = |
-3l

le symbole d’une déformation infinitésimale de la variété V;. Envisa-
geons un vecteur infinitésimal, de composantes dx’, issu du point M.
Désignons par ds sa longueur et par do; ses projections orthogonales
sur les arétes du triedre (7).

On aura . . ]
—
dG,' = )\1/, dx’, ds? = dd,z, (1)
> )3

r=1

Xy (r=1,2,3) étant les coefficients directeurs covariants de la con-
gruence [f]. En appliquant l'opération Df aux égalités (1), on obtient
successivement

3 3
D(d"r)=2 g——cl:_r—FZ(Yrq—Yrji)llj ds; (r =1,2,3)
i =

=1

3 3
du,
D (ds*)=2 E al: + E (Yrsi — ris) us | do, dos.
=

rs=1

Pour que Df soit le symbole d'un mouvement rigide, il faut et il suffit
qu'il soit D (ds?) =0, ce qui entraine les relations

our , ou,

3
= ris sir ) Wi l‘,S:l, 2,3 (2)
5ot o ;u o) )

Le systéme ci-dessus est équivalent au systéme d’équations de
Killing. 1| peut étre remplacé par les équations suivantes

dur

]
ES = -;- Yris i 4 Qrs, ©rs + Dsr = 0 (f, §=1,2, 3): ([)
s

i=1

olt on' a désigné par ¢, trois inconnues auxiliaires. Les conditions
d'intégrabilité du systéme (I) peuvent s’écrire comme il suit

3 3 3
0 rs
BL;;= Z wltrsui+z Ysit ‘Pri—z ot @si (r,8,6=1,2,3). ()

=] i=] =1
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De méme, les conditions d'intégrabilité du systéme (II) nous con-
duisent aux relations

3 3 3 3
S‘ (wsn‘iu - ‘”sriu!) u; +Z O ity Ori + 2 W riyt Psi + Z Oyirs Pri
i=1 i=1 i=1 i==1
3
+2 s 9 =0 (r, ot =1, 2, 3). i
i=1 .

Dans les égalités (1) et (lll) les symboles @y et ®ryu désignent
les composantes de laffineur de courbure et les composantes de son
affineur dérivé. Nous supposerons dans la suite que le systéme S soit .
composé de congruences principales de la variété V, (systéme principal).
Les équations (Ill) se simplifieront en prenant la forme

D (s;)=0 r=0Q,2 3), an)

3
(0 — ) (f,Drs-I-Z Tei By =0 (r,s=1,2,3), (1)
i=1
ol l'on a désigné par o, les courbures principales de la variété.
En écartant de nos considérations Je cas bien connu d'une variété
a courbure constante, nous nous bornons dans la suite & deux hypothé-
ses suivantes: A er==o:(r43), B. o) = 0y == 0,

2. Hypothése A.

Les relations (ilI") sont, dans ce cas, équivalentes aux équations
suivantes

3
Drs =—Z“{,s,' u; (r‘s:l, 2,3)
=1
En substituant ces expressions dans les équations (1) et (), 11 vient
ou :
-0_022 Z} (ris —1rs2) 1z (rns=1,2, 3), ©)
D(mj):o (h, i,j=1»2: 3) (4)

On voit donc que les équations fondamentales (N, an et @
peuvent é&tre remplacées par le systéme formé de relations (3), (4)
et (II. A ce dernier systtme on doit adjoindre toutes les relations qui
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dérivent par différentiations des conditions (4) et (llI'). Pour obtenir ces
€quations nous désignerons par » l'une quelconque des quantités o,
{w. Nous aurons alors, en vertu de (lII') et (4),

i — 9> =0.
da;

=1

- S - 0
En assujetissant cette relation a I'opération — et en rapprochant

Gj
les équations (3), on obtient I'équation suivante
D<@)=o (j=1,2 3).
ds;

En poursuivant ce procédé, on verra bien que toutes les relations
que nous avons en vue sont de la forme suivante

dk(!),' .
D(— =0 (k=1,23,...;47,...r:=1,2,3), (5)
06,...00,,
O i i
Di—"—)=0 (k=1,2,3,...: 44, j,ry,...,re = 1,2,3). (6)
06y, .. 06,

Or, nous allons montrer que, le probléme supposé résoluble, les
conditions (IIl), (4) et les deux suites des relations (5) et (6) peuvent
étre réduites aux équations suivantes,

D=0, D(%M)—0 (hijk=123) O

Sk

toutes les autres étant des conséquences algébriques de celles- ci.

Les courbures o; s'exprimant en fonction des coefficients 1x; et de
leurs dérivées premiéres, .on voit immédiatement que les relations (IlI')
et (5) sont des conséquences des équations (4) et (6). Pour démontrer
notre proposition il suffit donc de faire voir que les relations (6) résul-
tent des conditions (7). Le théoréme’ est manifestement vrai, si les rota-
tions yuy sont des constentes. Supposons donc que l'une au moins de
celles-ci ne soit pas constante et désignons par A, p, v trois quelcon-
ques des quantités

Thij AL (A4,

k=1,23).
001,

()
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Pour que le mouvement rigide soit possible, il faut, d'aprés les
relations -(4) et (6), que le déterminant

2 o o
dsl 03, O3,
poOp Ow
b
"a e gg’
| 03, Osy 0331

soit nul. Supposons cette condition remplie et envisageons d’abord le
cas, ol fous les mineurs du premier ordre du déterminant A sont nuls,
quel que soit le choix des fonctions %, p, v parmi les quantités ([). On
peut alors exprimer toutes les quantités (I') au moyen d’une seule fonc-
tion que nous désignerons par ¢; soit

oo k
0*{;.;; = leij (a_),

30, ®)

Thij = Sepij (U-) )

les dérivées [Qu; (2)]' n'étant pas toutes nulles d'aprés I'hypothése faite
plus haut. En différentiant la premiére de ces égalités et en rapprochant
le résultat de la deuxiéme, il vient

0 R
[ (F 5 = %y (4).

. . f o, d1 . .

Il s'en suit que les dérivées o peuvent étre exprimées au moyen de
Gk

la seule fonction «. Ceci nous permet de déduire de la seconde des

égalités (8) une relation de la forme suivante

* Thij
do 0oy

= Q&

“hij ( )'

Il est évident que toutes les dérivées des rotations 1,5 se laissent
exprimer en fonction de a:

0* Thij
06y, ....

::QZ!I TR
da,, d
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On aura donc, d’'aprés la définition du symobole Df, I'égalité suivante

s\ _for )| D@ (k=2,3,.. sk iy re=1,2,3)
067, ... 05, ) | ™M o e

I'accent désignant la dérivée par rapport a o.
vertu des égalités (8) la relation suivante

D (tni) = [@nig (1)) . D (@),

Les dérivées [@; (#)]' n’étant pas toutes nulles, le raprochement de
deux derniéres égalités montre que les relations (7) entrainent les égali-
tés (6), c'est ce qu'il fallait démontrer.

Admettons maintenant que, le déterminant A supposé nul pour
chaque choix des fonctions A, p, v parmi les quantités ('), on puisse y
trouver trois éléments tels, que 'un au moins des mineurs du premier
ordre du déterminant A soit différent de zéro. Dans ce cas toutes les
quantités (I) se laissent exprimer au moyen de deux fonctions seulement
que nous désignerons par o et 8. Un raisonnement tout semblable
au précédent prouve que les dérivées des rotations vy, d’ordre supérieur
au premier, peuvent étre exprimées en fonction de o et B seulement et
que, par suite, les relations (6) sont des conséquences des égalités (7).

En résumant, nous pouvons dire que le probléme proposé se réduit
a l'étude du systéme mixte formé d’équations

3
= 2 (Yn‘s"" Yrsi) u;

f==1

D'autre part, on a en

duy

(r,5=1,2,3), (R)
d6s

Dlmg)=0, D (%7’_’1) -0 (hijk=1,23), (A"

Ok

les relations de la deuxiéme ligne comprenant toutes les conditions
d’intégrabilité de celles de la premiére ligne.

3. Pour que le mouvement rigide soit possible, il faut, d’aprés le
résultat obtenu dans le 7° précédent, qu'il existe une au moins relation
entre trois- quelconques des quantités (I'). Nous allons montrer que
cette condition est aussi suffisante.

a) Supposons en premier lieu que foufes les rotations +n; Soient
des constantes. Les conditions (A) étant alors identiquement satisfaites,
le systtme (A) est complétement intégrable et son intégrale générale
dépend de trois paramatres arbitraires.
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b) Passons maintenant au cas, ol parmi les quantintés (V) il y a une
seule indépendante; nous la désignerons par o. Les conditions (A')
se réduisent & l'unique équation

D(a2)=0

C’est une équation linéaire et homogéne a trois inconnues u;, 4,, #y; sa
solution' générale dépend donc de deux fonctions arbitraires; désignons
la par A;, A, A,;. On aura donc

2 A=o, ©
Posons dans les équations (4) u; =

A; 5 il vient

0.4,-
+? ((rsz_'{ns)A =0

1=1

(r.s=1,23). (10)

Nous allons montrer que le systéme (10) se réduil & six équations
indépendantes. Désignons pour ce but par L;; le premier membre de

3
I'équation (10) et calculons l’expressionZL,sg—of ; on aura
Or
=1

3 . 3
du 04, du ~ da
Lr _— = - Trsi — r — A =1,49).
; e G e ;(rs 1) 5 Ar (s=1,2,3)
En rapprochant 1'égalité (9), on peut écrire
6 o 2
Lyg— = — ris =
Y:EI rs t=21 3 o a o r_; 'Yrs‘l Tri: ) At, (5 1; 2, 3)

En vertu de [identité )

0?a
dssdor

dcs,as 2(’(]51—7]5}.‘) - (s t=1,2,3)

) G.RiccietT.Levi-Civita, Méthodes de cakul diff. absolu, Math. Ann.
t. 54, Ch. I § 2.
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'égalité précédente devient

Mais, o appartenant a syst¢éme (I'), nous savons que Iidentité ©
entraine la relation suivante
3

>

=1

. 0%a

= 0.
(961()0_;

On aura donc
3

du
Ly %% = =1,23);
S =0 (=123

r==1

, . Lo Oa
'une au moins des dérivées. o n'étant pas nulle, on voit bien qu'il y a
Sr

trois relations linéaires et homogénes parmi les premiers membres des
équations (10). Le nombre des équations indépendantes de ce systéme
se réduit donc a six, — Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait
da -

55—4:0. Alors, si l'on exprime & l'aide de la relation (9) la quantité A,

s

en fonction de deux autres et si I'on porte 'expression obtenue dans
le systéme (10), on obtient six équations & deux inconnues A;, A,.
Ces équations pouvant &tre évidemment résolues par rapport & toutes
les dérivées des fonctions A,, A4,, elles forment un systéme de six équa-
tions indépendantes. D'autre part on est assuré que, d'aprés la fagon
méme dont on a choisi la fonction 4, le systeme (10) est compléte-
ment intégrable. 'Son intégrale générale contient donc deux parameétres
arbitraires.

<) Envisageons enfin le troisiéme cas, ou le systéme (I') contient

deux fonctions indépendantes que nous désignerons par ¢ et B; la
matrice

|92 02 0o
“ do, 0o, Oa, o
o8 98 o¢

Oa, do, oy
80
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est donc, par hypothése, du deuxiéme rang. Le systtme (A') peut
étre remplacé par les deux équations

D(=0, D@ =0.

La solution générale de ces équations en #,, #,, 4, est donnée par les

formules
0o

a i1 a Oi 42

Jap  dB
06i41 00i4s

! (i=1,23),
|

p désignant une fonction arbitraire. On aura identiquement

3 () 3 63
N O %
“A=0,D> " A=0, 11
>—JdG[ 0 ‘i-:las,- ( )

i=1
La substitution #; = A;raméne les équations (A4) au systéme
3

JA
L — ris — Yrsi, Ai=0 3 21,2,3 12
Sl > e ) (ns=123) (12)

i=1
& une inconnue p. Désignons pas L, le premier membre de I'equation

2 3
0a 0B .
(12) et calculons les deux sommes Lys—, ; L.s—. En répétant
; =

les mémes opérations que dans le cas b), on obtient les deux identités

suivantes
3 3
da Y, 08
Lis— =0, Ls—=0 (s=1,23).
Zl oo ; noy =0 )

La matrice. (M) étant du deuxiéme rang, il s’en suit que parmi les trois
équations
Lis=0, Lis=0, Lis=0

il y a une seule indépendante. D’autre part on voit facilement que les
équations (12) peuvent étre résolues par rapport aux dérivées de la fon-
ction p. Le systéme (12) se réduit donc & trois équations indépendantes.
Celles-ci étant complétement intégrables d’aprés la facon méme dont
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on a choisi les fonctions 4;, leur intégrale générale contient un para-
métre arbitraire.

En résumant les recherches de deux derniers #°, on peut énoncer
le théoréme suivant:

Pour qu'une variété Vy, & courbures différentes, admette un mouve-
ment rigide continy, il faut et il suffit que le systéme (I'), formé de
rotations du systéme principal et de leurs dérivées premiéres, contienne
au plus deux fonctions indépendantes. Si toutes fonctions du systéme
(L) se réduisent & des constantes, la variété admet un groupe transitif
Gy, si le systéme (L) contient une seule fonction indépendante, la variété
admet un groupe intransitif Gy, si enfin le nombre -de fonctions indépen-
dantes du systéme () est égal & deux, la warigté admet un groupe
intransitif G,.

4. Hypothése B.

Posons o, = @, = o, On sait que dans le cas présent les con-
gruences principales [1] et [2] ne sont pas complétement déterminées.
Or, pour faciliter les raisonnements, nous allons faire I'hypothése suivante:
si 'on a 7131 == 7232, nous choisirons les congruences [1] et [2] de fagon
qu'elles soient canoniques !) par rapport & la congruence [3]; si, les rota-
tions Tis1, 7Yase2, étant égales, les courbures © et @, ne gardent pas
toutes les deux les mémes valeurs le long des trajectoires orthogonales
de la congruence [3], nous choisirons les congruences [1] et [2] de ma-
niére qu'il soit a—m=0, 53—9— =0, resp., si 'on a a la fois %zd_m =0,

doy doy 61 006,

qu'il soit 9y =0, 9us

7} Gy 0 Gy
congruences [1] et [2] d’'une maniére tout a fait arbitraire. Si les con-
gruences [1] et [2] sont canoniques par rapport & la congruence [3],
nous donnerons aux relations 71, Y22 le nom de courbures principales
de la congruence [3]. Si celles - ci sont égales, nous dirons avec G.Ricci 2)
que la congruence [3] est isotrope.

Le choix du systtme (S) ainsi fixé, revenons aux équations (flI").
Elles donnent dans le cas actuel

3 3 s
N
Pos = — E Yos: Uy P31 = — E Y31 Uiy Pra = — Z Teilli 9,

i=1 i=1 i=]

== 0. Dans tout les autres cas nous prenons les

) G Ricciet T.Levi-Civita, I. . Ch. 1, § 3.
) G:Riccl Sulla determinasione di varieta dotate di proprieta intrinseche date
a priori, Rend. Rccad. Lincei, Ser. 5-a, vol XIX, 1910.
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ol cp'désigne une inconnue auxiiiaire. La substitution de ces expressions
dans les équations (I) et (If) du n® 1 conduit aux relations suivantes

ou.
(3_111_ = Y19y Uo + Y131 Us o2 = gqg Uy~ Yios Uy + Vas1 Ua — P

do, doy
L = — Yagy Uy — Ty1a Uy — 313 Uy
ds,;
ou
oty = — Tyar By — Taga By — Tros U + @, —2 = Yoy iy Taga Uy
da, . da,
ou
3 = ayy Uy Ta10 By = Tans Hay (13)
da,
du
ou, = — Yy31 % 312 Uy + Y1os Us, 2 == ey Wy~ Yayr By — Taga Ua,
do, doy
ou
— = gy 1y F Y3 U s
03,
3 3
dy Oya o9 2 07215 do
- = S it @, = ==l @, T
doy, - Js; T N2 § da, o Ja; ’ ds,
= =
3
=S Yy, . (19)
“ 0s;
i=1

D (1321) — (tiss — T23) ¢ =0, D (11a1) + (a2 +¥s1) 9 = 0,
D (t315) + 515 9 = 0, D (1302) — (Y150 — T32) @ = 0, D (123) (15)
— (fs12 + T321) @ =0, D (1308) — T 325 ¢ = 0.
Les relations (lllI') se réduisent &
D (0) =0, D (0,) =0. (16)

En différentiant les derniéres égalités et en tenant compte des équa-
tions (13), il vient

dw\ Jdo do\ K OJo
D|~—~|—-—o=0, D|—|+-9¢=0,
5ol 5 (G5
dw Jdo 0w 0 w,
D(-2)=""9=0, D(=2|+—Lp=0 17
((301) do, ¥ (862)+501 ? (an
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Dans la suite nous traiterons séparément les deux cas suivants:
a) Tia = Toss, b) Y11 == Yago-

a) Il'y alieu ici de distinguer encore trois cas différents. Nous
supposerons d'abord :
a)) que les courbures o et w, ont des valeurs constantes. Les hypo-

théses faites dans le cas présent conduisent, d’aprés les identités de
Bianchit)
3

()tt)}
(ﬁ = 2 (lﬂi - m/z) Yhii, ’

i=1
aux égalités suivantes

Tist = Tas2 = Ty13 = Tso3 = Ya91 + Yaa = O.

Remarquons aussi que, le systéme (S) étant principal, on a @, =
= W5 = 315 = 0, ce qui entraine les égalités —

dYno
32 _ g | =
Jo; (i=1,23).

En ayant égard aux relations ci - dessus, on verra facilement que tou-
t‘es les égalités (15), (16), (17) sont identiquement satisfaites, c’est-
a-dire que le systtme d’équations (13) et (14) est completement
intégrable, son intégrale génerale contenant quatre constantes arbitraires.

a,) Supposons maintenant que, les courbures w et o, n'étant pas
toutes les deux constantes, elles gardent les mémes valeurs le long des
trajectoires orthogonales de la congruence [3):

G=1,2).

Jdo
Il faut supposer Fﬁﬁ: 0, car autrement les identités de Bianchi (v. plus

h .
aut), les relations ®p, = Waga1 = 3115 = O et I'égalité 7,5, = 7,3, nous

conduiraient au cas a;). En comparant les hypothéses faites plus haut
avec la seconde des relations (16), on obtient 1, = 0. En rapprochant ce
résultat des équations (13), il vient Y312 = Tsar- D'autre part, les hypothé-
ses faites au commencement de ce n® entrainent I'égalité v;;5 4 7391 = O,

. _‘) G.Ricci, Sulle superficie geodetiche in una varietad qualunque, Rend. Accad.
Lincel, Ser. 5-a, vol. XII, 1903.
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d'otr il suit 75,5 = 742, = 0. Ceci nous montre que la congruence [3] doit
gtre une congruence normale. Ajoutons aussi que les identités de Bian-
chi, et les conditions @y = @y, = ©4;, = O conduisent dans le cas
considéré aux égalités suivantes

T313 = T2 s, Jdo

On voit donc que toutes les relations (15), (16), (17) sont identiquement
satisfaites et que, par conséquent, le systéme formé d'équations (13)
et (14) devient un systéme complétement intégrable, si 'on y pose
iy = 0; son intégrale générale dépend de trois constantes arbitraires.

a,) Considérons enfin le dernier cas possible, ot l'une au moins
des courbures o et w, ne garde pas les mémes wvaleurs le long des cour-
bes des congruences [1] et [2]. Nous supposons que c'est la courbure
o qui satisfait & notre hypothése, le second cas pouvant étre traité de
la méme maniére et conduisant aux résultats tout semblables. En ayant
égard & la convention faite au commencement de ce n° on peut écrire

s
9o o980,
0s, da,
La derniére des relations (17) donne alors » = 0; grace a cette égalité
les équations (14) et (15) s’écriront comme il suit
D {(tnij) =0 (i, j=1,2,3).

Ces derniéres égalités et les relations (16) expriment les conditions
d’intégrabilité des équations (13), ou 'on doit poser ¢ = 0. Le probléme
recevant la méme forme que celui des n° 2 et 3, nous pouvons lui
appliquer les mémes raisonnements que dans ces 7°°. On obtiendra
ainsi le résultat suivant: pour que le sysieme (13), dans lequel on pose
9 = 0, soit complétement intégrable, il faut et il suffit que le nombre
de fonctions indépendantes. parmi les quantités (I) (v. n°2) soit égal
a un -ou a deux.

b) Considérons maintenant 'hypothése 7.3; == 75, D'aprés la con-
vention faite sur le systéme (S) on doit avoir 7315 + 735, = 0. En ajoutant
la premiére et la quatritme des conditions (15), il vient

D (ts12+1321) — 2 (121 — 232) $ = 0.
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Les relation; Y15t == Tasa » a1z + Va2 = O entrainent donc I'égalité ¢ = 0,
Par conséquent, les conditions (15) et (16) pourront étre mises sous la
forme suivante

D (1a5) = 0 (2,1, 7=1,2,3).
En faisant la méme remarque que dans le cas a), on peut énoncer
une proposition tout a fait identique..

En résumant les divers cas, nous avons le théoréme suivant:

Une wvariété V, & deux courbures égales (v, = 0, == 0,) admet un
groupe transitif G,, si ses courbures principales sont constantes et si la
congruence [3] est isotrope; elle admet un groupe intransitif G,, si ses
courbures wétant pas toutes les deux constantes, elles gardent les mémes
valeurs le long des trajectoires orthogonales de la congruence [3] et si
celle - ci est isotrope. En dehors de ces dewx cas la variété admet un

groupe intransitif G, ou G, si parmi les quantités yug, %”—“l, calculées
Cp

vour le systéme (S) défini au commencement de ce n’ il y a au plus denx
indépendantes.

5. Dans son Mémoire sur les mouvements dans une variété rie-
mannienne ®) G. Ricci a donné les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'une congruence soit formée de trajectoires d’'un groupe de mou-
vements G;. Nous allons présenter le théoréme de Ricci pour n = 3
sous une forme nouvelle qui fait mieux voir les propriétés géométriques
dela congruence cherchée. Reportons nous pour ce but aux équations
.(2) du n°1 en y supposant que la congruence [3] soit formée de tra-
Jectoires d'un groupe G, c’est-4-dire que l'on ait U =iy =0, u;==0.
Ceci nous donne

Tist = Yos2 = 0, Y315 + T30, = 0, (18)
ouy du, 0u,
do, == T3 Uy, ‘50—2 =T33 43, b‘;; =0. (19)

Les conditions d'intégrabilité du systéme (19) prennent la forme
suivante

L _ 01313

0
do, do, =+ Tior Tats — Yars Y323 = 0, Tl

313
V321 — g = 0 »
do, + (Y321 — T123) Taos

O399
daoy

+ (512 4 T103) Ta1s = 0. (20)

) V.aussi L. P. Eisenhart, Riemannian Geometry, 1926, Ch. VL. Sect. 73.
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Les égalités (18) et (20) expriment toutes les conditions ’n'écessaires'et
suffisantes pour que la congruence [3] jouisse de la propriété demandée.
Observons en premier lieu que, d'aprés les relations (18), la congruence
[3] doit &tre une congruence isbirope & courbures principales nulles.
Quant aux égalités (20), elles sont satisfaites identiquement, dans le cas
d'une congruence géodésique: T3 = 733 =0. En écartant ce cas f:le nos
considérations ultérieures, supposons, ce qu'il est toujours permis, que
Fon ait Y33 = 0. Cela veut dire que la ligne appartenant a la con-
gruence [2] est en chaque point tangente au vecteur normal principal
du triddre de Frenet de la courbe [3] passant par ce point. Nous dirons,
pour simplifier le langage, que la congruence [2] est formée de lignes
de courbure géodésiqgue de la congruence [3]. En utilisant encore
I'identité e = ©3103;, les conditions (20) deviennent

) 9135
()l& =0, 7301 = V103 » Ts2s 0. . (1)
Ooy day

La deuxiéme des égalités (21) montre que la congruence [2] doit
étre une congruence normale. Pour interpréter les deux autres des rela-
tions (21), calculons la courbure K; et la torsion S; des courbes de la
congruence [3]; nous nous servirons des formules ?)

. d 1
K = 1332+ Tam®, Sy = £ arctg = — .
553 T323
Il viendra
Ky? = T303%, S5 = — 1133 -

= 0. Les co-

On voit qu'en vertu de (19) et (21) il doit étre: (ZK"' =95

ag 0ay

urbes [3] sont donc des cercles (y,,5 = 0) ou des hélices circulaires. Dans
le premier cas on a Ty = Y231 = Y313 = 0, ce qui veut dire que la con-
gruence de cercles est une congruence normale formée de trajectoires
orthogonales d'une famille de surfaces totalement géodésiques (Yi3; =
= 7550 =0). Nous avons ainsi trouvé les propriétes nécessaires de la
congruence de trajectoires d'un groupe de mouvements G;. Un raison-
nement facile montre presque immédiatement que ces propriétés sont
aussi suffisantes. On peut donc énoncer le théoréme suivant:

) V. mon article: Contribution  la théorie des courbes et des congruences d'un
expace riem. & trois dimensions, Prage mat.-fiz,, t. 34, 19:5/6, § 2.
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Pour qu'une wariété V, admette un groupe de mouvements & un
paramétre, il faut et il suffit qu'elle contienne une congruence & courbu-
res nulles, formée de géodésiques, ou de cercles normaux & une famille
de surfaces totalement géodésiques, ou encore une congruence d’hélices
circulaires telle que ses lignes de courbure géodésique constituent une con-
gruence normale,
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STRESZCZENIE.

W r. 1899 twérca Rachunku rézniczkowego bezwzglednego, G.Ricci
oglosil rozprawe poswiecona nastepujgcemu zagadnieniu: majac dang do-
datnia forme réiniczkowa, kwadratowa i tréjkowa, rozpoznaé, czy prze-
strzeri Riemanna, odpowiadajgca tej formie dozwala na ciagla grupe
ruchéw sztywnych. HAnaliza Ricciego dala szereg waznych i interesuja-
cych twierdzen, pozwalajacych w wielu przypadkach odpowiedzie¢ wy-
starczajgco na postawione pytanie. Nie wszystkie jednak kryterja Ricci'ego
sprowadzajg sig do zastosowania wylgcznie réiniczkowania i operacyj
algebraicznych. ‘Niektére z nich sg w gruncie rzeczy interesujaca z wielu
wzgledéw redukcja danego zagadnienia do zagadnienia innego, réwnie
trudnego. Celem naszego artykulu jest uzupelnienie baden Ricci'ego
i znalezienie takich kryterjéw, ktéreby w kaidym przypadku spetnialy
podany poprzednio warunek. Ostatni wstep artykulu zawiera nadto twier-
dzenie, okreslajace cechy charakterystyczne kongruencji, zloionej z trajek-
toryj jednoparametrowej grupy ruchéw sztywnych w przestrzeni Vi
twierdzenie to réini si¢ tylko forma od analogicznego twierdzenia
Ricciego.
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