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S. MANDELBROJT.

Sur une classe des séries de Dirichlet.

O pewnej klasie szeregéw Dirichleta.

Le théoréme de M. Hadamard concernant les séries de Taylor
Jacunaires est bien connu: La série de Taylor I a,x™: .de rayon de
convergence fini et telle que

m — .
M > m>0
1
admet le cercle de convergence comme coupure (les . sont entiers).

On a trés profondement généralisé ce théoréme aussi bien pour les
séries de Taylor elles mémes (comme par exemple le théoréme de
M. Fabry ot l'on remplace (1) par

(10%) lim 72 = co)

n = oo

— 8.
que pour les séries de Dirichlet £ &, e S

Mais ces généralisations partent toujours de la densité des I (la

. . n
condition la plus importante concernant cette densité est lim i = 0).
n

N == o0

Nous généralisons le théoréme de M. Hadamard d'une maniére
complétement différente: il est & remarquer que le théoréme | de ce
travail qui contient le théoréme de M. Hadamard (avec une légére
restriction facile a enlever tout en restant dans le méme ordre d’idées)
contient aussi le théoréme Il concernant une classe générale des séries
de Dirichlet qui est caractérisée par une toute autre propriété que la
densité des I, (la proprieté 1° du théoréme | ne pouvant pas éire con-
siderée comme une restriction sérieuse de la densité des I,—il suffit pour le
voir de la comparer & (1°)). Ce n’est que pour les [, entiers que 'hypothése
principale 4% du théoréme | devient (1). Quand les /, sont fractionnaires
4% est équivalent & (4"s) du théoréme 1l qui est plutdt une propriété
arithmétique,
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J’ai énoncé les théorémes | et Il de ce travail sous une forme un
pau plus restrictive dans les Comptes Rendus de 'Académie des sciences,
Décembre 1928 p. 1114%).

Commengons par le lemme suivant:

Lemme: Soit F(5)=3a,,z?w)\"S(S=G+it) une série de Diri-
chlet possédant les propriétés suivantes:

1 Dans le domaine fermé D dont la frontiére
est composée dune droite o=0,<0 dune droite f=4£;
et des segmentst=106>f,0, <{a0(k=12...)tels que

lim fp =co

kz=oo

et tels que la quantité-g—reste bornée quand k croit, ce
R

domaine contenant un point a+bi (a>0, 6>1¢) la fonc-
tion F(s) est continue et bornée: | F(s) | <M.

2 F(s) est holomorphe dans D ouvert;

3% F(s) est holomorphe et bornée dans tout demi—
plan o>e(e> Q) ;

4% 8>0 é&tant arbitrairement choisi il existe une
quantité 7>0 telle que dans les parties des cercles
de rayon 7 et des centres if; contenues dans D on ait
| F(s)| <.

Le fait suivant a alors lieu:

lim ay Ay = 0.
Démonstration:
On sait que du fait que F(s) est bornée pour s> ¢ il résulte que
pour o; > 0

T
© to=tlim s [ Flo +it)ye™ Oty
ST,
Considérons le domaine A, dont Ia frontiere est composée des droites
o=0;; 6=0, (0,< 0, <O); £ =1ty £ =Ly et des segments t =1y, 0y < 0 =7
(k=1,2... m—1)0, étant choisi de la maniére suivante; 8> 0 &tant

donné choisissons 1 (0 < <|o,|) vérifiant 4°) de I'nypothése du lemme
et posons 0> g, > —1.

) 1l est évident que les théorémes | et Il de ce travail sont plus généraux que
I et Il de ma Note, car si 2) de la Note des C. R. a lieu, les conditions 2% et 39)
de ce travail ont certainement lieu mais pas réciproquement,
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Sur une clafﬂseﬂdg;l séries de Dirichlet. B

F (s) est holomorphe dans 4, ouvert et continue et bornée dans A,
fermé.

Soit Gy, la frontiere de A,

D'aprés le théoréme de Cauchy

['F@w“mmza
. C‘

m
Donc:

i j””F(ou4-zt)e*m(°ﬂ4'it)df
J ot : .

m

+ZJ':,FI°H(fk—O)le""(c’*”*’da

k=1
m—1
Gy . )\,, (G—[—itk)
+ j‘Fk+um+mp do

5f%@+mn“@“mm+i%F@+un“@+mw

1y

+ [ Fetite T g,

ol nous avons désigné par F[o 4 i (£ = 0)[ les valeurs que prend F (s)
en s'approchant des points o 4 {#; respectivement par les points
Gi(t—4ze) et o4i(t—e¢), £>0, lime=0.
Désignons par
VA S AR A RO R

les 6 termes de I'égalité précédente dans l'ordre ou ils y interviennent.
On a
] m
lim - = 0.
M=o tm

Il résulte des hypothéses que /;” reste borné quand m varie, donc

lim 2" = 0,
Donc d'aprés (2)
" m m m
3 @y = — i lim L ilim e o i o
m=rce tﬂl m==co tﬂl

On a d'autre part d'aprés les hypothéses
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: . §. Mandelbrojt. -
“I'm . L i
\]Jm‘z“ F(Gg'}"it)@)’l(c- Ht)dt[
A
[~ s 5 ’ )\l .
< Floutit)y o™ dt < Me™ % (b —1,).
1l g
o Lomi 3
21 2 \/ /Me 3 63.
(4) i tﬂl 5 =

On a aussi d'aprés les hypothéses et le choix de o,
0 ;
L rettazo) MO g
2

e)‘" do =

0 8 Xy 0,
<5f5 )‘;(1_{3” ’)

D’aprés les hypothéses il existe une quantiteé M, telle que

Zi< M.

D'aprés la définition de [, et /™ on a alors

]2m _'__ ] m
©) g

"On a d'aprés (3), (4), et (5) }
M o »fa<1—e e 02)

< 2 M, ‘“;z“ (1 — e by 02) i

lan] < Me

comme g, <0 \
i O
lim Me " 2=0.

=5

Donc
lim ’ani A Z<2M 8
d’ou
limla,l A =0
cq. f d

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant:
Théoréme |. Supposons que les conditions
soient vérifieés:

1% lim

suivantes

logn
Ly

29) lbyl>a> 0,

:0’

_Sur une classe des séries de Dirichlet. 5

3 La série Ebné—l"s admet la droite 6 =0 comme
axe de convergence absolue.

4° Pour p entier donné et quels que soient les deux
entiers positifs n et m (n==m) les deux développements

(xn+xﬂ~l~1)l” =%, xﬂl”+k;(xp+x!’+1) bn _ X ry xp bn+ & ne possé-
k

dent pas de puissances communes de wx,
Alors on peut conclure que Ia

=.‘Jb,,e~l"s est telle que quels que soient >0 et £ réel
fixes les fonctions de la variable complexe 7y

o) =FflE+2ka) i+ (k=0,%1,%2..)

jouissent de la propriété suivante:
Ou bien

fonction f(s)

lkl{irzlMax]f;e(n)l=<>o pour|n| <

ou bien pour un certain £ la fonction fi(7) posséde un
point singulier dans le cercle |1] e,
Dans la- démonstration de ce théoréme c’est la transformation

g—rzle—(p+1z

e—s — qui joue un réle important. Remarquons que le

théoréme de M. Hadamard cité dés le début a été démontré d'une
maniére fort élégante pas M. M. Faber?) et Mordell?) en employant

Yy +yrtl
ey

la transformation x = et en constatant que si (1) a lieu avec

m=p les deux polynomes (x4 x7+1) M et (%7 + xr+1) e
pas de puissances communes.

Démonstration du théoréme I

Posons:

(ns=#") n'ont

~-pz —(r+1z
(6) e=% = {{‘"é;f—{f avec 2=0 pour § =0,

Posons aussi
I, o
@) =004+x"= dpx"

) Faber, Thése. Munich 1903 p. 20.
% Mordell, Journ, of the-Lond. Math‘)Soe-Q 1927 p. 146.
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6 . . S. Mandelbrojt.
i by (b — l).u.(l,x—/e—}—])’
B Al
posons
(e I’2+e—(ﬂ+1)z)[ . —(plat+ k)2
S Zere
2
Cp = dle
zlu
Soit ( +1) )
— pl » z
S0 S —w,,( +e- )
n 2
=Yaue — Iz
et )leml'l‘s: YSame hn 2

D'aprés I'hypothése 4% du théoréme si m, == m, une égalite
lm. + k1 = lm, + kz

n'est pas possible, si k, et k, sont entiers.
A chaque m correspond donc un seul 7 et un seul % lels que

@] M=l Ry
. d
A== S
On peut donc écrire
, dr by
U= &' by = 50 "
Donc d'aprés I'hypothése 2% du théoréme
d L (b =1 bh—k+4+1
lan| > aldn]|=a szn‘ = Lt )k|2l(,,n ) .
Mais on constate immédiatement que
L1
I e T
2

(23 T

) Nous désignons par [x] la partie entiére de x,

quel que soit 7.
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o Sur une classe des séries de Dirichlet, 7
Donc pour hy, = I+ [l" * 1] , i etant assez grand:
b1 a
®-.. o | = (3] > -

D’autre part

1 i n——l}
dy = ZT[ (149 ¥ dy

0

I/ .
car la fonction (14 x) ™ est continue sur le cercle | x| =1, don¢

ldy| < 2[” d'olt
lam] <1,

Il en résulte que

r \
zlam!< [)r*ln"l"l”bn[
m=1

Donc d'aprés I'hypothese (3°)

log 2 | |

lim ___ a=1 =0

r=oo

T _ ;-
et Tla,le ° converge pour o' >0, (pour notre but il suffit de savoir

s
n'est pas toujours divergente).

Quand s se trouve dans le demi-plan o >0, z est situé dans le
domaine D, dont la frontiére est formée d’une courbe C dont 'équation
dans le plan o' ¢ étant donnée par

=¥ ()

que la série Y a,e

on a
V(¢ +2kn) =T (#)

(=0,%1,%2,.)
T(2kr) =0

D'autre part- & z= (2% 1) =i correspond S =+ co; donc en posant
L ==0 (ce qui est légitime) a tout 8>>0 correspond un 1>0 tel que
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[F(2)| <& pour |z— (2k+1)=il<n

—hiz (car lim f(s+i¢) = 0).
G == oo

Il résulte de 1°) et 3°) du théoréme que f(s) est bornée dans tout
demi-plan > ¢, (5, > 0) 1).

Je dis que les conclusions de notre théoréme ont lieu sil'on y pose
t=0; en effet si ceci n'avait pas lieu il résulterait de ce que nos venons
de dire sur la transformation, sur f(s) dans le demi-plan ¢>0 (ce qui
correspond & la variation de F(2) dans D,) et sur F(2) dans les cercles

enposant F(2) =Yg, e

lz—~(Rk+1)xil<y

que F(2) posséderait toutes les propriétés exigées par notre lemme (en
y remplagant la lettre s par 2). Donc.

lim | @pidm =0,

m = co
ce qui est contradictoire avec (8).

o
Il suffit maintenant de considérer la série ¥ b, et bt e b s

avoir le théoréme entier.

On voit immédiatement que le théoréme 1 contient le théoréme
de M. Hadamard au cas ot le cercle de convergence de la série
S a, ™, étant égal & un ou a en plus lan|> a, la condition (1) ayant

pour

. 1
liew avec m=—.
P

Car alors toutes les conditions du théoréme I ont lieu, et les con-
clusions de ce théoréme pour le cas oti les I, sont entiers correspondent
au fail que o =0 est une coupure (4 cause de la periodicité de f (s)).

Le théoréme | contient le théoréme suivant au cas ot les lu ne
sont pas entiers. ’

Théoréme 1l. Si les conditions 19, 29, 3% du théoréme
lont lieu et si en plus.

4) aucune différence I — Iy (n==m) n'est un entier,—la
conclusion du théoréme | a liew.

") Voir Valiron, Mémorial des sclences math. 17, 1926 formule (22).
2 ’
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Prof. M. KAMIENSKI.

Triangulacja i niwelacja centréw

Obserwatorjum Rstronomicznego i Meteorologicznego
Uniwersytetu Warszawskiego.

Triangulation und Nivellierung der Zentra des Hstronomischen und Meteorologischen
Observatorium der Universitdt in Warschau.

1. Wstep. Obserwatorjum Hstronomiczne i Meteorologiczne Uni-
wersytetu Warszawskiego naleiy do tych punktéw Polski, ktérych spol-
rzedne geograficzne sa bardzo dobrze znane. Z dlugich seryj pomiaréw,
dokonanych w ubieglem 'stuleciu, a zapoczatkowanych jeszcze przez
F. Arminskiego w r. 1826, wyznaczano kilkakrotnie szerokos¢ i diu-
gos¢ Obserwatorjum; porniary takie po czesci byly kontynuowane — acz-
kolwiek z przerwami — az do ostatniego czasu. Gléwne wyniki tych ob-
serwacyj sg zestawione w artykule S. Czornego, w Nr. 4666 A. N.;
zauwazy¢ naleiy, iz szerokos$¢ wyznaczano w kilku punktach, i otrzymy-
wane wyniki zawsze redukowano do centrum Obserwatorjum. Réznice
zas dlugosci wyznaczano' droga nawigzania Obserwatorjum do kilku in-
nych obserwatorjow w Europie i w Rosji; wyréwnanie tych dlugosci zo-
stalo wykonane przez Albrechta i podane w A. N. 3993; dyskusja
tych wynikéw znajduje si¢ w A. N. 5138. Jako najbardziej prawdopo-
dobny $redni wynik, moina przyjaé¢ dla gléwnego centrum Obser-
watorjum V:

& = 52° 13

i

4."60

A= 1"24" 7285

I

Z drugie]j strony, Obserwatorjum odegralo w ubieglem stuleciu bar-
dzo waing rolg, — mianowicie, stuzylo ono jako gléwny punkt wyjscia dia
triangulacji Krolestwa_ Polskiego. Za poczatek spéirzednych obrane zosta-
fo centrum, zaloione w wiezy wschodniej Obserwatorjum; do tego cen-
trum byly odnoszone spéirzadne triangulacji. Centrum to — zaréwno jak
i inne centra Obserwatorjum —byly powiazane za pomoca malej triangu-
lacji z gléwnem centrum Obserwatorjum, za ktére, az do r. 1886, stuzylo
koto wierzcholkowe, znajdujgce sig posrodku sali gléwnej., Triangulacji
tej dokonat w r. 1845 adjunkt Obserwatorjum, A. Prazmowski; wyniki
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